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基于混合型相关系数的概率犹豫模糊集识别方法

刘 赢, 关 欣

(海军航空大学航空作战勤务学院，山东烟台 264000)

摘 要: 针对现有概率犹豫模糊集相关系数研究中存在的缺陷,如未考虑隶属度个数以及存在反直觉现象等,提
出新的混合型相关系数.混合型相关系数能够综合反映概率犹豫模糊集之间的个体和整体相关性,相比已有的相
关系数更为全面、合理.首先,综合考虑概率犹豫模糊数中元素的整体性、分布和长度3个因素,分别定义均值、方
差和长度率3个基本相关系数,在此基础上集成得到混合型相关系数,并证明其满足相关系数公理化定义的基本
准则,实例分析结果表明,混合型相关系数能够克服现有概率犹豫模糊相关系数存在的缺陷;然后,基于混合型相
关系数,进一步设计概率犹豫模糊环境下的多属性决策方法;最后,通过案例分析验证所提出相关系数的有效性和
合理性.
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Probability hesitation fuzzy set recognition method based on hybrid
correlation coefficient
LIU Ying, GUAN Xin

(Academy of Aviation Combat Service，Naval Aeronautical University，Yantai 264000，China)

Abstract: Aiming at the defects of the existing researches on the correlation coefficients of probabilistic hesitation
fuzzy sets (PHFSs), such as not considering the number of membership degrees and having counterintuitive phenomena,
a new hybrid correlation coefficient is proposed. The hybrid correlation coefficient can comprehensively reflect the
individual and global correlation among the PHFSs, which is more comprehensive and reasonable than the existings.
Firstly, three factors of integrity, distribution and length of elements in PHFEs are considered comprehensively, and
three basic correlation coefficients of mean, variance and length rate are defined respectively. On this basis, the hybrid
correlation coefficient is obtained, which is proved to meet the axiomatic definition criterion of correlation coefficient.
The results of case analysis show that the hybrid correlation coefficient overcomes the defects of the existing PHFS
correlation coefficient. Based on the hybrid correlation coefficient, the multi-attribute decision making method in the
PHFS environment is further designed. Finally, the validity and rationality of the correlation coefficient proposed in this
paper is verified by a specific case analysis.
Keywords: hesitation fuzzy set；probabilistic hesitation fuzzy set；correlation analysis；length rate；mixed correlation
coefficient；multi-attribute decision making

0 引 䀰

相关分析作为数据分析中度量和比较的一种常

用数学手段,广泛应用于模式识别、市场行为预测以
及故障诊断等多属性决策领域.不同于距离测度[1]、

相似性测度以及熵测度[2]等分析手段,相关系数衡量
的是变量之间的线性接近程度,从不同角度进行度

量,因此有分析的必要性和独特性.随着技术的进步,
决策过程中的未知因素和不确定性不断增加,模糊理
论[3]因在处理不确定信息方面的优越性得到了广泛

应用,相关分析也因此拓展到了模糊领域.
随后, Torra[4]在2010年提出了犹豫模糊集,将可

能的评估值均作为隶属度,用于表达决策者的犹豫
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不决,但犹豫模糊集默认每个隶属度的概率是相同
的,无法传达专家的偏好信息.为了解决这一问题,朱
斌[5]提出概率犹豫模糊集的概念,因其更完善的数学
表现形式得到了学者的广泛关注,在集成算子[6-9]、偏

好关系理论[10-11]以及决策方法[12-14]方面取得了一系

列成果,其中偏好关系由于符合群体决策的过程有着
很大的应用前景.此外,相关学者在区间概率犹豫模
糊集[15]、概率对偶犹豫模糊集[16]等领域也做了相关

研究,为概率犹豫模糊决策理论提供重要补充.
犹豫模糊相关系数目前已有丰富的研究成果,

Xu等[17]首次定义了5种犹豫模糊数的相关系数,并
将其应用到医疗诊断领域;在此基础上, Chen等[18]提

出了犹豫模糊集的相关系数,用于解决聚类问题;关
欣等[19]分析现有犹豫模糊集相关系数的局限性,提
出了既满足统计学直觉又不需要各犹豫模糊数中隶

属度个数相同的相关系数;徐俊艳等[20]针对相关系

数违背统计学和随机过程直觉的问题,基于更严谨的
数学定义提出了新的犹豫模糊集相关系数.
相比犹豫模糊集,概率犹豫模糊信息的测度理论

研究要复杂得多,因此目前对概率犹豫模糊集相关系
数的研究仍然很少. Farhadinia[21]给出了5种概率犹
豫模糊集相关系数,并将其应用于医疗诊断中. Wang
等[22]通过定义均值和方差研究了概率犹豫模糊元素

的相关系数,并拓展为加权相关系数;朱峰等[23]提出

了离散型和连续型概率犹豫模糊集的关联系数,并构
建了多属性决策模型. Song等[24]在犹豫模糊集的基

础上提出一种概率犹豫模糊集相关系数,并将其应用
到聚类分析中.
尽管上述几种相关系数已在多个领域得到应用,

但都存在相应不足.相关系数的取值应是有正有负
的,分别表示正相关和负相关,而 Farhadinia[21]提出

的相关系数取值范围为 [0,1],只为正相关忽略了负
相关,不符合数学上相关系数严格定义的直觉性,并
且需要进行元素延拓以满足元素个数相等这一条

件. Wang等提出的相关系数[22,24]实质上是一类均值

相关系数,即无论概率犹豫模糊数中的隶属度如何分
布,只要其均值相等,计算结果都是相等的,并没有考
虑隶属度的具体分布以及数量等因素,可能出现反直
觉的现象,具有一定的局限性.

鉴于此,本文通过分析现有概率犹豫模糊集相关
系数的不足,基于严格的统计学分析分别定义了均
值、方差和长度率3种基本相关系数,集成得到混合
型相关系数,并拓展为加权混合相关系数.最后通过
实例分析验证了所提出方法的有效性和合理性.

1 理论基础

本节对概率犹豫模糊集 (probability hesitant
fuzzy set, PHFS)的基本概念进行简要介绍.
定义1 [25] 给定论域X = {x1, x2, . . . , xn},概

率犹豫模糊集H定义为从X到区间 [0,1]上的一个
概率分布函数的映射,其数学表达式为

H = {⟨x, hx(px)⟩|x ∈ X}. (1)

其中:h(x)为x ∈ X属于某集合E的隶属度,取值
为 [0,1]上的子集; px为h(x)中元素对应的概率解

释,同样为 [0,1]上的子集;hx(px)为概率犹豫模糊

数 (probability hesitant fuzzy element, PHFE),简写为
h(p),有

h(p) = {γλ|pλ, λ = 1, 2, . . . , |h(p)|}. (2)

这里: |h(p)|为h(p)中隶属度的数量; γλ为元素x ∈
X属于概率犹豫模糊集H的可能性; pλ为对应隶属

度γλ出现的概率,满足
|h(p)|∑
λ=1

pλ ⩽ 1.

2 概率犹豫模糊相关分析

2.1 现有概率犹豫模糊相关分析

文献[24]的概率犹豫模糊集相关系数描述如下.
定义2 记论域X = {x1, x2, . . . , xn}上的两个

PHFSs分别为A = {⟨x, hAi(px)⟩|xi ∈ X}和B =

{⟨x, hBi(px)⟩|xi ∈ X},其中A的PHFE为hAi(px) =

{γλ
Ai|pλAi, λ = 1, 2, . . . , lAi},则A的均值、方差以及A、

B之间的协方差和相关系数分别表示如下: PHFS A

的均值为

Ā = E(A) =
1

n

n∑
i=1

h̄Ai(px), (3)

其中 h̄Ai(px)为PHFE hAi(px)的均值,且有

h̄Ai(px) =

lAi∑
λ=1

(γλ
Ai · pλAi). (4)

基于均值Ā的PHFS A的方差为

Var(A) = 1

n

n∑
i=1

[h̄Ai(px)− Ā]2. (5)

PHFSsA、B之间的协方差为

C(A,B) =
1

n

n∑
i=1

[h̄Ai(px)− Ā] · [h̄Bi(px)− B̄]. (6)

基于协方差C(A,B), PHFSs A、B之间的相关系数为

ρ(A,B) =
C(A,B)

[C(A,A) · C(B,B)]1/2
. (7)

定义3 考虑权重因素,设论域X = {x1, x2, . . . ,

xn}上各元素权重向量为ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)
T,满

足
n∑

i=1

ωi = 1,则A的加权均值、加权方差以及A、B

之间的加权协方差和加权相关系数分别表示如下:
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PHFS A的加权均值为

Āω =
1

n

n∑
i=1

ωih̄Ai(px); (8)

PHFSA的加权方差为

Varω(A) =
1

n

n∑
i=1

[ωih̄Ai(px)− Āω]
2; (9)

PHFSsA、B之间的加权协方差为

Cω(A,B) =

1

n

n∑
i=1

[ωih̄Ai(px)− Āω] · [ωih̄Bi(px)− B̄ω]; (10)

基于加权协方差Cω(A,B), PHFSsA、B之间的加权
相关系数为

ρω(A,B) =
Cω(A,B)

[Cω(A,A) · Cω(B,B)]1/2
. (11)

2.2 现有相关系数局限性分析

例1 讨论PHFEh(p) = {0.8|0.7, 0.2|0.3},表示
元素x属于PHFSH的隶属度为0.8或0.2,其中隶属
度为0.8的概率为0.7,隶属度为0.2的概率为0.3.当
隶属度概率均为 1/|h(p)|,即 h(p)变为 {0.8|0.5,
0.2|0.5}时,通过概率信息可以得到元素x各隶属度

具有相同的概率,即决策者不偏好任何一个隶属度.
类似地,犹豫模糊数{0.8, 0.2}由于不包含概率

信息,同样不能判断决策者偏好哪一个隶属度.在隶
属度概率相等的情况下,概率犹豫模糊集与犹豫模糊
集传递的信息是等价的,即犹豫模糊集实际上可以理
解为概率犹豫模糊集的一种特殊情况.因此,概率犹
豫模糊集的相关定义必然适用于犹豫模糊集.
例2 考虑最简单的情况,给出论域X = {x1,

x2, x3}上3个PHFSs A、B和C分别为

A ={⟨
x1,

{
0.3

∣∣∣1
2
, 0.5

∣∣∣1
2

}⟩
,
⟨
x2,

{
0.3

∣∣∣1
3
, 0.6

∣∣∣1
3
, 0.9

∣∣∣1
3

}⟩
,⟨

x3,
{
0.1

∣∣∣1
4
, 0.2

∣∣∣1
4
, 0.8

∣∣∣1
4
, 0.9

∣∣∣1
4

}⟩}
,

B ={⟨
x1,

{
0.1

∣∣∣1
2
, 0.7

∣∣∣1
2

}⟩
,
⟨
x2,

{
0.2

∣∣∣1
3
, 0.7

∣∣∣1
3
, 0.9

∣∣∣1
3

}⟩
,⟨

x3,
{
0.3

∣∣∣1
3
, 0.5

∣∣∣1
3
, 0.7

∣∣∣1
3

}⟩}
,

C ={⟨
x1,

{
0.2

∣∣∣1
3
, 0.3

∣∣∣1
3
, 0.7

∣∣∣1
3

}⟩
,
⟨
x2,

{
0.5

∣∣∣1
2
, 0.7

∣∣∣1
2

}⟩
,⟨

x3,
{
0.4

∣∣∣1
3
, 0.5

∣∣∣1
3
, 0.6

∣∣∣1
3

}⟩}
.

根据定义2计算A、B与C之间的相关系数,具体
过程如下:A、B和C中各PHFE的均值为

h̄Ai(px) = h̄Bi(px) = h̄Ci(px) = {0.4, 0.6, 0.5};

PHFSs A、B和C的均值为

Ā = B̄ = C̄ = 0.5;

PHFSs A、B和C的方差为

Var(A) = Var(B) = Var(C) = 0.02/3;

PHFSsA、B与C之间的协方差为

C(A,B) = C(A,C) = C(B,C) = 0.02/3;

则A与B、A与C、B与C之间的相关系数为ρ(A,B)

= ρ(A,C) = ρ(B,C) = 1.
显然,上述结论是反直觉的,因为A、B和C是完

全不相同的,并且不存在线性关系,它们之间的相关
系数不应该为1,表明现有方法在本例中失效,其原因
可归纳为以下两点:

1)此相关系数实质上为一种均值相关,即忽略
了 PHFE中隶属度的具体分布特点,仅计算得到各
PHFE的均值,重新构造一个新的犹豫模糊数.可以
看出,无论PHFE中的隶属度如何分布,只要其对应的
均值相等,计算结果都是相同的.虽然在计算过程中
涉及到方差的概念,但计算结果与PHFE的方差没有
联系,其本质上还是一种均值相关系数.

2)此相关系数没有考虑隶属度个数不等带来的
影响.虽然在计算时不用强制要求隶属度个数对应
相等,但也因此使得隶属度个数在计算相关系数时没
有发挥作用,隶属度个数不一致,其对应的相关系数
也不相等,因此应该将PHFS中隶属度个数作为相关
系数定义的重要特征.

3 概率犹豫模糊集混合相关系数

数学上,相关系数定义为“归一化的随机变量协
方差”,本节从统计学和随机过程角度定义新的相关
系数,使其更符合数学逻辑.首先根据统计学定义给
出概率犹豫模糊集方差和协方差的概念,然后基于严
格的数学定义将新的相关系数定义为“归一化的随

机变量协方差”.
根据上一节的分析,新的相关系数应该同时将概

率犹豫模糊数中隶属度的整体性、具体分布以及个

数考虑在内.因此在文献 [24]的基础上,本文分别用
概率犹豫模糊数的均值表示其整体性,用方差表示隶
属度的具体分布,用长度率反映隶属度个数的影响,
并给出相应的数学描述,构造均值、方差和长度率3
种基本相关系数,最后集成得到混合相关系数,基本
定义描述如下.

3.1 概率犹豫模糊相关系数基本定义

定义4 记论域X = {x1, x2, . . . , xn}上的PHFS
为A = {⟨x, hAi(px)⟩|xi ∈ X},其中PHFEhAi(px)为
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{γλ
Ai|pλAi, λ = 1, 2, . . . , lAi},则hAi(px)的均值、方差

以及长度率分别表示如下: PHFEhAi(px)的均值为

h̄Ai(px) =

lAi∑
λ=1

(γλ
Ai · pλAi); (12)

PHFEhAi(px)的方差为

Var(hAi(px)) =

lAi∑
λ=1

[γλ
Ai − h̄Ai(px)]

2pλAi; (13)

PHFEhAi(px)的长度率为

u(hAi(px)) = 1− 1

lAi
. (14)

其中长度率u(hAi(px))满足0 ⩽ u(hAi(px)) ⩽ 1,当
隶属度个数为1时,u(hAi(px)) = 0;当隶属度个数趋
近于无穷大时,u(hAi(px)) = 1.

3.2 概率犹豫模糊集的3种基本相关系数
3.2.1 均值相关系数

均值相关系数的定义实际上与文献 [24]相同,为
了统一数学表达,简要对其描述如下.
定义5 PHFSsA、B之间的均值协方差为

CM (A,B) =

1

n

n∑
i=1

[h̄Ai(px)− Ā][h̄Bi(px)− B̄]. (15)

基于均值协方差CM (A,B),定义PHFSsA、B之
间的均值相关系数为

ρM (A,B) =
CM (A,B)

[CM (A,A) · CM (B,B)]
1/2

. (16)

3.2.2 方差相关系数

定义6 PHFEhAi(px)方差的均值为

ĀV = E(Var(hAi(px))) =
1

n

n∑
i=1

Var(hAi(px)).

(17)

PHFEhAi(px)方差的方差为

Var(Var(hAi(px))) =

1

n

n∑
i=1

[Var(hAi(px))− ĀV ]
2
. (18)

在此基础上, PHFSsA、B间方差的协方差为

CV (A,B) =

1

n

n∑
i=1

[Var(hAi(px))− ĀV ][Var(hBi(px))− B̄V ].

(19)

基于协方差CV (A,B), PHFSsA、B之间的方差相关
系数为

ρV (A,B) =
CV (A,B)

[CV (A,A) · CV (B,B)]
1/2

. (20)

3.2.3 长度率相关系数

定义7 PHFEhAi(px)长度率的均值为

ĀL = E(u(hAi(px))) =
1

n

n∑
i=1

u(hAi(px)). (21)

PHFEhAi(px)长度率的方差为

Var(u(hAi(px))) =
1

n

n∑
i=1

[u(hAi(px))− ĀL]
2
. (22)

PHFSs A、B之间的长度率协方差为

CL(A,B) =

1

n

n∑
i=1

[u(hAi(px))− ĀL][u(hBi(px))− B̄L]. (23)

基于长度率协方差CL(A,B), PHFSs A、B之间的长

度率相关系数为

ρL(A,B) =
CL(A,B)

[CL(A,A) · CL(B,B)]
1/2

. (24)

事实上,概率犹豫模糊集之间的相关系数应满足
如下相关系数定义的3原则:

1) ρ(A,B) = ρ(B,A);

2)如果A = B,则ρ(A,B) = 1;

3)−1 ⩽ ρ(A,B) ⩽ 1.

因此,需要证明新的基本相关系数满足以上原则,由
于3种基本相关系数的原理一致,这里仅对方差相关
系数进行证明,其他两种类推.
原则1)和原则2)显然成立,以下仅证明原则3).
证明 令 ρi = Var(hAi(px)) − ĀV , θi =

Var(hBi(px))− B̄V .
根据Cauchy-Schwarz不等式

(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)
2 ⩽

(a1
2 + a2

2 + . . .+ an
2)(b1

2 + b2
2 + . . .+ bn

2),

可以得到 ∣∣∣ n∑
i=1

ρiθi

∣∣∣ ⩽ ( n∑
i=1

ρi
2

n∑
i=1

θi
2
)1/2

,

即

|ρV (A,B)| = |CV (A,B)|
[CV (A,A)CV (B,B)]

1/2
⩽ 1.

因此,−1 ⩽ ρV (A,B) ⩽ 1. 2
3.3 混合型相关系数定义

在概率犹豫模糊集的均值、方差和长度率相关

系数的基础上,定义集成的混合相关系数为

ρMVL(A,B) =

αρM (A,B) + βρV (A,B) + γρL(A,B), (25)

其中α、β和γ分别为均值、方差以及长度率相关系数

的权重,满足α+ β + γ = 1.
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3.4 加权混合相关系数定义

实际问题中,论域X = {x1, x2, . . . , xn}各元素
权重往往是不同的,记各元素权重为ω = (ω1, ω2,

. . . , ωn)
T,满足

n∑
i=1

ωi = 1,拓展3种基本相关系数为

加权样式.加权均值相关系数为

ρωM (A,B) =

n∑
i=1

ωi

[
h̄Ai(px)−

n∑
i=1

ωih̄Ai(px)
][
h̄Bi(px)−

n∑
i=1

ωih̄Bi(px)
]

[ n∑
i=1

ωi

[
h̄Ai(px)−

n∑
i=1

ωih̄Ai(px)
]2 n∑

i=1

ωi

[
h̄Ai(px)−

n∑
i=1

ωih̄Bi(px)
]2]1/2 ; (26)

加权方差相关系数为

ρωV (A,B) =

n∑
i=1

ωi

[
Var(hAi(px))−

n∑
i=1

ωiVar(hAi(px))
][

Var(hBi(px))−
n∑

i=1

ωiVar(hBi(px))
]

[ n∑
i=1

ωi

[
Var(hAi(px))−

n∑
i=1

ωiVar(hAi(px))
]2 n∑

i=1

ωi

[
Var(hAi(px))−

n∑
i=1

ωiVar(hBi(px))
]2]1/2 ;

(27)

加权长度率相关系数为

ρωL(A,B) =

n∑
i=1

ωi

[
u(hAi(px))−

n∑
i=1

ωi

(
1− 1

lAi

)][
u(hBi(px))−

n∑
i=1

ωi

(
1− 1

lBi

)]
[ n∑
i=1

ωi

[
u(hAi(px))−

n∑
i=1

ωi

(
1− 1

lAi

)]2 n∑
i=1

ωi

[
u(hBi(px))−

n∑
i=1

ωi

(
1− 1

lBi

)]2]1/2 ; (28)

集成得到的加权混合相关系数为

ρωMV L(A,B) = αωρωM (A,B) + βωρωV (A,B) + γωρωL(A,B). (29)

其中αω、βω和γω分别为加权均值、方差以及长度率

相关系数的权重,满足αω + βω + γω = 1.

4 基于混合相关系数的多属性决策算法

本节基于概率犹豫模糊集解决多属性决策问题,
并利用新的混合相关系数进行决策判定.

4.1 问题描述

假设在多属性决策问题中共有 n个候选判决

A = {A1, A2, . . . , An},每类判决均有m种属性G =

{G1, G2, . . . , Gm},各属性权重是完全未知的,各属性
间非独立.共有 t位决策专家D = {D1, D2, . . . , Dt},
假设各专家的权重相同,专家k关于判决Ai在属性

Gj上的属性判决用概率犹豫模糊数表示为

Dk
ij = {γkλ

ij |pkλij , λ = 1, 2, . . . , |Dk
ij |}. (30)

通过文献 [22]的专家信息集成方法可以得到全
部专家关于判决Ai在属性Gj上的判决为

Dij = {γλ
ij |pλij , λ = 1, 2, . . . , |Dij |}. (31)

进而得到全部专家关于Ai的概率犹豫模糊集为

Di = {Di1, Di2, . . . , Dim}, i = 1, 2, . . . , n. (32)

则多属性决策判决D表示为

D = {Dij |i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m}. (33)

4.2 概率犹豫模糊集多属性决策判定

本文的重点在于新的相关系数的研究讨论,并非
对多属性决策方法进行创新,因此仅在现有决策理论
的基础上针对本文的理论框架,提供一种简单的理想
方案接近程度排序方法进行多属性决策.

首先,在得到多属性判决D的基础上,基于属性
遍历 (不失一般性,假设属性均为效益型属性),求得
最优理想方案为

A∗ = max
{
Ai

∣∣∣∑ γλ
ijp

λ
ij , i = 1, 2, . . . , n,

j = 1, 2, . . . ,m
}
. (34)

分别计算各备选方案与最优理想方案之间的相关系

数ρ(Ai, A
∗), i = 1, 2, . . . , n.相关系数越高,表示任

意方案Ai与最优理想方案的相似度越高,方案Ai越

好.基于此,将最大相关系数作为决策的判定准则,有

dec(i) = output(max{ρ(Ai, A
∗)}),

i = 1, 2, . . . , n. (35)

判定相关系数最大的为决策方案.

4.3 算法步骤

基于混合相关系数的概率犹豫模糊集多属性决

策的具体步骤描述如下.
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step 1:将各专家属性判决用概率犹豫模糊集的
形式表示,得到属性判决Di;

step 2:集成专家判决,得到综合评估信息D;
step 3:计算得到最优理想方案A∗;
step 4:根据式 (25)分别计算各备选方案与最优

理想方案的混合相关系数 ρMVL(Ai, A
∗),并将其作

为决策判定指标对决策方案进行排序,判定相关系数
最大的方案为最终的决策结果.

5 算例分析

5.1 应用计算

为了便于对比,采用文献 [25]的实例对本文方法
进行验证. 4名候选人xi(i = 1, 2, 3, 4)申请博士唯一

招生名额博士生导师1名.为了提供一个公平的评价

和选择最好的学生,引入概率犹豫模糊集. 4位专家
di(i = 1, 2, 3, 4)按要求对4名候选人面试,每位专家
的权重相等,面试过程通过计算能力A1、学术水平

A2和英语能力A3三种属性进行评估.
与文献 [2]保持一致,设置属性权重向量为

(0.39, 0.26, 0.35), 3种属性均为效益型. 4位专家在 3
种属性下的评估结果参考文献 [25].假设均值、方差
和长度率基本相关系数的权重分别为 (0.5, 0.25,
0.25),则多属性决策的具体步骤描述如下.

step 1:分别获取4位专家在3种属性下的概率犹
豫模糊评估信息.

step 2:集成得到综合概率犹豫模糊评估信息,如
表1所示.

表 1 全部专家集成评估信息

A1 A2 A3

x1

{0.55|0.15, 0.65|0.25,

0.76|0.1, 0.8|0.5}

{0.2|0.05, 0.3|0.325, 0.4|0.125,

0.65|0.25, 0.75|0.25}

{0.55|0.5, 0.75|0.25,

0.8|0.15, 0.94|0.1}

x2

{0.4|0.25, 0.58|0.25,

0.69|0.25, 0.95|0.25}

{0.35|0.25, 0.6|0.075, 0.65|0.25,

0.7|0.35, 0.8|0.075}

{0.25|0.25, 0.45|0.375,

0.65|0.375}

x3

{0.3|0.1, 0.5|0.35,

0.6|0.3, 0.68|0.25}

{0.45|0.25, 0.55|0.125, 0.56|0.25,

0.66|0.125, 0.85|0.25}

{0.45|0.25, 0.55|0.25,

0.68|0.25, 0.75|0.25}

x4

{0.15|0.1, 0.37|0.15, 0.4|0.25,

0.6|0.25, 0.73|0.25}

{0.48|0.4, 0.55|0.25,

0.62|0.1, 0.66|0.25}

{0.38|0.25, 0.5|0.125, 0.7|0.125,

0.75|0.25, 0.85|0.25}

step 3:计算最优理想方案,根据式 (34)得到最优
理想方案如表2所示.

表 2 最优理想方案

属性 PHFE

A1

{0.55|0.15, 0.65|0.25,

0.76|0.1, 0.8|0.5}

A2

{0.45|0.25, 0.55|0.125, 0.56|0.25,

0.66|0.125, 0.85|0.25}

A3

{0.55|0.5, 0.75|0.25,

0.8|0.15, 0.94|0.1}

step 4:分别计算各方案与最优理想方案的3种基
本相关系数如表3所示.

step 5:根据混合相关系数计算结果对各方案判
决排序为x1 > x2 > x3 > x4.

由此判定第1名候选人为最佳的博士生人选.判
定结果与文献 [2]采用熵测度得到的结果保持一致,
表明了本文算法的有效性.

表 3 各方案判决相关系数

相关系数

候选人

x1 x2 x3 x4

均值相关系数 0.967 0.306 −0.890 −0.373

方差相关系数 0.884 −0.986 0.771 −0.654

长度率相关系数 1 0.739 1 −1

混合相关系数 0.955 0.091 −0.002 -0.599

5.2 参数敏感性分析

5.2.1 基本相关系数权重敏感性分析

为验证本文混合相关系数的有效性和全面性,根
据表3的计算结果分别仅采用一种基本相关系数与
混合相关系数进行比较.
由表3可知, 3种基本相关系数的排序结果都不

相同,尤其是当仅采用长度率相关系数时,判定x1与

x3为最佳人选,与混合相关系数的结论差距最大.原
因在于长度率相关系数仅考虑了隶属度个数这一因

素,没有考虑具体的隶属度分布情况.因此,采用任意
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一种基本相关系数进行评价都是片面的,在实际应用
时必须综合考虑3种基本相关系数才能得到合理的
判别结果.

进一步分析不同基本相关系数权重变化带来的

影响,分别假设任一基本相关系数的权重从0.1按步
长0.2增加到0.9,其余相关系数的权重均分,计算结
果如图1所示.

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
-1.0

-0.6

-0.2

0.2

0.6

1.0

!
"
#
$

%
&

'(!"#$)*

(a) +'(!"#$)*,-

x2 x3x1 x4

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
-1.0

-0.6

-0.2

0.2

0.6

1.0

!
"
#
$
%
&

./!"#$)*

(b) +./!"#$)*,-

x2

x3x1

x4

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
-1.0

-0.6

-0.2

0.2

0.6

1.0

!
"
#
$
%
&

012!"#$)*

(c) +012!"#$)*,-

x2

x3x1

x4

图 1 判决结果随基本相关系数权重的变化曲线

由图1可知,相关系数随基本相关系数权重的变
化而变化,导致决策排序也随之变化.以图1为例,随
着均值相关系数权重的增加,x1的相关系数缓慢增

加,x2和x4的相关系数逐渐增大,x3的相关系数逐渐

减小,排序结果逐渐向仅采用均值相关系数时的结果
x1 > x2 > x4 > x3逼近,并且当权重在0.45和0.75附
近时,决策排序发生相应变化,即x2的相关系数超过

x3,x4的相关系数超过x3.
同样地,随着方差相关系数权重的变化,排序结

果同样发生了两次变化,而长度率相关系数权重变化
过程中始终保持x1 > x3 > x2 > x4的排序结果.

综合上述分析表明,本文的混合相关系数对基本

相关系数权重参数具有一定的敏感性,在实际应用中
需要结合具体情况对权重值进行设置.由于长度率
计算过程中仅涉及隶属度个数这一变量,在实际应用
时考虑将均值相关系数设为主要判决依据,方差和长
度率相关系数作为辅助决策.
5.2.2 属性权重敏感性分析

在上述讨论中,属性权重值始终设置为 (0.39,
0.26, 0.35),而在实际决策过程中,属性权重对决策的
作用不容忽视,因此研究加权相关系数对属性权重变
化的敏感性具有一定的必要.假设各属性的权重从
0.1按步长 0.2变化到 0.9,其余属性权重平均, 3种基
本相关系数的权重设为 (0.5, 0.25, 0.25),计算结果如
图2所示.
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图 2 加权相关系数随各属性权重的变化曲线

由图 2可知,随着属性权重变化,排序结果整体
情况变化不大,x1始终为最佳人选,x4始终为最差人

选,x2与x3的相对大小有所波动,随着计算能力A1

权重的增大,x2的相关系数逐渐增大,x3的相关系

数逐渐减小,并且在 0.3附近时,x2的相关系数值超

过x3;随着学术水平A2权重的增大,在权重值为0.5
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时,x2与x3的排序发生了交换;随着英语水平A3权

重的增大,x2与x3的相关系数差值呈现出越来越小

的趋势.
综合上述分析表明,本文的混合相关系数对属性

权重参数的敏感性较低,但属性权重的确定始终是多
属性决策中的重要部分,因此在实际应用中应采取科
学的权重计算方法对其进行求解.

5.3 对比分析

为了表明本文相关系数的有效性,分别与文献
[21]、文献 [22]和文献 [24]方法进行比较分析.文献
[21]选择多种相关系数中的 ρWHFS1,设所有计算方
法的属性权重均为 (0.39, 0.26, 0.35),且本文算法的基
本相关系数权重为 (0.5, 0.25, 0.25),计算结果如表 4
所示.

表 4 不同算法相关系数对比

方法
候选人

x1 x2 x3 x4

文献 [21] 0.139 0.106 0.113 0.076

文献 [22] 2.675 2.240 1.372 1.794

文献 [24] 0.967 0.306 −0.890 −0.373

本文算法 0.955 0.091 −0.002 −0.599

由表4结果可知,本文混合相关系数与其他文献
得到的最佳候选人都是x1.其中:文献 [21]相关系数
计算方法由于无法计算负相关,不能反映数据间的真
实线性接近程度,在表达上存在一定的局限性;文献
[22]采用先计算概率犹豫模糊数的相关系数再对其
求和的方法,会出现大于1的情况,其与文献 [24]本质
上均为一类均值相关系数,因此得到的排序结果均为
x1 > x2 > x4 > x3;本文在均值相关系数的基础上,
将概率犹豫模糊集中隶属度的整体分布情况以及隶

属度的个数考虑进来,判定x4为最差的候选人决策,
与文献 [2]等采用其他测度理论得到的结论一致,因
此判决结果更为全面合理.

6 结 论

本文的概率犹豫模糊集混合相关系数能够综合

反映概率犹豫模糊集之间的个体和整体相关性,克服
了现有概率犹豫模糊集相关系数未考虑隶属度个数

以及存在反直觉现象等缺陷.新的混合相关系数综
合考虑了概率犹豫模糊数的整体性、分布和长度3
个因素,分别定义了均值、方差和长度率3种基本相
关系数,并对概率犹豫模糊集的相关系数进行了补
充.基于混合相关系数的多属性决策方法,能够对关
联分析、价值排序等问题进行有效求解,实例分析结

果验证了所提出方法的有效性.
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