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摘 要: 趋同控制已得到广泛研究并取得重要进展,但具有最优指标约束的趋同控制仍然面临挑战.基于此,研究
多智能体系统最优趋同控制问题,基于正则/非正则最优控制方法提出新型分布式控制协议,使得半正定加权矩阵
性能指标最小化的同时系统能够达到趋同.特别地,所设计的控制协议由两部分组成:一部分是个体状态的反馈,
目的是最小化性能指标;另一部分是相邻个体之间相对状态的反馈,目的是保证趋同.
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Abstract: The consensus control with optimal cost remains major challenging although consensus control problems have
been well studied in recent years. In this paper, we study the consensus control of a multi-agent system associated with
a given cost function. The main contribution is to present the distributed control protocol while minimizing the given
cost function with positive semi-definite weighting matrix of control based on the regular/irregular optimal control. The
derived controller is composed of two parts: One part is the feedback of the individual state which minimizes the cost
function and the other part is the feedback of the relative states between the neighbours which guarantees the consensus.
The presented results are novel to the best of our knowledge.
Keywords: multi-agent systems；optimization；consensus；distributed protocol

0 引 言

多智能体系统趋同控制在自动化[1]、分布式计

算[2]、编队控制[3]等方面有着广泛的应用.文献 [4]和
文献[5]研究了不同通信拓扑结构下的一阶积分器的
趋同问题,包括有向及无向、固定及切换以及随机网
络等情形;文献 [6]研究了由二阶积分器组成的多智
能体系统的趋同问题;文献 [7]进一步研究了一类高
阶多智能体系统的趋同问题;文献 [8]和文献 [9]分别
得到了离散时间和连续时间多智能体系统趋同的充

要条件.

近年来,分布式优化受到广泛关注.文献 [10]对
分布式优化算法进行了总结归纳,文献 [11]提出了一
种基于分层控制框架的网联车辆有限时间轨迹优化

和协同控制方法,文献 [12]研究了二阶积分器型线性
多智能体系统的分布式资源分配问题.注意到考虑
系统动态的性能指标在刻画能量消耗最小[13-17]等方

面具有广泛应用,因此最优趋同也成为分布式优化最
热门的话题之一.在最优趋同问题中,一个基本问题
是在实现全局最优时通常需要全局信息,然而由于通
信约束和传感器限制等条件,使得这种情况很难实
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现.已有很多研究旨在某些预先指定的性能指标下
寻找最优协议[18],文献 [18]和文献 [19]通过求解黎卡
提方程得到了最优趋同协议.然而,最优控制器的分
布式结构要求通信拓扑必须符合严格的条件.具体
而言,在文献 [18]和文献 [20]中,拓扑图必须是完备
的.在文献 [19]中,主从拓扑被限制为星形图,要求每
个跟随者都有一个指向领导者的有向路径.文献 [21]
和文献 [22]研究了多智能体系统的逆最优问题.在
逆最优问题中,需要同时设计指标函数和分布式最优
协议.此外,文献 [23]和文献 [24]研究了优化局部指
标函数的分布式协议的设计问题.文献 [25]和文献
[26]通过考虑线性二次调节器提出了两种趋同协议,
然而其趋同控制器是次优的.
注意到已有文献的大部分研究中,指标函数的控

制加权矩阵均被约束为正定,这导致最小化指标函数
的最优控制器存在唯一性,也对使用智能体信息的最
优控制器的结构做出了约束.因此,对于具有正定控
制加权矩阵的情况,同时满足分布式及最优的控制器
设计是一个难题.
本文考虑多智能体系统的最优趋同控制.由于

针对控制加权矩阵正定的指标函数很少有最优分布

式控制协议,研究一类控制加权矩阵半正定的指标函
数,提出一种新型最优趋同协议,在最小化给定指标
函数的同时使得系统趋同.具体而言,设计的控制器
由两部分组成,其中一部分是使指标函数最小化的自
身状态的反馈,另一部分是保证趋同的邻居之间的相
对状态反馈.

以下符号将在全文中使用:Rn代表 n-维向量
族;x′代表x的转置;对称矩阵M > 0 (⩾ 0)说明M

严格正定 (半正定),M †被称作M的广义逆矩阵,其
满足MM †M = M, M †MM † = M †, (MM †)′ =

MM †及 (M †M)′ = M †M ;特别地,LX = N有解,
当且仅当LL†N = N [27],等价地,有Range(N) ⊆
Range(L),其中Range(N)代表N的值域.

1 问题᧿述

考虑一个多智能体系统

ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t), i = 1, 2, · · · , N. (1)

其中:xi ∈ Rn是第 i个智能体的状态;ui ∈ Rm是第

i个智能体的控制输入;A、B是具有相容维数的常数
矩阵;初始值为xi(0), i = 1, 2, · · · , N .第 i个多智能

体的指标函数如下:

Ji =
w ∞

0
[x′

i(t)Qxi(t) + u′
i(t)Rui(t)]dt. (2)

其中:Q ⩾ 0, R ⩾ 0.

定义1 如果对于任意初始值xi(0), 存在一个

分布式控制协议,使得

lim
t→∞

∥xj(t)− xi(t)∥2 = 0, ∀i, j = 1, 2, · · · , N,

则称多智能体系统(1)是趋同的.
本文的目的是设计一类分布式控制协议,保证多

智能体系统(1)趋同,并使指标函数
N∑
i=1

Ji最小.

注1 对于趋同问题,xi和xj通常不收敛于零.
然而对于无限时域分布式优化问题,除了一阶积分器
的情况外,文献中的趋同值均为零,参见文献 [20]及
其引用的相关文献.与已有结果不同,本文得到的最
优趋同值可以非零.

注2 在已有文献中,控制加权矩阵R被假设为

正定矩阵,因此最优控制器是唯一存在的.然而,最优
控制器未必具有分布式结构,因此,优化和分布式的
同时设计面临挑战.本文通过考虑控制加权矩阵半
正定的优化问题,提出一类最优趋同协议.

2 预备知䇶

2.1 代数图论

本文中,智能体之间的信息交换被建模为无向
图.用G = (V, E ,A)表示一个图.其中:V = {1, 2,
. . . , N}为顶点集合, E ⊂ V×V为边集合,A = [aij ] ∈
RN×N为对称的加权邻接矩阵.在图G中,第 i个顶点

表示第 i个智能体. aij > 0当且仅当 (i, j) ∈ E ,即在
智能体 i和智能体 j之间有一个通信链路.如果G的
任意两个不同的智能体之间存在一条路,则无向图G

是连通的.对于智能体 i, di
.
=

N∑
j=1

aij被定义为智能

体 i的度.对角矩阵D .
= diag{d1, . . . , dN}用于表示

图G的度矩阵. LG = D − A表示拉普拉斯矩阵. LG

的特征值记为λi ∈ R, i = 1, 2, · · · , N,从小到大依

次为0 = λ1 ⩽ · · · ⩽ λN ,即无向图的拉普拉斯矩阵

LG至少有一个零特征值,所有非零特征值都在右半
开平面内.此外,LG恰好有一个零特征值当且仅当G

连通[28].
在后面的讨论中,假设通信拓扑是连通的.

2.2 单智能体系统的正则最优控制

在这一部分中,研究单智能体系统的无限时域最
优控制问题,其中线性系统为

ẋ(t) = Āx(t) + B̄u(t). (3)

性能指标如下:
J =

w ∞

0
[x′(t)Q̄x(t) + u′(t)R̄u(t)]dt, (4)

其中 Ā、B̄、Q̄、R̄是具有相容维数的常数矩阵.此外,
Q̄和R̄是非零半正定的.
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引入 P̄满足如下代数Riccati方程(ARE):

0 = Ā′P̄ + P̄ Ā+ Q̄− P̄ B̄R̄†B̄′P̄ , (5)

B̄′P̄ = R̄R̄†B̄′P̄ . (6)

当ARE (5)的解满足条件 (6)时被称为正则的,相
应的LQ问题被称为正则LQ问题[29].通过利用正则
Riccati方程 (5)和 (6)的可解性和特征矩阵的稳定性,
可以得到无限时域最优控制问题的可解性.

定理1 存在最小化指标函数 (4)的最优镇定解,
当且仅当如下两项成立:

1) ARE (5)和(6)有半正定解P ⩾ 0;
2)系统(Ā− B̄R̄†B̄′P̄ , B̄(I − R̄†R̄))可稳.
在这种情况下,最优镇定解为

u(t) = −R̄†B̄′P̄ x(t) + (I − R̄†R̄)z(t), (7)

z(t) = Kx(t), (8)

其中K使得如下矩阵稳定:

Ā− B̄R̄†B̄′P̄ + B̄(I − R̄†R̄)K. (9)

证明 充分性.通过对x′(t)P̄ x(t)求导可知

d[x′(t)P̄ x(t)]

dt =x′(t)(Ā′P̄ + P̄ Ā)x(t)+

u′(t)B̄′P̄ x(t) + x′(t)P̄ B̄u(t).

进一步可得

x′(T )P̄ x(T )− x′(0)P̄ x(0) =w T

0
(−x′(t)Q̄x(t)− u′(t)R̄u(t) + [u(t)+

R̄†B̄′P̄ x(t)]′R̄[u(t) + R̄†B̄′P̄ x(t)])dt.

因此,指标函数(4)可以重新表述为
J =

lim
T→∞

w T

0
(x′(t)Q̄x(t) + u′(t)R̄u(t))dt =

x′(0)Px(0)− lim
T→∞

x′(T )P̄ x(T ) +
w ∞

0
([u(t)+

R̄B̄′P̄ x(t)]′R× [u(t) + R̄†B̄′P̄ x(t)])dt. (10)

利用R̄ ⩾ 0,可知最优控制器为

u(t) = −R̄†B̄′P̄ x(t) + (I − R̄†R̄)z(t),

其中 z(t)为具有适当维度的任意向量,这与控制器
(7)一致.结合式(8)可知

lim
t→∞

x(t) = 0.

因此,由式(10)得到最优指标为
J∗ = x′(0)P̄ x(0).

必要性.考虑如下Riccati微分方程:
0 = ˙̄PT (t) + Ā′P̄T (t) + P̄T (t)Ā+

Q̄− P̄T (t)B̄R̄†B̄′P̄T (t), (11)

B̄′P̄T (t) = R̄R̄†B̄′P̄T (t), (12)

其中 P̄T (T ) = 0.由正则LQ问题的可解性[29],即通过
最小化指标函数JT =

w T

0
[x′(t)Q̄x(t)+u′(t)R̄u(t)]dt

来求解关于式 (3)的有限时域最优控制问题,可知式
(11)和(12)有半正定解 P̄T ⩾ 0.此外,最优指标为

J∗
T = x′(0)P̄T (0)x(0). (13)

注意到Q̄ ⩾ 0, R̄ ⩾ 0,可以推导出当T1 < T2时

JT1
⩽ JT2

.

这意味着

P̄T1
(0) ⩽ P̄T2

(0).

另一方面,利用最优镇定控制器的存在性,系统是
可镇定的,进而存在一个镇定控制器使得∥x(t)∥2 +

∥u(t)∥2 ⩽ e−αtx(0)成立.从而,存在一个正数c使得

JT ⩽ c.

结合式 (13),可以得到矩阵 P̄T (t)的一致有界性,因此,
存在 P̄使得 lim

T→∞
P̄T (0) = P̄ .注意到 P̄T (t)的时不变

性,即 P̄T (t) = P̄T−t(0),有

lim
T→∞

P̄T (t) = lim
T→∞

P̄T−t(0) = P̄ .

此外,显然可得 P̄满足方程(5)和(6).
利用式 (10)和 R̄ ⩾ 0, 可知最优控制器满足式

(7).因此,系统(3)变为

ẋ(t) = (Ā− B̄R̄†B̄′P̄ )x(t) + B̄(I − R̄†R̄)z(t).

如果(Ā−B̄R̄†B̄′P̄ , B̄(I−R̄†R̄))不是可稳的,则对于
任意的初始值和任意的 z(t), 相应的状态都会发散,
这与最优镇定控制器的存在性矛盾. 2
注3 已有文献给出了保证式 (5)的解存在的充

分条件.事实上,注意到 R̄ ⩾ 0,存在一个正交矩阵 T̄

使得

T̄ ′R̄T̄ =

[
R̄1 0

0 0

]
, B̄T̄ = [B̄1 B̄2],

则式(5)和(6)可以重新表述为

0 = Ā′P̄ + P̄ Ā+ Q̄− P̄ B̄1R̄
−1
1 B̄′

1P̄ , (14)

B̄′
2P̄ = 0. (15)

方程(14)是一个标准的ARE.引用文献[30]的结果可
知,在 (Ā, B̄1)可镇定的条件下,式 (14)存在半正定解
P̄ ⩾ 0.如果 (Ā, B̄1)可稳且 (Ā, Q̄)可观,则ARE (5)
存在唯一的正定解 P̄ > 0,且该解是镇定的,即矩阵
Ā− B̄1R̄

−1
1 B̄′

1P̄是稳定的.

2.3 单智能体系统的非正则最优控制

与正则情况相比,非正则 LQ问题在实际应用
中也广泛存在[31-32].在本节中,为了确保阅读的完整
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性和方便性,以有限时域最优控制为例进行简要介
绍.考虑系统(3),其中有限时域指标函数为

J(0, T ) =w T

0
[x′(t)Q̄x(t) + u′(t)R̄u(t)]dt+ x′(T )H̄x(T ),

(16)

这里 Q̄ ⩾ 0, R̄ ⩾ 0, H̄ ⩾ 0是具有适当维数的对称

矩阵.
通过引入微分Riccati方程

0 = ˙̄P (t) + Ā′P̄ (t) + P̄ (t)Ā+ Q̄− P̄ (t)B̄R̄†B̄′P̄ (t),

(17)

P̄ (T ) = H̄且R̄†为伪逆[33],当
Range[B̄′P̄ (t)] ⊈ Range(R̄) (18)

时,对于任意初始值的系统 (3),寻找控制器最小化
J(0, T )的问题称为非正则LQ问题.
不失一般性,令 rank(R̄) = m0 < m,则有

rank(I − R̄†R̄) = m − m0 > 0.存在一个初等行变
换矩阵T0,满足

T0(I − R̄†R̄) =

[
0

ΥT0

]
, (19)

其中ΥT0
∈ R[m−m0]×m是行满秩矩阵.定义A0(t) =

Ā − B̄R̄†B̄′P̄ (t), D0 = −B̄R̄†B̄′, [∗ B0] = B̄(I −
R̄†R̄)T0

−1,并且引入Riccati方程
0 =

˙̄P1(t) + P̄1(t)A0(t) +A′
0(t)P̄1(t) + P̄1(t)D0P̄1(t),

(20)

其中 P̄1(T )是要确定的终端值,则非正则LQ问题的
可解性结果如下[34].

引理1 非正则LQ问题可解,当且仅当存在满
足0 = B′

0(T )[P̄ (T ) + P̄1(T )]的矩阵 P̄1(T ),使得性能
指标

J̄(0, T ) = J(0, T ) + x′(T )P̄1(T )x(T ) (21)

正则,并且控制器在最小化式 (21)的同时使得
P̄1(T )x(T ) = 0成立.

3 最优趋同控制

本节考虑多智能体系统(1)的分布式最优趋同问
题.
定义

X(t) = [x′
1(t) · · · x′

n(t)]
′,

U(t) = [u′
1(t) · · · u′

n(t)]
′,

则多智能体系统(1)可以重写为

Ẋ(t) = ĀX(t) + B̄U(t). (22)

其中: Ā = IN ⊗A, B̄ = IN ⊗B.

性能指标
N∑
i=1

Ji可以重写为

J =
w ∞

0
[X ′(t)Q̄X(t) + U ′(t)R̄U(t)]dt. (23)

其中: Q̄ = IN ⊗Q, R̄ = IN ⊗R.
引入相应的Riccati方程

0 = A′P + PA+Q− PBR†B′P, (24)

B′P = RR†B′P, (25)

并且令A = A − BR†B′P,B = B(I − R†R).通
过应用适当的坐标变换,存在一个可逆矩阵T1满足

T−1
1 AT1 = diag{As,Au},且有T−1

1 B = [Bs Bu]
T.其

中:As是稳定的;Au是不稳定的,即Au的所有特征

值不是在单位圆上就是在单位圆外.由文献 [30],可
得如下可解性结果.

引理2 假设 (Au,Bu)可稳,则下列Riccati方程
存在唯一正定解Pu > 0:

0 = A′
uPu + PuAu − PuBuB′

uPu + I.

下面给出分布式最优趋同控制的主要结果.
定理 2 对于多智能体系统 (1),存在最小化

N∑
i=1

Ji的最优趋同解,当且仅当如下条件成立:

1) ARE (24)和(25)存在半正定解P ⩾ 0;
2)系统(A,B)可稳.
在这种情况下,其中一个最优趋同解为

ui(t) = −R†B′Pxi(t) + (I −R†R)zi(t), (26)

zi(t) = K
N∑
j=1

aij [xj(t)− xi(t)]. (27)

其中

K = [0 Ku]T
−1
1 ,

Ku = max
{
1,

1

min
i=2,··· ,N

λi

}
B′
uPu, (28)

且λ2, . . . , λN是拉普拉斯矩阵LG的非零特征值.
证明 充分性.类似于式(10)的推导,可得

J =
N∑
i=1

x′
i(0)Pxi(0)−

N∑
i=1

lim
T→∞

x′
i(T )Pxi(T )+

N∑
i=1

w ∞

0
[ui(t) +R†B′Pxi(t)]

′R×

[ui(t) +R†B′Pxi(t)]dt. (29)

考虑到R ⩾ 0,最优控制器满足

0 = ui(t) +R†B′Pxi(t) + (I −R†R)zi(t),

其中 zi(t)是一个具有相容维度的任意向量,控制器
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(26)由此可得.将式(26)代入(1),可知

ẋi(t) =

Axi(t)−BR†B′Pxi(t) +B(I −R†R)zi(t) =

Axi(t) + Bzi(t). (30)

进而,结合式(27)、(28)和(30),并定义

δ(t) = [δ′2(t) . . . δ′N (t)]′,

其中δi(t) = xi(t)− x1(t),可得如下动态方程:

δ̇(t) =

(IN−1 ⊗A)δ(t)− (L22 + 1N−1α
′)⊗ (BK)δ(t).

其中

L22 =


d2 −a23 · · · −a2N
...

...
. . .

...
−aN2 −aN3 · · · dN

 ,

α = [a12 · · · a1N ]′.

由文献 [8]可知,存在一个可逆矩阵T2使得T−1
2 (L22

+ 1N−1α
′)T2 = diag{λ2, . . . , λN}.令

δ̃(t) = [δ̃′2(t) . . . δ̃′N (t)]′
.
= T−1

2 δ(t),

可得

˙̃
δ(t) = [IN−1 ⊗A− diag{λ2, . . . , λN} ⊗ (BK)]δ(t),

即

˙̃
δi(t) = [A− λiBK]δ̃i(t), i = 2, . . . , N. (31)

进一步定义 δ̄i(t) = T−1
1 δ̃i(t), 由式 (31)可以给出如

下动态方程:

˙̄δi(t) =
([

As 0

0 Au

]
− λi

[
Bs

Bu

]
KT1

)
δ̄i(t).

结合K = [0 Ku]T
−1
1 ,以上方程可以改写为

˙̄δi(t) =

[
As −λiBsKu

0 Au − λiBuKu

]
δ̄i(t).

由于矩阵As和Au − λiBuKu都是稳定的,有

lim
t→∞

δ̄i(t) = 0,

这表明多智能体系统 (1)达到趋同.另外,令 y(t) =

1

N

N∑
i=1

xi(t),可知

ẏ(t) = Ay(t), (32)

其中初值为y(0) =
1

N

N∑
i=1

xi(0).因此,式 (1)的趋同

值为

lim
t→∞

∥xi(t)− eAty(0)∥2 = 0. (33)

定义半正定矩阵V (t) = y′(t)Py(t),结合式 (24),可以

得到

V̇ (t) = y′(t)(A′P + PA)y(t) =

− y′(t)(Q+ PBR†B′P )y(t) ⩽ 0.

因此, lim
t→∞

V (t) = lim
t→∞

y′(t)Py(t)
.
= α,其中α是一

个非负常数.接下来考虑有限时域最优控制问题:对
于系统 ẏ(t) = Ay(t) + Bu(t),寻找控制器最小化指
标函数JT =

w t+T

t
[y′(t)Qy(t)+u′(t)Ru(t)]dt来证明

α = 0.
定义如下存在一个半正定解的Riccati微分方程:

0 = ṖT (t) +A′PT (t) + PT (t)A+

Q− PT (t)BR†B′PT (t),

B′P (t) = RR†B′P (t),

PT (T ) = 0.

最优控制器如下给出:

u∗(t) = −R†B′P (t)x(t),

最优值为J∗
T = y′(t)PT (0)y(t).注意到Q ⩾ 0, R ⩾

0,以及最优解的存在性,可以得到PT (0) ⩾ 0以及

PT (0)的一致有界性,进而推出 lim
T→∞

PT (0) = P ,其中
P是方程(24)和(25)的解.
基于控制器u(t) = −R†B′Py(t),可知w t+T

t
[y′(t)Qy(t) + u′(t)Ru(t)]dt =w t+T

t
[y′(t)Qy(t) + y′(t)P ′BR†B′Py(t)]dt =

V (t)− V (t+ T ).

一方面,结合有限时域的最优控制,可得

V (t)− V (t+ T ) ⩾ y′(t)PT (0)y(t) ⩾ 0.

利用 lim
t→∞

V (t) = α,可知 lim
t→∞

y′(t)PT (0)y(t) = 0,因

此

lim
T→∞

y′(t)PT (0)y(t) = lim
T→∞

y′(t)Py(t) = 0,

即α = 0.进而,可得

∥x′
i(t)Pxi(t)− y′(t)Py(t)∥2 =

∥[xi(t)− y(t)]′P [xi(t)− y(t)]+

2y′(t)P [xi(t)− y(t)]∥2 ⩽

2∥[xi(t)− y(t)]′P [xi(t)− y(t)]∥2+

4∥y′(t)P [xi(t)− y(t)]∥2 ⩽

2∥[xi(t)− y(t)]′P [xi(t)− y(t)]∥2+

4[y′(t)Py(t)]∥P 1
2 [xi(t)− y(t)]∥2.

由式(33)可知

lim
t→∞

x′
i(t)Pxi(t) = lim

t→∞
y′(t)Py(t) = 0.
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结合式(29),最优指标为

J∗ =

N∑
i=1

x′
i(0)Pxi(0). (34)

必要性的证明与定理1的证明相似,此略. 2
注4 1)当R = 0时,分布式最优趋同问题可以

退化为标准趋同问题.定理2可以表述为:系统 (1)的
趋同控制存在,当且仅当系统(A,B)可稳.事实上,当
R = 0时,由式(26)和(27)能够得到

ui(t) = K
N∑
j=1

aij [xj(t)− xi(t)].

其中:K = max
{
1,

1

min
i=2,...,N

λi

}
B′P̂ , P̂ 满足Riccati

方程

0 = A′P̂ + P̂A+ I − P̂BB′P̂ ,

这与文献[8]中的定理2一致.
2)当R可逆时,由于最优控制器的存在唯一性,

并且不存在分布式结构,一般不存在最优趋同控制
器.确保趋同的唯一方法是最优控制器保证所有智
能体的稳定性,此时趋同值是零.

3)当R ⩾ 0时,可以通过xi(t)的反馈形式设计

zi(t)来实现平凡趋同,然而此时趋同值是零.作为比
较,使用相对状态反馈形式 (27)的 zi(t),得到的趋同
值是所有智能体状态的平均值,它与Riccati方程 (24)
和(25)有关,如下一节例2所示,它可能是非零的.

4 数值算例

例1 考虑分布式最优趋同优化问题,其中式 (1)
和(2)中的矩阵为

A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0 0

0 1

]
,

Q =

[
0 0

0 0

]
, R =

[
1 0

0 0

]
.

在这种情况下,式(24)和(25)的解是

P =

[
0 0

0 0

]
.

因此

A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0 0

0 1

]
.

易证 rank(B,AB) = 2,这意味着 (A,B)是可控的,从
而可稳.令拓扑的 Lapalacian矩阵为

2 −1 −1 0

−1 2 −1 0

−1 −1 3 −1

0 0 −1 1

 ,

相应的特征值是0、1、3、4.由定理2可知最优控制器
为

ui(t) = (I −R†R)zi(t) =

(I −R†R)max
{
1,

1

min
i=2,··· ,N

λi

}
B′P×

N∑
j=1

aij [xj(t)− xi(t)],

其中P是Riccati方程

0 = A′P + PA− PBB′P + I

的解.通过求解上述Riccati方程,最优趋同协议是

ui(t) = max
{
1,

1

min
i=2,··· ,N

λi

}[
0 0

0 1

][
1

√
3

√
3 3

]
×

N∑
j=1

aij [xj(t)− xi(t)] =[
0 0√
3 3

]
N∑
j=1

aij [xj(t)− xi(t)]. (35)

从式 (34)可以看出,由于P = 0,最优指标为零.如图
1所示,各状态之间的误差趋于零,这表明多智能体系
统可以实现趋同.

0 1 2 3 4
0

2

4

6
x t x t3 1( ) ( )-

x t x t4 1( ) ( )-

x t x t2 1( ) ( )-

t /s

!
"

图 1 状态误差轨迹

例 2 这里给出一个例子说明当R > 0时,常
规的LQ问题是不可能达到趋同的;而当R被设定

为非负定数时,趋同是可行的.令多智能体的通信拓
扑结构与例1中的相同,式 (1)和 (2)中的系统参数为
A = 0, B = [1 1], Q = 0.

首先,令R =

[
1 0

0 1

]
,可得式 (24)和 (25)的解是

P = 0,相应的控制器 (26)是ui(t) = 0.因此,多智能
体系统为 ẋi(t) = xi(t),初值为xi(0).显然,对于任何
初值都不能达到趋同.

然后,令R =

[
1 0

0 0

]
.式 (24)和 (25)的解仍为

P = 0.此时,A = 0, B = [0 1].易证 rank(B,AB) =
1,这意味着 (A,B)是可控的,从而可稳.由定理2可
知,存在最优趋同解,其中一个解可以从式(26)和(27)
中得到,即
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ui(t) =

[
0 0

0 1

]
zi(t),

zi(t) =

[
0

1

]
N∑
j=1

aij [xj(t)− xi(t)].

此时,闭环系统为 ẋi(t) =

N∑
j=1

aij [xj(t) − xi(t)].众所

周知,上述闭环多智能体系统能够达到趋同.
例2说明,在R ⩾ 0的情况下,正则LQ问题达到

趋同是可行的,而在R > 0的情况下是不可行的.特

别地,趋同值为
1

N

N∑
i=0

xi(0),是非零的.

5 结 论

本文研究了多智能体系统的最优趋同控制.通
过考虑控制加权矩阵半正定的指标函数,设计了一类
新型的分布式最优趋同协议,以确保多智能体系统达
到趋同的同时最小化LQ指标函数.特别地,所设计
的趋同协议由两部分组成:一部分是使指标函数最
小化的个体状态反馈,另一部分是保证趋同的基于邻
居信息的相对状态反馈.
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