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摘 要: 对于多自主体系统,分布式反馈优化研究各个自主体如何利用自身状态及局部梯度信息的实时反馈值以
及自主体之间的实时信息交换使整个多自主体系统的输出趋近于某个总体优化指标的最优值点.在特定情况下,
分布式反馈优化可以简化为分布式优化或集中式反馈优化,基于此介绍分布式反馈优化的研究现状与发展.利用
文献调查法和归纳推理法,首先介绍分布式反馈优化的研究背景与意义以及相关领域发展现状;然后分析分布式
反馈优化的基本难点,从线性系统和非线性系统两方面综述分布式反馈优化的研究现状;最后展望未来发展方向.
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Abstract: For multi-agent systems, the problem of distributed feedback optimization is about forcing the output of
the multi-agent system to converge to the optimizer of certain global cost function by means of a distributed controller
that depends on the local state of each agent, the real-time feedback value of the local gradient information, and the
real-time information exchange with other agents. In some special cases, the distributed feedback optimization problem
can be reduced to a distributed optimization problem or a centralized feedback optimization problem. This paper
reviews the current state of the art of distributed feedback optimization and discusses its outlook. Through literature
survey and inductive reasoning, this paper first introduces the research background and significance of distributed feedback
optimization and the development status of related fields, then analyzes the fundamental difficulties of distributed feedback
optimization, and then summarizes the research status of distributed feedback optimization from the aspects of linear
systems and nonlinear systems. Finally, this paper gives the future development direction.
Keywords: multi-agent systems；feedback optimization；distributed optimization；real-time feedback value；linear
systems；nonlinear systems

0 引 言

对于多自主体系统,分布式反馈优化研究各个
自主体如何利用自身状态及局部梯度信息的实时

反馈值以及自主体之间的实时信息交换使整个多自

主体系统的状态趋近于某个总体优化指标的最优值

点.通常,每个自主体具有一定的动力学,能获得其目
标函数的实时梯度信息,并称每个自主体对应的目标
函数为局部目标函数,所有自主体的总体优化指标为
全局目标函数.一类受到普遍关注的情形为:全局目
标函数是所有自主体局部目标函数的和函数,并且要

求所有自主体的输出均收敛到该全局目标函数的最

优值点.通常,不同自主体局部目标函数的最优值点
不同,而且并不是全局目标函数的最优值点,因此不
能通过每个自主体独立寻找其局部目标函数最优值

点的方式寻找到全局目标函数的最优值点.又因为
每个自主体不能获得全局目标函数的梯度函数,仅能
获得其自身局部目标函数的实时梯度值,所以需要通
过自主体之间实时信息交换的方式协同寻找全局目

标函数的最优值点.需要注意的是,对于局部目标函
数,分布式反馈优化考虑利用其在自主体输出处的实
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时梯度值作为反馈,而无需知道其梯度函数的具体形
式.
分布式反馈优化问题在流程工业、电力系统、交

通系统、多机器人系统等复杂系统的运行优化和控

制中普遍存在[1-3].例如,在图1所示的多四旋翼飞行
器组同时寻源和编队问题中,信号源在其周围产生
一个未知信号场,每架四旋翼飞行器可以利用自身设
备获得其所在位置处的信号场场强梯度值,但无法知
道此信号场的场强函数具体表达式[4-6].控制目标是
四旋翼飞行器形成期望的三角队形,并到达场强之和
最大的3个位置.此问题即是一个分布式反馈优化问
题,其中,每个自主体代表一架四旋翼飞行器,局部目
标函数为信号场场强函数,全局目标函数为所有局部
目标函数之和,并且要求所有自主体在最优值点处满
足代表三角队形的等式约束.类似问题也出现在用
机器人网络监测环境边界[7]和覆盖某个区域[8]等问

题中.相比于“先优化,后控制,优化不受控制效果影
响”的串级结构,分布式反馈优化的相关研究成果能
够在一定程度上提高控制品质,保证闭环系统在平衡
点处的稳定性,并提高系统对干扰和环境变化的鲁棒
性.

!"#

图 1 多四旋翼飞行器组的同时编队与寻源场景

如果各个受控自主体的动力学模型可以抽象为

一阶积分器,则分布式反馈优化通常可简化为分布式
优化问题;如果能够设计统一的优化器和控制器,利
用整个多自主体系统的状态和优化指标梯度信息进

行寻优,则分布式反馈优化还原为集中式反馈优化
问题.分布式优化通常研究每个自主体如何利用其
相应局部目标函数以及邻居自主体信息寻找到全局

目标函数的最小值点,并且每个自主体的动力学为一
阶积分器.对于该问题,受到广泛关注的基于梯度的
解决方法通常正是使用依赖于自主体输出的局部目

标函数实时梯度值,因此是分布式反馈优化的特殊形
式.集中式反馈优化要求每个自主体能够使用所有
自主体的状态以及全局目标函数实时梯度值,可以看

作每个自主体能够与系统中所有自主体进行信息交

换的情形,因此是分布式反馈优化的特殊形式.然而,
许多系统具有比积分器更加复杂的动力学,并且仅能
得到依赖于其自身状态或输出的局部目标函数实时

梯度值,此时多个自主体协同寻优时必须考虑系统动
力学的影响,超出了分布式优化研究的范围.此外,许
多多自主体系统由于空间分布广或通讯资源受限等

原因,以及出于提高系统鲁棒性或保密性的考虑,各
自主体无法获得所有自主体的状态信息以及全局目

标函数信息,此时自主体必须通过合作才能寻找到全
局目标函数的最优值点,这是集中式反馈优化所做不
到的.

1 相关领域发展现状

1.1 分布式优化的研究现状

有关分布式优化的研究可以追溯到 20世纪 80
年代的分布式计算[9],最近的研究趋势是通过协调
局部子优化问题的解寻找大规模全局优化问题的

解[10-14].文献[15]利用多自主体系统求解优化问题

min
s∈Rn

N∑
i=1

ci(s). (1)

其中:每个自主体能够获得局部目标函数ci : Rn →

R,而不能获得全局目标函数 c(s) =

N∑
i=1

ci(s);每

个自主体的动力学模型为一阶差分器,通过与邻居
进行信息交换使其状态收敛到优化问题 (1)的最优
解.在近十多年中,人们已经将分布式优化算法从离
散时间情况[15-23]推广到连续时间情况[24-34],并且将
信息交换拓扑从固定拓扑情况推广到时变拓扑情

况[35-39].而且,最近的研究也从单积分器或双积分器
形式的自主体发展到具有动态不确定性的一阶多自

主体系统[40-41]、具有高阶线性动力学的多自主体系

统[42-48]等.此外,学者们还考虑了系统具有已知非线
性动力学情形[45,49],以及系统具有匹配不确定性的情
形[50-54].在众多优秀成果中,下述两类算法在连续时
间分布式优化算法中极具代表性,是许多分布式优化
算法研究的基础.针对连续时间一阶积分器型多自
主体系统和优化问题 (1),文献 [25]通过推广经典优
化算法中的原始对偶方法[55],提出有向图情形下的
分布式优化算法,即

ṙi = −∇ci(ri)− ρ

N∑
j=1

aij(ri − rj)−
N∑
j=1

aij(qi − qj),

(2)

q̇i =
N∑
j=1

aij(ri − rj). (3)
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其中: ρ为待设计参数, aij ⩾ 0, i ∈ N = {1, 2, . . . ,
N}.之后,文献[26]设计了如下优化算法:

ṙi = −α∇ci(ri)− β

N∑
j=1

aij(ri − rj)− qi, (4)

q̇i = αβ
N∑
j=1

aij(ri − rj),
N∑
i=1

qi(0) = 0, (5)

其中α和β为待设计参数.与式 (2)和 (3)相比,该算法
通过对自主体初始状态施加约束,取消了自主体 i在

整个寻优过程中接收其邻居自主体j状态qj的要求,
需要较少的通讯量.需要注意的是,这两种算法均需
要使用目标函数的梯度函数解析式,并计算出其在辅
助变量处的值作为反馈,当目标函数时变或受到干扰
时难以及时作出响应.

1.2 反馈优化的研究现状

人们对反馈优化的研究可以追溯到 20世纪 80
年代的工业过程控制领域[56],在此基础上,工业界逐
步形成了至今仍广泛使用的实时优化框架[57].需要
注意的是,传统的实时优化仍然将优化层与控制层分
离,当控制层运行一段时间后将系统的实时信息 (系
统模型、目标函数等)发送给优化层进行优化算法
更新,得到控制层需要的新设定值,如此循环往复.最
近十年,关于反馈优化的研究侧重于利用与被控对
象输出有关的信息设计优化与控制紧密融合的控制

律,使系统具有更快的响应速度和更强的鲁棒性.文
献 [58]针对受到未知常值干扰影响的非线性系统,考
虑一类以其输出作为决策变量,干扰作为优化问题参
数的反馈优化问题,所提出解决方案可以解释为针
对恒定参考信号的标准输出调节方法的推广.由于
需要在算法更新的每个时刻求解一个有限维线性互

补问题,该方法在计算速度和精度上要求较高.文献
[59]考虑系统输出映射为状态的线性方程形式,当该
方程含有时变不确定项并且目标函数为时变函数时,
设计了依赖于系统输出的控制律,使系统输出收敛到
最优解附近的某个邻域内,所提出方法可以解释为原
始对偶投影梯度法的在线实现.文献 [60]考虑受到
未知常值干扰影响的线性系统,假设测量到的输出为
状态、控制输入和干扰的非线性函数,引入最优性模
型概念,并基于此模型解决反馈优化问题.文献 [61]
考虑非线性系统的反馈优化问题,并基于时间尺度分
离方法给出了更加简洁的控制律设计方法.文献 [62]
考虑受外部干扰影响的线性系统,将原始对偶梯度
投影算法与时间尺度分离方法相结合,使系统的输出
收敛到时变优化问题的最优解附近邻域内.文献 [61]
的具体介绍及与现有文献的对比见例1.

例1 具有李普希茨连续动力学的非线性系统

的反馈优化.
文献 [61]考虑具有李普希茨连续动力学的非线

性系统

ẋ = f(x, u). (6)

其中:x ∈ Rn为系统状态,u ∈ Rp为控制输入, f :

Rn × Rp → Rn为李普希茨连续函数.假设: 1)存在
可微、李普希茨连续的映射h : Rp →Rn使f(h(u),

u) = 0对于所有的u ∈ Rp都成立; 2)存在τ,K > 0

使得对于任意的初始状态x(0)和任意的常向量 û,当
u(t) ≡ û时,状态x的轨迹满足

|x(t)− h(û)| ⩽ K|x(0)− h(û)|e−τt. (7)

反馈优化的目标是利用∇Φ(x, u)和u使系统的状态

和控制输入渐近收敛到如下优化问题的解:

min
x,u

Φ(x, u); (8)

s.t. x = h(u). (9)

其中Φ : Rn × Rp → R为连续可微的目标函数.
假设可以获得依赖于实时状态x(t)和实时控制输

入u(t)的目标函数梯度值∇Φ(x(t), u(t)),考虑基于
∇Φ(x, u)和u的控制律

u̇ = −ϵ[∇Th(u), Ip]∇Φ(x, u). (10)

如果函数Φ是李普希茨的,并且具有紧的支撑集,则
存在正数ϵ∗,使得当选取ϵ < ϵ∗时,系统的状态x和控

制输入u渐近收敛到集合{
(x, u) :

dΦ(h(u), u)
du = 0, x = h(u)

}
内.特别地,如果Φ是凸函数且h是线性函数,则系统
的状态x和控制输入u将渐近收敛到优化问题 (8)和
(9)的最小值点.
与经典优化算法相比,上述控制器引入一个参数

ϵ,仅需要调整该参数即可实现反馈优化目标.从时间
尺度分离的角度分析,当系统 (6)运行足够快,并且控
制器系统 (10)运行足够慢时,闭环系统可以实现反馈
优化目标.与文献 [59, 63-64]相比,该结果适用于更
一般的系统.与文献 [58]相比,所得到的控制律较为
简洁.

2 分布式反馈优化的基本难点

针对优化问题 (1),若局部目标函数 ci的梯度函

数∇ci已知,则可以直接使用串级控制器设计方法.
即首先利用现有分布式优化算法产生可以收敛到最

优点y∗的参考信号pi,然后为自主体设计可以跟踪pi

的控制律[49-51].此时,可以用标准的串级系统稳定性
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分析方法分析闭环系统的稳定性.
在分布式反馈优化系统设定中,梯度函数∇ci不

可知,唯一可用的梯度信息是实时输出 yi(t)处的梯

度测量值∇ci(yi(t)).这种情况下,用梯度值直接替换
现有分布式优化算法的梯度项会导致优化器和受控

自主体之间相互关联.具体而言,分布式优化器动态
受到受控自主体跟踪误差的影响,而跟踪误差动态又
受到分布式优化器产生的参考信号影响.这使得基
于串级分析方法的现有结果不再适用.事实上,下面
的例 2表明,即使是一阶多自主体系统,串级控制器
设计方法也是无效的.

例2 优化算法与跟踪控制律的串级设计方法

失效.
考虑由两个自主体构成的多自主体系统 (N =

2),第i (i = 1, 2)个自主体的动力学为

ẋi = ui + yiθi, (11)

yi = xi, (12)

其中xi、yi、ui、θi ∈ R分别为状态、输出、控制输入和

不确定参数.局部目标函数为

c1(r) = c2(r) =
1

2
(r − 1)2. (13)

描述信息交换拓朴的有向图为G = (N , E ,A),其中
A = [0, 1; 1, 0].可以验证,此情形满足文献 [24]中所
有假设,且ω = 0.8,ϑ = 1.如果自主体 i (i = 1, 2)可
以获得梯度函数∇ci的解析形式,则可以用文献 [24]
中的分布式优化算法

ṙi = −∇ci(ri)−
∑
j∈N

aij(ri − rj)−
∑
j∈N

aij(qi − qj),

(14)

q̇i =
∑
j∈N

aij(ri − rj) (15)

为自主体i产生参考信号ri,然后设计自适应控制律

ui = −0.5(yi − ri)− yiθ̂i, (16)
˙̂
θi = yi(yi − ri) (17)

来控制自主体的输出跟踪参考信号ri.此时的闭环
系统具有串联结构,可以很容易地得到系统的稳定性
和收敛性[65].
然而,如第1节介绍的一样,在多四旋翼飞行器

组同时寻源与编队等场景中,∇ci的解析形式不可预

先获得,从而无法计算得到∇ci(ri),但每个自主体 i

可以利用自身装置测量得到其所在位置yi处∇ci(yi)

的值.此时,一个简单的做法是将式 (14)中的∇ci(ri)

替换为∇ci(yi).这种处理导致从受控自主体到分布
式优化器具有反馈链路.对于这种情况,针对串级系

统的稳定性分析方法不再有效.例如,当 θ1 = 0.1、

θ2 = 0.2时,图2给出的仿真结果表明,系统的状态
会发生振荡.图2初始状态为r(0) = [1, 2]T, q(0) =

[1,−1]T,x(0) = [0, 1]T, θ̂(0) = [1,−1]T.
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图 2 使用梯度值∇ci(yi)时闭环多自主体系统状态轨迹

特别地,分布式反馈优化面临如下基本难点:
1)如何处理自主体的复杂动力学;
2)如何利用自主体状态和局部目标函数梯度的

实时反馈值寻找最优值点;
3)如何分析由分布式优化器与受控自主体构成

的闭环系统稳定性.
后续介绍分布式反馈优化的研究现状时所提及

的文献在一定程度上突破了这3个基本难点.

3 分布式反馈优化的研究现状

随着分布式优化和反馈优化理论的发展,分布
式反馈优化在最近几年受到关注.文献 [44, 63, 66]
和 [2, 53, 67-70]分别针对线性多自主体系统和非线
性多自主体系统设计了分布式优化律.具体地,文献
[63]考虑一类动力学可转化为优化算法标准形式的
线性多自主体系统,由经典优化理论直接保证实现分
布式反馈优化目标.文献 [71]针对高阶积分器型多
自主体系统,给出基于事件触发机制的分布式反馈优
化解决方案,并考虑了状态受限的情形.文献 [72]针
对受参数化不确定影响的高阶积分器型非线性多自

主体系统,设计了有限时间分布式控制律,近似实现
分布式反馈优化目标 (即所有自主体的输出收敛到
全局目标函数最小值附近的一个邻域内).文献 [44]
利用层级控制思想,为模型已知的最小相位线性多自
主体系统设计了分布式控制律,使每个自主体仅利用
局部目标函数在其输出处的梯度值以及邻居自主体

信息,实现所有自主体的输出收敛到优化问题 (1)的
最优解.文献 [73]同样利用层级控制思想,为高阶线
性多自主体系统和受参数化不确定影响的高阶积分

器型非线性多自主体系统设计了分布式控制律,保证
可以实现分布式反馈优化目标.文献 [66]为具有特
定参考跟踪能力的线性系统—– I型系统设计分布式
控制律,允许系统具有一定程度的不确定性,使分布
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式反馈优化目标得以实现.由文献 [44, 66]可以发现,
层级控制思想有助于解决复杂多自主体系统的分布

式反馈优化问题.文献 [67]针对不确定欧拉-拉格朗
日系统描述的机械系统,设计一类具有内外环结构的
分布式控制律,使具有强非线性和不确定性的该系统
实现了分布式反馈优化目标.文献 [2]针对电网系统
的社会福利最大化问题给出了分布式反馈优化控制

器设计方法.文献 [68]基于小增益定理解决了一类
含有不确定动态的非线性多自主体系统的分布式反

馈优化问题,并为严格反馈型自主体设计了串级非线
性比例积分控制器,使自主体具有期望的参考信号跟
踪能力.文献 [69]基于自适应反步法解决了含有参
数化不确定性的高阶多自主体系统的分布式反馈优

化问题,并给出了该结果的诸多推广性结果.
下面,从线性多自主体系统和非线性多自主体系

统两个方面详细介绍几个典型结果.

3.1 线性系统的分布式反馈优化

如下例3和例4分别给出文献 [44]和文献 [66]的
具体结果以及与现有文献的对比.

例3 最小相位系统的分布式反馈优化.
文献[44]考虑如下形式的线性多自主体系统:

ẋi = Aixi +Biui, (18)

yi = Cixi, i = 1, 2, . . . , N, (19)

其中xi ∈ Rk、yi ∈ Rm和ui ∈ Rm分别为自主体i的

状态、输出和控制输入.假设每个自主体是最小相
位的,并且具有相对度 (r1, r2, . . . , rm).分布式反馈
优化的目标是每个自主体利用局部目标函数ci在其

输出yi处的梯度值∇ci(yi)以及邻居自主体的信息

使所有自主体的输出收敛到优化问题 (1)的解.为实
现此目标,文献 [44]首先设计一个最优信号产生器,
然后通过将信号发生器嵌入反馈回路中得到一个嵌

入式控制律.所设计的控制律由3部分组成: 1)用于
将系统转化为标准形式的预补偿器; 2)求解最优信
号的最优信号发生器; 3)控制自主体跟踪最优信号
发生器产生的信号的参考跟踪控制器.当信息交换
图是无向连通图,并且局部目标函数均是强凸的,∇ci

是李普希茨的时,所设计的控制器可以保证系统实现
分布式反馈优化目标.通过利用李雅普诺夫逆定理
和构造组合李雅普诺夫函数对闭环系统进行稳定性

分析.与现有文献大都考虑具有相对度 (1, 1, . . . , 1)

的一阶系统[24-26]或者具有相对度 (k, k, . . . , k)的高

阶积分器系统[42]相比,此结果适用于更加一般的系
统.

例4 I型系统的分布式反馈优化.

文献 [66]研究了控制系统的分析和综合中广泛
使用的 I型系统[74]构成的多自主体系统的分布式反

馈优化问题.由文献 [74]可知, I型系统的输出能够渐
近收敛到任何给定的恒定参考信号, ri和yi分别代表

系统的参考输入和输出.
在系统设定中,自主体 i只能使用目标函数ci的

实时梯度值∇ci(yi)以及邻居自主体之间的信息交

换.在对目标函数和信息交换拓朴作一定假设后,通
过利用如下优化算法调整自主体的参考信号ri可以

使所有自主体的输出收敛到优化问题(1)的全局最优
解arg min

r∈Rm

∑
i∈N

ci(r):

ṙ= − α∇ci(yi)− β

N∑
j=1

aij(ri − rj)− qi, (20)

q̇i = αβ
N∑
j=1

aij(ri − rj). (21)

其中:α和 β为适当设计的参数,初始状态满足
N∑
i=1

qi(0) = 0.通过构造 I型系统对应状态空间模型

的李雅普诺夫函数以及整个系统的组合李雅普诺夫

函数进行闭环系统稳定性分析.
上述结果表明,只要所有自主体都能被控制成 I

型系统,那么分布式反馈优化问题便可以通过调整参
考输入解决.注意到,在较为温和的条件下,可以通过
积分反馈的方式将一个可镇定的自主体变成 I型系
统.与主要考虑高阶积分器的文献 [42, 45, 71]和考虑
最小相位系统的文献 [44]相比,此处自主体动力学具
有更一般的形式.与文献 [43, 46-48, 73]相比,此结果
不需要假设目标函数与自主体动态之间的依赖关系,
也不需要自主体系统矩阵满足较为复杂的矩阵等式

和矩阵秩关系.

3.2 非线性系统的分布式反馈优化

非线性和不确定性在自然界中广泛存在[65, 75-76].
本节介绍基于无源性、小增益定理和自适应反步法

等3种方法解决非线性多自主体系统分布式反馈优
化问题的典型结果以及与现有文献的对比.
3.2.1 基于无源性的方法

如下例 5和例 6分别给出机械系统和电网系统
的分布式反馈优化问题解决方法.

例5 机械系统的分布式反馈优化.
文献 [67]研究了由N个如下不确定欧拉-拉格朗

日系统描述的机械系统分布式反馈优化问题:

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i = τi. (22)

其中: i ∈ N = {1, 2, . . . , N}, [qT
i , q̇

T
i ]

T ∈ R2m为自
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主体状态, qi为自主体输出,Mi(qi) ∈ Rm×m和

Ci(qi, q̇i) ∈ Rm×m为依赖于状态的未知矩阵, τi ∈
Rm为控制输入.系统设定是:每个自主体仅能利用
局部目标函数ci在其实时位置处的梯度值∇ci(qi)以

及它相对于邻居自主体的位置qi-qj .分布式反馈优
化的目标是:使每个自主体的输出都收敛到优化问
题(1)的最优解,即

lim
t→∞

qi(t) = arg min
r∈Rm

∑
i∈N

ci(r).

为此,文献[67]提出如下分布式控制律:

τi = −(α1 + α2|q̇i|2)(q̇i − qdi ), (23)

qdi = −α3∇ci(qi)− α4

∑
j∈N

aij(qi − qj)− ξi, (24)

ξ̇i = α3α4

∑
j∈N

aij(qi − qj), (25)

其中α1、α2、α3和α4均为正数.如图3所示,所提出的
分布式控制器具有内-外环结构.其中:内环和外环分
别对应 q̇i子系统和qi子系统,虚线箭头代表控制器使
用了实时梯度值∇ci(qi).外环计算 q̇i的期望值qdi ,内
环使 q̇i跟踪此期望值qdi .当系统模型、目标函数和信
息交换拓朴满足一定假设条件时,该控制器可使系统
实现分布式反馈优化目标.通过利用欧拉-拉格朗日
系统的无源性以及构造组合李雅普诺夫函数进行整

个闭环系统的稳定性分析.
!"#

$%&'()#
*(24) (25)

+,-./0
(22)

&'12!"#
(23)

q
d

j

q i

q j

q i

.

τ i

图 3 具有内-外环结构的欧拉-拉格朗日系统的控制器

上面给出的以内-外环结构为特征的分布式控制
器将分布式优化算法与非线性控制方法紧密融合,解
决了文献 [77-78]需要知道目标函数的梯度函数和文
献[79]仅能得到半全局结果的问题.

针对分布式反馈优化的应用,文献 [2, 80-83]和
[5-7, 84]分别在智能电网和多机器人系统领域开展
研究.文献 [80-81, 83]考虑线性电网模型,主要通过
将每个自主体的动力学重构为某类现有优化算法的

形式解决分布式反馈优化问题,一般称为逆向工程,
该方法对于非线性电网模型不再适用.文献 [2, 82]考
虑非线性电网模型中的分布式反馈优化问题,其中文
献[2]利用基于无源的方法进行系统分析和控制器设
计,使每条母线的频率偏差收敛到零,并且实现社会
福利总体最大化;文献 [82]利用时间尺度分离方法进

行控制器设计,解决了最优潮流控制问题.例6详细
介绍了文献[2]的结果.
例6 电网系统的分布式反馈优化.
文献[2]考虑由N条母线组成的电网系统,第i条

母线的动力学为

δ̇i = ωi, (26)

Miω̇i = −
∑
j∈Ni

BijE
′
qiE

′
qj sin δij −Aiωi + Pgi − Pdi,

(27)

T ′
diĖ

′
qi = Efi − (1− (Xdi −X ′

di)Bii)E
′
qi−

(Xdi −X ′
di)

∑
j∈Ni

BijE
′
qj cos δij . (28)

其中: δi ∈ R为电压角,ωi = ωb
i − ωn为频率偏差,

ωb
i ∈ R为频率,ωn ∈ R为标准频率,Pdi ∈ R为市场

需要的电能,Pgi ∈ R为产生的电能,其余符号定义见
文献[2]. Pgi和Pdi是控制输入,记

Pg = [Pg1, Pg2, . . . , PgN ]T,

Pd = [Pd1, Pd2, . . . , PdN ]T.

定义社会福利为

S(Pg, Pd) =

N∑
i=1

Si1(Pdi)−
N∑
i=1

Si2(Pgi),

Si1、Si2 : R → R分别为凹和凸的连续可微函

数.分布式反馈优化的目标是利用依赖于Pgi和Pdi

的∇Si1(Pdi)和∇Si2(Pgi)使系统在实现零频率偏差

的同时实现社会福利的最大化.考虑如下优化问题:

min
Pg,Pd,v

−S(Pg, Pd) =
N∑
i=1

Si2(Pgi)−
N∑
i=1

Si1(Pdi),

(29)

s.t. Dv − Pg + Pd = 0. (30)

矩阵D = [Dij ]N×N的定义为:如果母线 j可以获得

母线 i的信息,则Dij = −1且Dji = 1.记优化问题
(29)和 (30)的解为 (P ∗

g , P
∗
d , v

∗).经分析,分布式反馈
优化目标可转化为使Pg和Pd渐近收敛到P ∗

g 和P ∗
d .

考虑如下控制律:

Ṗgi = −∇Si2(Pgi) + λi − ωi, (31)

Ṗdi
= −∇Si1(Pdi

)− λi + ωi, (32)

v̇i = −
N∑
j=1

Djiλj , (33)

λ̇i =

N∑
j=1

Dijvj − Pgi + Pdi. (34)

当母线动力学满足一定条件,并且信息交换图是连通
图时,该控制律可使电网系统的Pgi和Pdi渐近收敛



第8期 刘腾飞等: 分布式反馈优化研究现状与发展 2307

到P ∗
g 和P ∗

d ,即实现分布式反馈优化目标.通过利用
电网系统的无源性以及构造组合李雅普诺夫函数进

行整个闭环系统的稳定性分析.
上述分布式控制律是原始对偶方法与基于无源

的控制器设计方法相结合的产物.与文献 [63, 80-81]
考虑线性模型描述的电网系统相比,该结果考虑非线
性模型描述的电网系统;与文献 [85]相比,该结果对
信息交换拓扑的要求更弱.
3.2.2 基于小增益定理的方法

文献 [68]针对动力学包含不确定性的非线性多
自主体系统,基于小增益方法研究其分布式反馈优化
问题.具体地讲,考虑由N个自主体组成的多自主体

系统,第i个自主体的动力学为

ẋi = fi(xi, ui), (35)

yi = gi(xi). (36)

其中: i ∈ N ,xi ∈ Rni为状态,ui ∈ Rwi为控制

输入, yi ∈ Rn为输出, fi : Rni × Rmi → Rni和

gi : Rni → Rn分别为系统动力学和输出映射的局

部李普希茨函数.为使每个自主体的输出渐近收敛
到优化问题 (1)的解,提出“下层是自主体,上层是优
化器,中间层是参考信号跟踪控制器”的控制系统结
构.
利用局部目标函数在自主体输出处的实时梯度

值∇ci(yi)和邻居自主体信息,设计如下分布式优化
器计算期望输出:

ṙi = −∇ci(yi)−
∑
j∈N

aij(qi − qj), (37)

q̇i = µ
∑
j∈N

aji(ri − rj). (38)

其中: ri, qi ∈ Rn为优化器状态,µ > 0为待设计参

数,并将 ri作为自主体 i输出 yi的参考信号.记 r =

[rT
1 , r

T
2 , . . . , r

T
n ]

T, q = [qT
1 , q

T
2 , . . . , q

T
n ]

T.为解决yi ≡
ri时 (r, q)系统的平衡点不唯一带来的分析困难,对
其进行降维,证明降维之后系统对参考信号跟踪误差
作为输入是输入到状态稳定的.
只要每个自主体在某个参考信号跟踪控制器控

制下,对参考信号具有微分输入到状态稳定性描述的
跟踪能力,即可将闭环多自主体系统视为多个相互关
联子系统构成的动态网络 (见图4),并用Sontag提出
的输入到状态稳定性描述子系统之间的关联关系,进
而得到基于小增益定理的分布式优化器与参考信号

跟踪控制器联合设计方法,使多自主体系统实现分布
式反馈优化目标.图4中:V0(Z)和Vi(Xi)分别为分布

式优化器和受参考信号跟踪控制器控制的自主体的

输入到状态稳定李雅普诺夫函数, ȳi为ri与最优解的

偏差, ỹi = yi − ri为自主体的参考信号跟踪误差.

V Z0( ) V Xi i( )

y i

_

r i

.

y i

~

..
.

...

图 4 受控多自主体系统的内部关联关系

如图 5所示,针对严格反馈型系统,通过递归设
计方法逐一处理xij子系统,设计了一类串级比例积
分环路控制器,使系统具有任意期望的输入到状态稳
定增益,并将此结果推广到输出反馈情形.图5中:对
于 i = 1, 2, . . . , n,mi是正的常数, ki是适当设计的非
线性函数.
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图 5 串级非线性比例积分环路控制系统

与现有文献 [40]和 [44-45]分别考虑自主体具有
一阶非线性不确定性和高阶线性动力学等情形相比,
文献 [69]考虑具有非线性不确定性的更一般形式动
力学,并给出了系统性解决方案.

3.2.3 基于自适应反步法的方法

文献 [69]将自适应反步法推广到分布式反馈优
化领域,解决具有参数化不确定性的非线性多自主体
系统的分布式反馈优化问题.具体地讲,首先针对一
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阶非线性不确定多自主体系统

ẋi = ui + fT
i (xi)θi, (39)

yi = xi, (40)

设计依赖于局部目标函数实时梯度值∇ci(yi)和自

主体之间交换信息的分布式自适应优化算法如下:

ui = −bi(yi − ri)− fT
i (xi)θ̂i, (41)

ṙi = −δ1∇ci(yi)− δ2
∑
j∈N

aij(ri − rj)−

δ3
∑
j∈N

aij(qi − qj), (42)

q̇i = δ4
∑
j∈N

aij(ri − rj), (43)

˙̂
θi = Γifi(xi)(yi − ri). (44)

其中: bi、δ1、δ2、δ3、δ4为正数,Γi ∈ Rwi×wi为正定

矩阵.借助组合李亚普诺夫函数证明闭环系统的稳
定性,并给出可以保证多自主体系统实现分布式反馈
优化目标δ1、δ2、δ3、δ4、bi、Γi的选取方法.进而考虑
第 i (i = 1, 2, . . . , N )个自主体的动力学为如下参数
化严格反馈形式:

ẋik = gikxi(k+1) + fT
ik(xi1, xi2, . . . , xik)θi,

k = 1, 2, . . . , ni, (45)

xi(ni+1) = ui, (46)

yi = xi1. (47)

其中: [xT
i1, . . . , x

T
ini

]T ∈ Rni×n为状态,ui ∈ Rn为

控制输入, yi ∈ Rn为输出, gik ∈ R为虚拟控制系

数, fik : Rk → Rwi×n为局部李普希茨函数, θi ∈
Rwi为未知参数.不失一般性,假设gik ̸= 0且fik足

够光滑.将新型分布式自适应优化算法作为高阶系
统控制器递归设计的初始步.需要指出的是,在递归
设计过程中,被控自主体与分布式自适应优化算法
(即出现的 ṙi这一项)之间存在非线性关联,为了避免
在接下来的步骤中使用 ṙi(包含∇ci(yi)和邻居自主

体状态rj、qj)的导数,在xi1, . . . , xi(ni−1)子系统的虚

拟控制器中不使用 ṙi,而是引入一个适当设计的非线
性阻尼项 ζik.通过构造组合李雅普诺夫函数对闭环
系统进行稳定性分析.
另外,文献 [69]也指出,如果要保证所设计的分

布式反馈优化控制器对于满足强凸和梯度李普希茨

条件的任意目标函数都有效,则描述信息交换拓扑的
有向图必须含有生成树,并且是权平衡的.
与文献 [50-53]相比,文献 [69]考虑系统含有不

匹配的参数化不确定性情形,并且得到了控制系数
未知、输出反馈和相对测量反馈等情形下的推广性

结果.由于无法设计一个可使非线性不确定受控对
象状态以指数收敛速度收敛到任意期望稳定状态的

自适应控制器,即使多自主体系统退化到N = 1情

形,文献 [61]中基于时间尺度的方法也无法解决文献
[69]研究的问题.

4 未来发展方向

分布式反馈优化已经得到国内外学者的广泛关

注,并在一定程度上突破了分布式反馈优化的3个基
本难点,实现了特定线性和非线性系统的分布式反馈
优化.然而,现有结果均对目标函数、约束条件、自主
体动力学、信息交换拓扑等具有较强要求,无法解决
更加一般的分布式反馈优化问题.因此,分布式反馈
优化未来的发展方向如下:

1)考虑更为一般的目标函数.局部目标函数不
需要满足强凸条件,而仅是严格凸或者凸的,甚至是
非凸的.局部目标函数不需要仅依赖于单个自主体
自身的输出,也可以依赖于邻居输出,甚至所有自主
体的输出,即为耦合局部目标函数.局部目标函数不
需要是时不变的,也可以是切换的或时变的.局部目
标函数的梯度函数不需要满足全局李普希茨条件,而
仅是局部李普希茨的,甚至局部目标函数可以不具有
梯度函数.

2)考虑更为一般的约束.约束条件不需要仅包
含等式约束,也可以包含不等式约束和集合约束,并
且不等式约束的函数映射以及集合约束的约束集合

都可以是非凸的.局部约束不需要仅依赖于单个自
主体的输出,也可以依赖于邻居输出,甚至所有自主
体的输出,即为耦合约束.局部约束不需要是时不变
的,也可以是时变的.另外,不需要仅对自主体的稳态
输出提出约束,也可以对自主体的输出或状态的暂态
性能提出约束.

3)考虑更为一般的动力学.动力学不需要是时
不变的、线性的、严格反馈的或全驱动的,也可以是
时变的、切换的、非线性的、前馈的、完全反馈的、

非完整的和欠驱动的.动力学包含的不确定性不需
要是参数化的、时不变的或者具有已知上界函数的,
也可以是非参数化的、切换的、时变的或者具有未知

上界函数的.另外,动力学不需要是连续的或确定性
的,也可以是离散的、混杂的或者随机的.

4)考虑更为一般的关联拓扑.关联拓扑不需要
是固定的、强连通的或权平衡的,也可以是切换的、
时变的、随机跳变的、联合连通的或非权平衡的.关
联拓扑上的信息交换不需要是连续的、实时的或精

确的,也可以是离散的、混杂的、有时延的、周期性的、
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事件触发的、随机发生的、量化的、饱和的,以及带有
测量误差或随机干扰的.

5)考虑更为一般的多时间尺度实现.多时间尺
度的实现方式不需要优化层、控制层与被控对象层

均为连续时间情形,也可以是离散的优化层、连续
的控制层与连续的被控对象层,或者离散的优化层、
离散的控制层与连续的被控对象层,或者离散的优
化层、连续的控制层与连续的被控对象层等诸多方

式.而且,不同时间尺度上子系统之间关联关系的描
述方式不需要仅仅是线性关联,也可以是非线性关
联,甚至是涉及微分和积分的关联.
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