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具有输入饱和的不确定非线性系统自适应渐近跟踪控制

李元新†, 魏淑仪
(辽宁工业大学理学院，辽宁锦州 121001)

摘 要: 将一类具有输入饱和的严格反馈单输入单输出非线性系统作为研究对象,解决其自适应渐近跟踪控制问
题.与已有结果不同,所考虑的虚拟控制参数可以是未知且增益函数的上界信息也是未知的,这给控制器的设计
带来了挑战.通过结合光滑函数及有界估计方法,设计一种新颖的自适应渐近跟踪控制策略;其次,通过引入
Nassbaum函数解决由输入饱和不确定参数以及未知虚拟控制参数带来的影响;此外,通过利用未知增益的下界信
息巧妙地构造一个特殊的李雅普诺夫函数并结合不等式技巧,可以消除对控制增益函数上界信息的需要,并保证
系统的全局稳定性和跟踪性能;最后,通过实例仿真及对比仿真表明所提出自适应渐近跟踪控制算法的有效性.
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Adaptive asymptotic tracking of uncertain nonlinear systems with input
saturation
LI Yuan-xin†, WEI Shu-yi
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Abstract: The adaptive control problem of a class of strict feedback single-input single-output (SISO) nonlinear systems
with input saturation is investigated in this paper. Different from the existing results, the considered virtual control
coefficients can be unknown and the upper bound information is also unknown. A novel adaptive asymptotic tracking
control scheme is developed by introducing some well-defined smooth functions and the bounded estimation approach. A
Nussbaum function is introduced to compensate for the influence caused by input saturation and unknown virtual control
parameters. By using the lower bound information of the unknown gain and delicately constructing a specific composite
Lyapunov function for the closed-loop system as well as several useful inequalities, the need for upper bound information
is eliminated and the global stability and tracking performance in the presence of input saturation can be guaranteed.
Finally, the effectiveness of the proposed adaptive algorithm is illustrated with a practical simulation example and a
comparative simulation.
Keywords: adaptive backstepping control；uncertain nonlinear system；unknown virtual control coefficients；input
saturation；asymptotic tracking；bounded estimator method

0 引 言

近年来,非线性系统的反步控制问题受到了学者
们的广泛关注,并取得了一定的成果,其中包括鲁棒
控制[1]和自适应控制方法[2-5],通过研究发现,这两种
方法都可以有效解决非线性系统的稳定性以及跟踪

控制问题.文献 [6]针对具有不确定参数和外部干扰
的非线性系统,通过设计Nussbaum函数解决了系统
的鲁棒自适应控制问题.文献 [7]针对具有不确定参

数及不可测状态的非线性系统,通过采用K滤波思

想设计观测器,并利用Nussbaum增益提出自适应输
出反馈控制方法.文献 [8]针对具有未知控制方向及
未知传感器故障的非线性系统提出事件触发自适应

控制方法,消除了传感器故障和未知控制方向带来
的负面影响.文献 [9]针对具有输入量化的非线性系
统,通过结合自适应控制及反步递推控制方法,解决
了系统的稳定性问题.文献 [10-12]针对具有约束的
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非线性系统,基于有界估计方法提出了有效的自适
应控制方法,在系统达到稳定的同时保证约束不被违
反.在上述研究基础上,文献 [13-14]进一步提出了固
定时间自适应控制方法以及有限时间自适应控制方

法.然而,上述文献的控制方法都假设虚拟控制系数
为1,限制了其在实际应用中的应用.
输入饱和问题普遍存在于物理系统中,例如电

网、化学工艺、生物系统、轧钢厂等,这种问题主要
是由物理系统的有限驱动功率引起的,如果处理不
当,则会导致严重的性能下降甚至不稳定.鉴于此,
文献 [15]提出了用于补偿输入饱和的自适应控制方
法.但大多数针对输入饱和的研究是围绕线性系统
展开的[16-20].近年来,由于大部分实际系统可以用非
线性系统表示,学者们又进一步探索了非线性系统
的输入饱和问题[21-24].文献 [25]针对同时具有输入
饱和及外部干扰的不确定严格反馈非线性系统,选
用Nussbaum函数消除了输入饱和带来的不稳定影
响.文献 [26]针对具有输入饱和的随机系统通过使
用辅助系统提出了自适应随机跟踪控制方法.文献
[27]针对具有输入饱和和不可测状态的非线性系统,
通过设计观测器及辅助系统提出了自适应输出反馈

控制策略.文献 [28]针对具有执行器故障和输入饱
和的非线性系统,通过建立执行器模型设计了一种有
限时间自适应容错控制方法,消除了输入饱和和执行
器故障带来的负面影响.
需要指出的是,文献 [25-28]中考虑的均是控制

增益假设为常数1的情况,忽略了系统中非线性控制
参数带来的影响.当控制参数为非线性函数时,如何
在不使用上界信息的同时处理非线性控制参数且保

证稳定性是一个值得深入思考的问题.而且,现有的
针对不确定非线性系统的研究结果只能保证跟踪误

差收敛到一个小邻域,还无法达到渐近稳定.因此,解
决具有输入饱和及未知参数的不确定非线性系统的

全局渐近跟踪问题具有很大的挑战.
本文以具有未知控制参数及输入饱和的未知非

线性系统为研究对象,解决其自适应渐近跟踪控制问
题.与现有结果[27-29]不同的是,本文同时考虑了未知
虚拟控制参数及输入饱和问题,创新点可以概括为以
下两个方面:

1)使用估计法构造一个新颖的李雅普诺夫函
数,消除稳定性分析部分对控制增益函数上界的需
要.不同于普通的李雅普诺夫函数构造方法,本文在
函数设计中应用控制参数的下界信息,这对建立全局
稳定及渐近收敛起着至关重要的作用.

2)结合平滑函数、Nussbaum函数和有界估计方
法,成功消除不确定参数、未知虚拟控制参数和输入
饱和带来的负面影响,且所提出的控制方法能够保证
闭环系统所有信号都有界且跟踪误差渐近收敛到零.

1 系统᧿述和问题䱸述

本文意在解决一类严格反馈不确定非线性系统

的全局渐近跟踪问题,有

ẋi = gi(xi)xi+1 + θTϕi(xi), 1 ⩽ i ⩽ n− 1;

ẋn = gn(x)u(v(t)) + θTϕn(x);

y = x1. (1)

其中:xi = [x1, x2, . . . , xi]
T ∈ Ri(i = 1, 2, . . . , n)和x

= xn ∈ Rn为系统状态; y ∈ R为系统输出; gi(xi) ∈
R为虚拟控制参数,满足gi(xi) = µTψi(xi); θ ∈ Rl

和µ ∈ Rm为未知且有界的时变参数向量;ψi(xi) ∈
Rm和ϕi(xi) ∈ Rl为已知非线性函数; v为将要设计
的控制输入,u(v(t))代表受文献 [29]所述饱和影响
的输入,且

u(v(t)) = sat(v(t)) =

sign(v(t))UN , |v(t)| ⩾ UN ;

v(t), |v(t)| < UN .

(2)

这里UN为u(t)的已知边界.与文献 [29]相似,平滑的
双曲正切函数

p(v) = UN tanh
( v

UN

)
= UN

ev/UN − e−v/UN

ev/UN + e−v/UN
(3)

用来估计式(2)的估计误差,有

|d(v)| = |u(v)− p(v)| ⩽ UN (1− tanh(1)) = d. (4)

引理1 文献 [29]提出的关于双曲正切函数 (3)
的性质如下:

|p(v)| = UN

∣∣∣ tanh
( v

UN

)∣∣∣ ⩽ UN ,

0 <
∂p(v)

∂v
=

4

(ev/UN + e−v/UN )2
⩽ 1,∣∣∣∂p(v)

∂v
v
∣∣∣ = ∣∣∣ 4v

(ev/UN + e−v/UN )2

∣∣∣ ⩽ UN

2
. (5)

通过对式 (3)和 (4)进行变换,初始系统 (1)可以
转换为

ẋi = gi(xi)xi+1 + θTϕi(xi), 1 ⩽ i ⩽ n− 1;

ẋn = gn(x)p(v) + gn(x)d(v) + θTϕn(x); (6)

v̇ = −cv + ω; (7)

y = x1. (8)

其中: c为一个正常数,ω为利用反步递推方法设计的
备用信号.
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本文目标是为系统 (6)∼ (8)设计一个有效的自
适应跟踪控制器,以使闭环系统所有信号在 [0,+∞)

均有界,且跟踪误差y − yr在存在输入饱和的情况下

均渐近收敛到零.为简洁起见,下文用gi替代gi(xi).
为方便后续分析,给出以下假设.
假设1 参考信号yr已知且一阶导数有界并分

段连续.
假设2 为了不失一般性,假设gi(xi)符号为正,

且满足g
i
= inf

x⩾0
|gi(xi)| > 0.

假设3 系统是输入状态稳定的.
注1 假设1在自适应跟踪控制中是常用假设.

假设2代表gi(xi)在xi为任意值时满足不为零的条

件,这也意味着系统 (6)满足可控条件.需要注意的
是g

i
为未知常数.假设3是合理的,因为具有不稳定

输入状态的系统在考虑输入饱和的情况下不能实现

全局稳定,在输入饱和系统的研究中普遍采用该假
设.对于所有不确定非线性系统,在没有控制器设计
的情况下,都很难保证假设3.

注2 虽然文献 [25]针对具有饱和的非线性系
统已经提出了自适应跟踪控制问题,但该方法需要假
设虚拟控制参数为1,且无法保证跟踪误差渐近收敛
到一个紧集.

2 主要结果

本节在虚拟控制系数和输入饱和未知的情况下

设计系统(6)的自适应渐近跟踪控制方案.
坐标转换表示为

z1 = x1 − yr;

zi = xi − αi−1, i = 2, 3, . . . , n;

zn+1 = p(v)− αn. (9)

其中αi(i = 1, 2, . . . , n)为将要设计的连续可微的虚

拟控制器.
为了简化语句,定义

Θi = sup
t⩾0

∥ϑi∥, i = 1, 2, . . . , n+ 1. (10)

其中:ϑi为未知向量, Θ̃i = Θi − Θ̂i为估计误差, Θ̂i为

Θi的估计值.
step 1:由式(1)和(9),可推导出z1的时间导数为

ż1 = g1z2 + g1α1 + θTϕ1 − ẏr. (11)

为了处理未知虚拟控制参数,构造一个新颖的李
雅普诺夫函数

V1 =
1

2g
1

z21 +
1

2γ1
Θ̃2

1, (12)

其中γ1 > 0为一个已知常数.根据系统 (11)的解对

V1求导可得

V̇1 =
1

g
1

z1(g1z2 + g1α1 + θTϕ1 − ẏr)−
1

γ1
Θ̃1

˙̂
Θ1 =

g1
g
1

z1z2 +
g1
g
1

z1α1 + z1ϑ
T
1 Ψ1 −

1

γ1
Θ̃1

˙̂
Θ1, (13)

其中ϑ1 = [θT/g
1
, ẏr/g1]

T,且Ψ1 = [ϕT
1 ,−1]T.

由Θi的定义可知

ziϑ
T
i Ψi ⩽Θi|zi|∥Ψi∥ ⩽ Θiziηi + σiΘi,

i = 1, 2, . . . , n+ 1. (14)

其中 ηi =
ziΨ

T
i Ψi√

z2i Ψ
T
i Ψi + σ2

i

和 σi被选定,因此有

lim
t→∞

w t

t0
σi(s)ds ⩽ σ̄i <∞且 σ̄i为正常数.

由式(14),可以得到

V̇1 ⩽
g1
g
1

z1z2 +
g1
g
1

z1α1 +Θ1z1η1 + σ1Θ1 −
1

γ1
Θ̃1

˙̂
Θ1 =

− k1z
2
1 +

g1
g
1

z1z2 +
g1
g
1

z1α1 + z1ᾱ1 + σ1Θ1+

1

γ1
Θ̃1(γ1z1η1 − ˙̂

Θ1). (15)

设计第1个虚拟控制输入α1和第1个自适应率为

α1 = − z1ᾱ
2
1√

z21ᾱ
2
1 + σ2

1

, (16)

˙̂
Θ1 = τ1 = γ1z1η1 − γ1σ1Θ̂1. (17)

其中: η1 =
z1Ψ

T
1 Ψ1√

z21Ψ
T
1 Ψ1 + σ2

1

, ᾱ1 = k1z1+Θ̂1η1, k1 > 0

为设计参数,σ1为设计的正的积分函数.
由此类推,可得

g1
g
1

z1α1 + z1ᾱ1 = − |g1|
g
1

z21ᾱ
2
1√

z21ᾱ
2
1 + σ2

1

+ z1ᾱ1 ⩽

− z21ᾱ
2
1√

z21ᾱ
2
1 + σ2

1

+ z1ᾱ1 ⩽ σ1.

(18)

将式(16)∼ (18)代入(15),可以得出

V̇1 ⩽ g1
g
1

z1z2 + σ1(1 +Θ1)− k1z
2
1 + σ1Θ̃1Θ̂1. (19)

step i (2 ⩽ i ⩽ n− 1):对式(9)中的zi求导可得

żi = gizi+1 + giαi −
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
(gjxj+1 + θTϕj)+

θTϕi −
∂αi−1

∂yr
ẏr −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂Θ̂j

˙̂
Θj . (20)

构造李雅普诺夫函数为

Vi = Vi−1 +
1

2g
i

z2i +
1

2γi
Θ̃2

i , (21)

其中γi > 0为已知常数.
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根据系统(20)的解对Vi求微分可得

V̇i ⩽ −
i−1∑
j=1

kjz
2
j +

i−1∑
j=1

σj(1 +Θj) +

i−1∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gi
g
i

zizi+1 +
gi
g
i

ziαi + ziϑ
T
i,1Ψi,1 + ziϑ

T
i,2Ψi,2+

ziϑ
T
i,3Ψi,3 + ziϑ

T
i,4Ψi,4 −

1

γi
Θ̃i

˙̂
Θi. (22)

其中

ϑi,1 =
[θT

g
i

,
µT

g
i−1

]T
,

ϑi,2 =
[µT

g
i

,
µT

g
i

, . . . ,
µT

g
i

]T

(i−1)×1
,

ϑi,3 =
[ ẏr
g
i

]T
, ϑi,4 =

[ 1

g
i

,
1

g
i

, . . . ,
1

g
i

]T

(i−1)×1
,

Ψi,1 =
[
ϕT
i −

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
ϕT
j , zi−1ψ

T
i−1

]T
,

Ψi,2 =
[
− ∂αi−1

∂x1
x2ψ

T
1 , . . . ,−

∂αi−1

∂xj−1
xjψ

T
j

]T
,

Ψi,3 =
[
− ∂αi−1

∂yr

]T
,

Ψi,4 =
[
− ∂αi−1

∂Θ̂1

τ1, . . . ,−
∂αi−1

∂Θ̂i−1

τi−1

]T
.

系统(22)可以被改写为

V̇i ⩽ −
i−1∑
j=1

kjz
2
j +

i−1∑
j=1

σj(1 +Θj) +

i−1∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gi
g
i

zizi+1 +
gi
g
i

ziαi + ziϑ
T
i Ψi −

1

γi
Θ̃i

˙̂
Θi. (23)

其中

ϑi = [ϑT
i,1, ϑ

T
i,2, ϑ

T
i,3, ϑ

T
i,4]

T,

Ψi = [ΨT
i,1, Ψ

T
i,2, Ψ

T
i,3, Ψ

T
i,4]

T,

i = 1, 2, . . . , n+ 1. (24)

与式(14)相似,可以直接得出
gi
g
i

ziαi + ziᾱi ⩽ σi, i = 1, 2, . . . , n. (25)

结合式(25),可以得到

V̇i ⩽

−
i∑

j=1

kjz
2
j +

i−1∑
j=1

σj(1 +Θj) +
i−1∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gi
g
i

zizi+1 +
gi
g
i

ziαi + ziᾱi + σiΘi+

1

γi
Θ̃i(γiziηi − ˙̂

Θi). (26)

选择如下虚拟控制器:

αi = − ziᾱ
2
i√

z2i ᾱ
2
i + σ2

i

, (27)

˙̂
Θi = τi = γiziηi − γiσiΘ̂i. (28)

其中: ηi =
ziΨ

T
i Ψi√

z2i Ψ
T
i Ψi + σ2

i

, ᾱi = kizi + Θ̂iηi和ki为

正的设计参数.由此可得

V̇i ⩽

−
i∑

j=1

kjz
2
j +

i∑
j=1

σj(1 +Θj) +

i∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gi
g
i

zizi+1. (29)

stepn:由zn = xn − αn−1, zn的动态方程可写为

żn =

gn(x)zn+1 + gn(x)αn + gn(x)d(v) + θTϕn−
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj
(gjxj+1 + θTϕj)−

∂αn−1

∂yr
ẏr−

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂Θ̂j

˙̂
Θj . (30)

构造李雅普诺夫函数为

Vn = Vn−1 +
1

2g
n

z2n +
1

2γn
Θ̃2

n, (31)

其中γn > 0为已知常数.
根据系统(30)对Vn求微分可得

V̇n ⩽

−
n−1∑
j=1

kjz
2
j +

n−1∑
j=1

σj(1 +Θj) +
n−1∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gn
g
n

znzn+1 +
gn
g
n

znαn + znϑ
T
n,1Ψn,1 + znϑ

T
n,2Ψn,2+

znϑ
T
n,3Ψn,3 + znϑ

T
n,4Ψn,4 −

1

γn
Θ̃n

˙̂
Θn. (32)

其中

ϑn,1 =
[θT

g
n

,
µTd(v)

g
n

,
µT

g
n−1

]T
,

ϑn,2 =
[µT

g
n

,
µT

g
n

, . . . ,
µT

g
n

]T

n−1
,

ϑn,3 =
[ ẏr
g
n

]T
, ϑn,4 =

[ 1

g
n

,
1

g
n

, . . . ,
1

g
n

]T

n−1
,

Ψn,1 =
[
ϕT
n −

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj
ϕT
j , ψ

T
n , zn−1ψ

T
n−1

]T
,

Ψn,2 =
[
− ∂αn−1

∂x1
x2ψ

T
1 , . . . ,−

∂αn−1

∂xn−1
xnψ

T
n−1

]T
,

Ψn,3 =
[
− ∂αn−1

∂yr

]T
,

Ψn,4 =
[
− ∂αn−1

∂Θ̂1

τ1, . . . ,−
∂αn−1

∂Θ̂n−1

τn−1

]T
.

由式(14),系统(32)可以改写为

V̇n ⩽
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−
n∑

j=1

kjz
2
j +

n−1∑
j=1

σj(1 +Θj) +

n−1∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gn
g
n

znzn+1 +
gn
g
n

znαn + znᾱn + σnΘn+

1

γn
Θ̃n(γnznηn − ˙̂

Θn). (33)

设计第n个虚拟控制器

αn = − znᾱ
2
n√

z2nᾱ
2
n + σ2

n

, (34)

˙̂
Θn = τn = γnznηn − γnσnΘ̂n. (35)

其中: ηn =
znΨ

T
n Ψn√

z2nΨ
T
n Ψn + σ2

n

, ᾱn = knzn + Θ̂nηn, kn

为正的设计参数.由此可以直接得出

V̇n ⩽ −
n∑

j=1

kjz
2
j +

n∑
j=1

σj(1 +Θj) +
n∑

j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

gn
g
n

znzn+1. (36)

stepn+1:由zn+1 = p(v)− αn, zn+1的动态方程

可以写为

żn+1 =

ξ(−cv + ω)− ∂αn

∂xn
(gnp(v) + gnd(v) + θTϕn)−

n−1∑
j=1

∂αn

∂xj
(gjxj+1 + θTϕj)−

∂αn

∂yr
ẏr −

n∑
j=1

∂αn

∂Θ̂j

˙̂
Θj ,

(37)

其中

ξ =
∂p(v)

∂v
=

4

(ev/UN + e−v/UN )2
> 0. (38)

构造李雅普诺夫函数

Vn+1 = Vn +
1

2
z2n+1 +

1

2γn+1
Θ̃2

n+1, (39)

其中γn+1 > 0为正常数.
根据系统(37)的解对Vn+1求导,可得

V̇n+1 ⩽

−
n∑

j=1

kjz
2
j +

n∑
j=1

σj(1 +Θj) +

n∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

zn+1ξ(−cv + ω) + zn+1ϑ
T
n+1,1Ψn,1+

zn+1ϑ
T
n+1,2Ψn,2 + zn+1ϑ

T
n+1,3Ψn,3+

zn+1ϑ
T
n+1,4Ψn+1,4 −

1

γn+1
Θ̃n+1

˙̂
Θn+1, (40)

ϑn+1,1 =
[
θT, µTd(v),

µT

g
n

]T
,

ϑn+1,2 = [µT, µT, . . . , µT]Tn ,

ϑn+1,3 = [ẏr]
T, ϑn+1,4 =

[ 1

g
n

,
1

g
n

, . . . ,
1

g
n

]T

n
,

Ψn+1,1 =
[
−

n∑
j=1

∂αn

∂xj
ϕT
j ,
∂αn

∂xn
ψT
n , znψ

T
n

]T
,

Ψn+1,2 =
[
− ∂αn

∂x1
x2ψ

T
1 , . . . ,−

∂αn

∂xn
ψT
n p(v)

]T
,

Ψn+1,3 =
[
− ∂αn

∂yr

]T
,

Ψn+1,4 =
[
− ∂αn

∂Θ̂1

τ1, . . . ,−
∂αn

∂Θ̂n

τn

]T
.

与stepn相似,Vn+1的导数满足

V̇n+1 ⩽

−
n∑

j=1

kjz
2
j +

n∑
j=1

σj(1 +Θj) +
n∑

j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

zn+1ξ(−cv + ω) + zn+1Θn+1ηn+1 + σn+1Θn+1−
1

γn+1
Θ̃n+1

˙̂
Θn+1. (41)

由于ξ是变化的,这给控制器设计带来了很多困
难.为了解决该问题,必须设计一个Nussbaum增益
调和法则以减轻 ξ带来的影响.首先,定义中间变量
ᾱn+1为

ᾱn+1 = −cξv + kn+1zn+1 + Θ̂n+1ηn+1, (42)

其中kn+1为正的设计参数.由此可得

V̇n+1 ⩽

−
n+1∑
j=1

kjz
2
j +

n∑
j=1

σj(1 +Θj) +

n∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j+

zn+1ξω + zn+1ᾱn+1 + σn+1Θn+1+

1

γn+1
Θ̃n+1(γn+1zn+1ηn+1 − ˙̂

Θn+1). (43)

为了避免出现高增益问题,选用Nussbaum函数

N(ζ) =

...
...

(−1)q+1a sin[bq(ζ + ζq−1)], (−ζq,−ζq−1];

...
...

−a sin
[
b2
(
ζ+π+

π

b

)]
,
(
− π−π

b
− π

b2
,−π−π

b

]
;

a sin[b(ζ + π)],
(
− π− π

b
,−π

]
;

a sin ζ, (−π,π);

a sin[b(ζ − π)],
[
π,π+

π

b

)
;

−a sin
[
b2
(
ζ − π− π

b

)]
,
[
π+

π

b
,π+

π

b
+

π

b2

)
;

...
...

(−1)q+1a sin[bq(ζ − ζq−1)], [ζq−1, ζq).

(44)

其中: a、b为正常数且0 < b < 1; q为正整数; ζq−1 =
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q−1∑
j=0

(π/bj), ζq =

q∑
j=0

(π/bi).同时满足以下性质:

lim
k→∞

sup
k

1

k

w k

0
N(s)ds = +∞,

lim
k→∞

inf 1
k

w k

0
N(s)ds = −∞.

因此,控制输入和自适应率设计为

ω = N(χ)ᾱn+1, χ̇ = zn+1ᾱn+1,

˙̂
Θn+1 = τn+1 = γn+1zn+1ηn+1 − γn+1σn+1Θ̂n+1.

(45)

其中: ᾱn+1 已经在式 (42) 中被定义, ηn+1 =
zn+1Ψ

T
n+1Ψn+1√

z2n+1Ψ
T
n+1Ψn+1 + σ2

n+1

.由此可得

V̇n+1 ⩽ −
n+1∑
j=1

kjz
2
j +

n+1∑
j=1

σj(1 +Θj)+

n+1∑
j=1

σjΘ̃jΘ̂j + (ξN(χ) + 1)χ̇. (46)

通过应用与前一节相同的方法,可得

V̇n+1 ⩽ −
n+1∑
j=1

kjz
2
j + (ξN(χ) + 1)χ̇+

n+1∑
j=1

σjνj .

(47)

其中: νj = 1 +Θj +Θ2
j/4, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

3 稳定性分析

基于以上控制器设计过程,可以证明关于闭环系
统收敛的主要结果.
定理 1 针对不确定非线性系统 (6),在假设 1

∼假设3下,如果将自适应控制器设计为式 (44),且参
数自适应率设计为式 (28)和 (44),则闭环系统的所有
信号均有界,且输出y均能渐近跟踪上给定的有界参

考信号yr.
证明 将闭环系统改写为 η̇(t) = h(η(t), u), η(t)

= [x(t)T, χ(t),
¯̂
Θn(t)

T]T,
¯̂
Θn(t)= [

¯̂
Θ1(t), . . . ,

¯̂
Θn(t)]

T.
观察到闭环系统的右边部分在 η(t)是局部利普席

茨.因此,对于所有Tf > 0,闭环系统在右侧最大的时
间间隔 [0, Tf )都有独一无二的解η(t).
对式(46)两边积分,可得

Vn+1(t) ⩽

−
n+1∑
j=1

kj
w t

0
z2j (s)ds+

n+1∑
j=1

νj
w t

0
σj(s)ds+

Vn+1(t0) +
w χ(t)

χ(0)
(ξN(s) + 1)ds ⩽

−
n+1∑
j=1

kj
w t

0
z2j (s)ds+ L(t) + ζ0. (48)

其中

L(t) =
w χ(t)

χ(0)
(ξN(s) + 1)ds, (49)

ζ0 = Vn+1(0) +
n+1∑
j=1

νj σ̄j . (50)

由式 (47),为了证明闭环系统的稳定性,首先证
明χ(t)在 [0, Tf )的有界性.

命题 1 当Tf ⩽ +∞时,χ(t)在 [0, Tf )是有界

的.
命题 1证明过程如下.使用反证法,假设χ(t)是

无界的,则只需要考虑两种情况:
1)χ(t)在 [0, Tf )无界.由于χ(t)是连续的,存在

一个单调递增时间序列 ti(i = 1, 2, . . .),因此χ(ti) =

(2i0 + i − 0.5)π,其中 i0是满足 i0 ⩾ (χ(0)/2π)、

lim
i→+∞

ti = tf的最小整数.由 {ti}提取两个子序列

{t2l}和{t2l+1}, l = 1, 2, . . . .注意到0 < ξ ⩽ 1且

N(s) = es2 cos(s) ⩾ 0,当s ∈ [κ(t2l), κ(t2l+1)]时,有w χ(t2l)

χ(0)
ξN(s)ds ⩽

[χ(t2l−1)− χ(0)]|ξ| sup
s∈[χ(0),χ(t2l−1)]

|N(s)| ⩽

[(2i0 + 2l − 0.5)π− χ(0)]e(2i0+2l−0.5)2π2

, (51)w χ(t2l+1)

χ(t2l)
ξN(s)ds ⩽

w (2i0+2l+0.5−ϵ)π

(2i0+2l−0.5+ϵ)π
ξminN(s)ds ⩽

(1−2ϵ)πξmin sup
s∈[(2i0+2l−0.5+ϵ)π,(2i0+2l+0.5−ϵ)π]

N(s)⩽

− (1− 2ϵ)πξmin sin(ϵπ)e(2i0+2l−0.5+ϵ)2π2

, (52)

其中ϵ ∈ (0, 0.5)为常数且1− 2ϵ > 0.
结合式(47)可以得到

L(t2l+1) ⩽ − (1− 2ϵ)πξmin sin(ϵπ)e(2i0+2l−0.5)2π2

×

[e[2ϵ(2i0+2l−0.5)+ϵ2]π2

− ϱ1 − ϱ2]. (53)

其中

ϱ1 =
(2i0 + 2l − 0.5)π− χ(0)

(1− 2ϵ)πξmin sin(ϵπ)
在 l中是线性的,且ϱ2 = [(2i0+2l+0.5)π−χ(0)/((1−
2ϵ)πξmin sin(ϵπ))]e−(2i0+2l−0.5)2π2

随着 l → +∞指数
收敛到零.当 e[2ϵ(2i0+2l−0.5)+ϵ2]π2

比 ϱ1增长更快时,
由式 (52)可得L(t2l+1) → −∞ as l → +∞,因为
Vn+1(t) ⩾ 0,所以与式 (47)矛盾,因此有χ(t)必须在

[0, Tf )内.
2)χ(t)在 [0, tf )没有下界.由于χ(t)的连续性,一

定存在一个单调递增的数列{ti}(i = 1, 2, . . .),因此
χ(ti) = (2i0−i+0.5)π,其中i0是满足i0 ⩽ (χ(0)/2π)

的最大常数,且 lim
i→+∞

ti = tf .与情况1)分析类似并

稍作修改,可以得到在 l → +∞时L(t2l+1)收敛到
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−∞,这与式(47)相矛盾.
综上所述,可以得到χ(t)在 [0, tf )是有界的.命

题1成立.
下面证明闭环系统所有信号在 [0,+∞)均有界.
命题2 由式(6)、(9)、(27)、(28)、(34)、(35)和(44)

形成的闭环系统所有状态在 [0, tf )均是有界的.
命题 2证明过程如下.由于χ(t)的有界性,可以

由式 (47)和 (48)得到 Vn+1(t)和L(t)在 [0, Tf )有界,
因此zj和 Θ̃j(j = 1, 2, . . . , n + 1)在 [0, Tf )也是一致

有界的.同时,由于Θj的有界性以及 Θ̃j = Θj − Θ̂j ,
可以推理得到 Θ̂j(j = 1, 2, . . . , n + 1)在 [0, Tf )是有

界的.此外,考虑z1 = x1 − yr以及yr的有界性,可以
得到x1也是有界的.注意到虚拟控制信号α1是关于

有界信号x1、yr、ẏr、Θ̂1的一个函数,这也直接证明
了α1在 [0, Tf )一致有界,根据z2 = x2 − α可以得到

x2的界.通过递推方法,xi(i = 2, 3, . . . , n)在 [0, Tf )

是有界的.由ξ =
∂p(v)

∂v
=

4

(ev/UN + e−v/UN )2
可知

0 < ξ < 1,因此 ξ也是有界的.由引理 1、式 (39)、
zi的界、Θ̂n+1和ηn+1,可知 ᾱn+1也是有界的.进一步
证明了ω也是有界的,因为χ是有界的.因此,闭环系
统的所有信号在 [0, Tf )均是有界的.其次证明Tf =

+∞.基于上述闭环系统状态的有界性,通过反证法
假设Tf < +∞,可知 lim

t→Tf

∥η(t)∥ = +∞,这明显与闭

环系统在右侧最大区间 [0, Tf )有界这一事实矛盾,由
于常微分方程解轨迹的连续性在t = Tf也有界,可证
Tf = +∞.
下面证明定理1的剩余部分,即 lim

t→∞
z1 = 0.

命题3 跟踪误差z1渐近收敛到零,即 lim
t→∞

z1 =

0.
由命题 2,存在正常数 L̄ < +∞,因此 |L(t)| ⩽

L̄.结合式(47),可得
n+1∑
j=1

kj
w t

t0
z2j (s)ds ⩽ L̄+ ζ0 < +∞. (54)

由于Tf = +∞,可得

lim
t→+∞

n+1∑
j=1

kj
w t

t0
z2j (s)ds ⩽ L̄+ ζ0 < +∞. (55)

由闭环系统所有信号均有界可知 żj是有界的,
因此zj(t)在时间t也是一直连续的.通过运用芭芭拉
引理可得

lim
t→∞

zj = 0, j = 1, 2, . . . , n. (56)

即输出y达到渐近跟踪. 2
注3 通过在式 (39)构造一个新颖的李雅普诺

夫函数,解决了不确定控制参数常常导致的奇异问

题.此外,本文考虑了控制参数为未知非线性函数的
情况,不再需要对控制参数进行假设.
注4 对比文献 [25]的自适应控制器,本文创新

点在于构造转换 (如式 (34)和 (45))作为虚拟控制器
和实际控制信号,而不是应用信号 ᾱn,其中 ᾱn是根据

传统反步递推设计的.上述所提出控制方案能够在
保持闭环系统(1)有界的同时实现系统的全局渐近跟
踪.

4 仿真结果

运用仿真结果证明所提出自适应控制方法的有

效性.考虑下述二阶非线性系统:

ẋ1 = −x21 + (1 + 0.1 cos(x1))x2,

ẋ2 = x2 sin(x1) + (2 + 0.1 cos(x1x2))u. (57)

其中: g1 = 1 + 0.1 cos(x1), g2 = 2 + 0.1 cos(x1x2),
f1 = −x21, f2 = x2 sin(x1).

t / s
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0

5
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v
v

(
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u v( )
v
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-5

0

图 1 实际控制输入v和饱和控制输入u(v)

仿真中控制参数设为: k1 = 10, k2 = 20, k3 =

20, γ1 = 0.2, γ2 = 0.2, γ3 = 0.1, σ1 = 60e−0.9t, σ2 =

15e−0.05t, σ3 = 10e−5t, σ = 2e−0.2t, c = 2.输入饱
和极限设为UN = 5.参考信号设为yr = 0.25 sin(t),
初始条件设为x(0) = [1,−1]T, v(0) = 0, χ(0) =

0, θ̂1(0) = 1, θ̂2(0) = 1.
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图 2 跟踪结果y和yr

图 1展示了实际控制输入 v和饱和控制输入

u(v).图 2给出了 y和 yr的轨迹,可以看出输出状态
y可以很好地跟踪上参考信号 yr.通过观察图 3可
知x1、x2的状态轨迹,进而可知系统状态均是有界
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的.如图4所示,自适应律可以保证参数收敛到一些
特定常数.跟踪结果如图5所示.
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图 3 状态轨迹x1和x2
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图 5 跟踪结果y和yd

通过进行对比仿真实验,将文献 [7]所提出控制
方法代入系统中发现无法保证具有输入饱和的非线

性系统达到稳定,进一步表明了所提出控制策略的有
效性.

5 结 论

本文针对具有不确定虚拟控制参数及输入饱和

的参数非线性系统的全局跟踪问题提出了一种自适

应反步控制策略.通过应用边界估计的思想和光滑
函数,设计了一种自适应状态反馈补偿器,能够用于
具有输入饱和的重要非线性系统.特别地,通过引入
控制增益的下界,提出一种新的李雅普诺夫函数,证
明了闭环系统的稳定性.与已有结果相比,所考虑的
虚拟控制系数可以是未知的非线性函数.最后通过
仿真实例验证了所提出方法的有效性.
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