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基于预设时间收敛的分布式优化算法

杨 涛†, 常怡然, 张坤朋, 徐 磊
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摘 要: 考虑一类分布式优化问题,其目标是通过局部信息交互,使得局部成本函数之和构成的全局成本函数最
小.针对该类问题,通过引入时基发生器 (TBG),提出两种基于预设时间收敛的分布式比例积分 (PI)优化算法.与
现有的基于有限/固定时间收敛的分布式优化算法相比,所提出算法的收敛时间不依赖于系统的初值和参数,且可
以任意预先设计.此外,在全局成本函数关于最优值点有限强凸,局部成本函数为可微的凸函数,且具有局部
Lipschitz梯度的条件下,通过Lyapunov理论证明了所提算法都能实现预设时间收敛.最后,通过数值仿真验证了
所提出算法的有效性.
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Distributed optimization algorithms based on predefined-time
convergence
YANG Tao†, CHANG Yi-ran, ZHANG Kun-peng, XU Lei

(The State Key Laboratory of Synthetical Automation for Process Industries，Northeastern University，Shenyang 110819，
China)

Abstract: This paper studies a class of distributed optimization problems, which aims to minimize the global cost
function consisting of the sum of local cost functions through local information exchanges. For this class of problems,
by introducing a time-based generator (TBG)，the paper proposes two distributed proportional-integral (PI) optimization
algorithms based on predefined-time convergence. Compared to existing distributed optimization algorithms based on
finite/fixed time convergence, the convergence time of the proposed algorithms does not depend on initial values and
parameters of the system and it can be arbitrarily predefined. Furthermore, the proposed algorithms can converge within
a predefined time based on the Lyapunov theory under the conditions that the global cost function is restricted strongly
convex with respect to the global optimal point along with local cost functions being convex, differentiable, and having
local Lipschitz gradient. Finally, the effectiveness of these two algorithms is verified by numerical simulation.
Keywords: distributed optimization；predefined-time convergence；proportional-integral algorithm；restricted strongly
convex；time-based generator

0 引 言

计算机技术、大数据和无线通讯网络的兴起,推
动了多智能体系统和分布式优化的快速发展.多智
能体系统是由多个智能体通过网络关联形成,其中
每个智能体具备一定的感知、通信、计算和执行能

力.分布式优化算法的目标是通过多智能体系统邻
居智能体间的局部信息交互,使得所有智能体的局部
成本函数之和所构成的全局成本函数达到最小.该
类算法的研究最早可追溯到文献 [1-2].与集中式优

化算法相比,分布式优化算法由于在降低通讯负载、
保护数据隐私和提高系统鲁棒性等方面具有显著优

势,被广泛应用于电力系统[3]、机器学习[4]和传感器

网络[5]等领域[6-10].
早期学者提出分布式 (次)梯度下降 (distributed

(sub)gradient descent, DGD)算法[11],该算法由一致性
项和梯度下降项组成.由于该算法采用了衰减步长,
导致收敛速度较慢,为了加快算法的收敛速度,学者
们对DGD算法进行了改进.文献 [12]采用固定步长
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梯度下降,虽然加快了收敛速度,却牺牲了收敛精度,
只能收敛到全局最优值点的邻域内.为此,学者们
通过增加校正项[13]或采用动态梯度跟踪方法[14-15]

校正了固定步长导致的收敛误差.另外,文献 [16-
19]通过增加积分项校正了梯度下降时固定步长引
起的误差,使其快速收敛到全局成本函数的最优值
点,其本质都是利用分布式比例-积分 (proportional-
integral, PI)控制策略.具体地,文献 [16]提出了分布
式PI优化算法,该算法的设计运用了反馈控制的思
想;文献 [17]在文献 [16]的基础上,提出了分布式PI
优化算法的离散化形式,并推广到时变连通图上;文
献 [18]用分布式 PI优化算法解决了带有等式和不等
式约束的分布式优化问题;文献 [19]提出了两种基于
事件触发的分布式PI优化算法,减少了通讯负担.
上述文献提出的算法都是渐近或指数收敛的,因

此收敛时间无法精确确定.然而,在很多实际问题中,
例如移动机器人的协同调度[20]、分布式智能电网的

经济调度[21]等问题,往往需要算法在一定时间内快
速收敛.针对该问题,目前研究的分布式优化算法主
要是基于有限/固定时间理论.例如,文献 [22]提出了
一种基于有限时间收敛的分布式算法求解带等式约

束的分布式优化问题.文献 [23]提出了一种有限时
间收敛的分布式PI优化算法.文献 [24]基于固定时
间理论,从滑膜控制的角度提出了一种分布式优化算
法.然而,基于有限时间理论的算法收敛时间与系统
的初值有关[25],基于固定时间理论的算法收敛时间
虽然与系统初值无关,但它依赖于系统的某些参数,
所以该方法只能给出收敛时间的上界,不能轻易设
计系统的收敛时间[26].最近,文献 [26]提出了一种基
于预设时间收敛的分布式优化算法,该算法通过引入
时基发生器 (time-based generator, TBG),使得算法的
收敛时间与系统的初值和参数无关,且可任意预先设
计.虽然基于预设时间理论的算法在预设时间内只
收敛到全局成本函数的最优值点的邻域内,但因其收
敛时间可任意预设,已经引起了学者们的注意,逐渐
被拓展到非线性系统[27]、异构多智能体[28]和多目标

优化[29-30]等领域.
上述基于预设时间理论[26-30]的分布式优化算

法都是基于局部成本函数强凸假设条件的.然而实
际上,该假设往往难以满足.比如,在高维统计分析
中,存在一些只关于最优值点强凸的损失函数[31].为
描述这些损失函数,文献 [31]提出了有限强凸的概
念.近年来,学者们在全局成本函数有限强凸条件下,
分别证明了一阶优化算法[19]、二阶优化算法[32]和稀

疏优化算法[33]的指数收敛性.这需要考虑在全局成
本函数有限强凸的条件下,预设时间收敛的分布式PI
优化算法的设计.
本文的主要工作如下:首先,通过引入TBG技

术,提出两种预设时间收敛的分布式PI优化算法.其
次,利用Lyapunov理论证明在全局成本函数为有限
强凸、 局部成本函数为可微凸函数,且具有局部
Lipschitz梯度的条件下,所提出两种算法实现了预设
时间收敛,即在任意预设时间内先收敛到全局成本函
数全局最优值点的邻域内,然后精确收敛到全局最优
值点.与文献 [16-17,26,29]在局部成本函数强凸假设
下的研究相比,本文只要求全局成本函数有限强凸,
假设更加放松,适用性更强.与文献 [21-25,34-35]采
用的有限时间和固定时间收敛算法相比,本文算法
的收敛时间可以提前任意设计,不依赖于系统的初值
和参数.与文献 [36]提出的预设时间收敛的DGD算
法相比,本文算法利用历史信息校正了固定步长的误
差,收敛精度更高.

1 基础概念

本节介绍一些符号的定义,以及有关图论、矩阵
论和预设时间收敛的相关知识.

1.1 符号说明

定义R为实数集合,R+为正实数集合,Rn为n

维实向量空间.给定矩阵A,则AT表示其转置矩阵,
定义符号∥·∥为矩阵的诱导2范数或向量的欧几里德
范数,λ2(·)表示对称矩阵的最小正特征值,A ⊗ B表

示矩阵A和B的Kronecker积,∇f(x)表示可微函数

f(x)的梯度, 1n(0n)表示全为1(0)的n维列向量, In
表示n × n的单位阵.给定两个矩阵M, N,若M ⩾
N ,则表示M − N是半正定的. diag(s1, . . . , sn)表示
由一串实数 s1, . . . , sn构成的对角矩阵.定义向量
组x1, . . . , xN ∈ Rn,则 col(x1, . . . , xN ) = [xT

1 , . . . ,

xT
N ]T.

1.2 图 论

本节将介绍图论的一些相关知识[37].考虑一个
包含N个智能体 (节点)的无向图,G = (V, E ,A),其
中: V = {1, 2, . . . , N}为图的节点集合, E ⊆ V ×V为
图G的通讯链路集合,A为加权邻接矩阵,A = AT =

[aij ].当且仅当节点 i和节点j可以相互通讯时, aij >

0且(i, j) ∈ E ,其中i ̸= j.令Ni = {j ∈ V | (i, j) ∈ E ,
aij > 0}为节点 i的邻居节点集合, degi =

∑
j∈Ni

aij

为节点i的度,则图G的度矩阵定义为D = diag(degi,
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. . . , degn). Laplacian矩阵定义为L = D −A.

1.3 预设时间收敛

为实现预设时间收敛,现考虑一个连续可微函数
ξ(t)[38]满足如下条件:ξ(t) = 0, t = 0;

ξ(t) = 1, t ⩾ tf ;
(1a)

ξ̇(t) = 0, t = 0 or t ⩾ tf ;

ξ̇(t) > 0, ∀t ∈ (0, tf ).
(1b)

其中: tf表示预设时间,是一个可以任意小的正数.函
数 ξ(t)被称为TBG,以下系统应用TBG实现预设时
间收敛.

引理1 考虑如下系统[26]:

χ̇(t) = −ϑk(t)χ(t), χ(0) = χ0. (2)

其中:常数ϑ > 0,χ(t)为该系统在t时刻的状态.令时
变增益k(t)满足如下条件:

k(t) =
ξ̇(t)

1− ξ(t) + σ
⩾ 0. (3)

其中:σ是满足 0 < σ ≪ 1的常数, ξ(t)如式 (1)所
示.对式(2)关于时间(0, tf )进行积分

[26],可得

χ(t) =
(
1− ξ(t)

1 + σ

)ϑ

χ0. (4)

根据式 (1)可得,选择合适的参数 σ 和 ϑ,对于
∀ tf ∈ R+,都可保证χ(tf )收敛到一个常数(σ/(1 +

σ))ϑχ0 ≪ 1.由此可知,系统的收敛时间 tf可以提前

任意设计,不依赖于系统的初值和参数.
下面根据文献 [29]给出连续系统在 tf时间内预

设时间收敛的定义.
定义1 针对式 (2)所示的系统,对于任意的初始

状态x(0),如果系统满足下列条件:

lim
t→tf

∥χ(t)∥ ⩽ c, (5a)

∥χ(t)∥ ⩽ c, ∀t > tf , (5b)

lim
t→∞

∥χ(t)∥ = 0, (5c)

则称该系统实现预设时间收敛.其中 c是满足0 <

c ≪ 1的常数.

2 问题描述

考虑由N个智能体组成的多智能体系统,各智
能体之间通过潜在的无向图G = (V, E ,A)构成的网

络进行通讯.其中每个智能体都有一个局部凸函数
fi(x) : Rn → R, i ∈ V .本文所研究问题的目标是,
通过智能体和邻居节点的局部信息协同交互,使所有
局部成本函数fi(x)之和构成的全局成本函数 f̃(x)

最小,即

min
x∈Rn

f̃(x) =

N∑
i=1

fi(x). (6)

令 x∗ = arg min
x∈Rn

f̃(x),即 x∗为全局成本函数

f̃(x)的全局最优值点.
下面给出一些必要的假设.
假设1 无向图G是连通的.
假设2 对于每个 i ∈ V ,局部成本函数fi(x)在

紧集D ⊆ Rn中,具有局部Lipschitz梯度,即存在常
数Lfi(D) > 0,对∀x, y ∈ D满足

∥∇fi(x)−∇fi(y)∥ ⩽ Lfi(D)∥x− y∥, (7)

其中Lfi(D)称为fi(x)在紧集D的Lipschitz常数.
假设3 局部成本函数fi(x)(i ∈ V)是连续可微

凸函数,且全局成本函数 f̃(x)的最优值是有界的.
假设4 全局成本函数 f̃(x)关于全局最优值点

x∗是m−
f 有限强凸的,即存在常数mf > 0,对于任意

的x ∈ Rn下式成立[13,32]:
N∑
i=1

(∇fi(x)−∇fi(x
∗))T(x− x∗) ⩾ mf∥x− x∗∥2.

注1 假设1保证每个智能体的局部信息都能通
过信息交互分散至整个网络.假设2是对局部成本
函数光滑性的假设,被广泛应用于分布式优化算法
中.在假设3的条件下, f̃(x)的全局最优值点x∗存在,
但可能不唯一.假设4中的“有限”是指 f̃(x)只关于

全局最优值点x∗强凸,而不需要在其他点强凸.假设
4中有限强凸的条件保证了全局最优值点x∗的唯一

性.同时,区别于文献 [16-17,26,29]要求局部成本函
数强凸,本文只要求全局成本函数有限强凸,放松了
假设条件,因此适用性更广.

根据上述假设和文献[32,39],得到以下引理.
引理2 在无向连通图G中, Laplacian矩阵是半

正定的,如果令

KN = IN − 1

N
1N1T

N , (8)

则

KNL = LKN = L, KT
NKN = KN ,

0 ⩽ λ2(L)KN ⩽ L.

引理 3 在无向连通图 G中,存在正交矩阵
[r R] ∈ RN×N ,其中r =

1√
N

1N且R ∈ RN×(N−1),

令P = R(Λ1)
−1RT,若

L = [r R]

[
0

Λ1

][
rT

RT

]
, (9)
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则可得PL = LP = KN ,P ⩽ KN

λ2(L)
.其中,Λ1 =

diag(λ2(L), . . . , λn(L)), 0 < λ2(L) ⩽ · · · ⩽ λn(L)为

Laplacian矩阵L的特征值.
引理4 若假设1∼假设4成立,对于问题 (6),在

紧集D ⊆ Rn中,对于任意r ⩾ 0,则有

(∇f̃(x)−∇f̃(x∗))T(x− x∗) + rxT(L⊗ In)x ⩾

m(r)∥x− x∗∥2, ∀x ∈ RNn. (10)

其中

f̃(x) =
N∑
i=1

fi(xi), x = col(x1, . . . , xN ),

x∗ = 1N ⊗ x∗,

m(r) = min
{
mf − 2Lf (D)l,

rλ2(L)l
2

1 + l2

}
,

Lf (D) = max
i∈V

Lfi(D), l ∈
(
0,

mf

2Lf (D)

)
.

3 基于预设时间收敛的分布式PI优化算法
本文在全局成本函数 f̃(x)有限强凸的条件下,

研究分布式优化问题.针对问题 (6),为了保证算法在
预设时间内收敛,利用TBG技术,引入时变增益k(t),
提出两种基于预设时间收敛的分布式PI优化算法,
即预设时间收敛的ZISP-PI算法 (zero initial integral
sum predefined-time distributed proportional-integral
algorithm)和 AIP-PI算法 (arbitrary initial integral
predefined-time distributed proportional-integral
algorithm),并给出收敛性分析.

3.1 ZISP-PI算法

本节将提出ZISP-PI算法及定理,并对算法的收
敛性进行分析.

ZISP-PI算法如下:

ẋi(t) = (k(t) + 1)
[
−

N∑
j=1

Lijxj(t)− qi(t)−

∇fi(xi(t))
]
, ∀xi(0) ∈ Rn; (11a)

q̇i(t) = (k(t) + 1)

N∑
j=1

Lijxj(t),

N∑
i=1

qi(0) = 0n.

(11b)

该算法采用比例积分反馈机制.式 (11a)和 (11b)
分别是多智能体系统对状态估计和积分信息的更新

策略.具体而言,通过时变增益k(t)+ 1保证系统在预

设时间内收敛,其中k(t) =
ξ̇(t)

1− ξ(t) + σ
⩾ 0, ξ(t)满

足式 (1),式 (11a)中的
N∑
j=1

Lijxj(t)是为了确保智能体

之间的通讯,保持智能体的一致性;−∇fi(xi(t))为局

部成本函数的梯度下降项,保证每个智能体的估计以
当前的梯度下降方向进行更新.由于采用了固定步
长,系统往往不能精确收敛到全局最优值点,因此引
入积分项qi(t),用于校正固定步长所产生的误差.

接下来,对如式 (11)所示的ZISP-PI算法进行收
敛性分析,得到如下定理.
定理1 若假设1∼假设4成立,对于每一个智能

体运用本文提出的ZISP-PI算法求解分布式优化问
题(6),则可以实现预设时间收敛,即

lim
t→tf

∥xi(t)− x∗∥ ⩽

√
2

r1

( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(0); (12a)

∥xi(t)− x∗∥ ⩽
√

2

r1

( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(0), ∀t > tf ;

(12b)

lim
t→∞

∥xi(t)− x∗∥ = 0. (12c)

各参数的取值如下:

r1 > 0, (13a)

r2 = max
{r1 + 1

2
,
r1 + 1 + 3λ2(L)

2λ2(L)

}
> 0, (13b)

r3 =
r1

r1 + 1
> 0, (13c)

r4 = min
{
m1(r1 + 1) + Lf (D)2,

3

4

}
> 0, (13d)

m1 = min
{
mf − 2Lf (D)l ,

r3λ2(L)l
2

1 + l2

}
> 0. (13e)

其中:V1为Lyapunov候选函数,V1(0)为其初始状态

值,Lf (D) = max
i∈V

Lfi(D), l ∈
(
0,

mf

2Lf (D)

)
.

证明见附录A.
注2 如式 (12)所示的定理1满足如式 (5)所示

的定义1.具体地,式 (12a)表示当 t → tf时, ∥xi(t) −

x∗∥收敛到
(
0,

√
2

r1

( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(0)

]
内;式 (12b)表

示当t > tf时, ∥xi(t) − x∗∥也在该区间内;式 (12c)表
示当 t → ∞时,xi(t)精确收敛到唯一的全局最优值

点x∗.值得注意的是,收敛上界

√
2

r1

( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(0)

与tf无关,即无论tf取多小,xi(t)的收敛上界不变.

3.2 AIP-PI算法

第3.1节所提出的算法需要满足
N∑
i=1

qi(0) = 0n

的初始条件,而在一些实际应用中,该条件往往难以
满足.在文献 [16,19]的启发下,本文又提出了AIP-PI
算法,这种分布式优化算法对积分项qi(0)没有限制.
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AIP-PI算法与ZISP-PI算法相类似,都采用比例
积分策略.但是, AIP-PI算法在 ẋi(t)更新过程中增加

了对积分项qi(t)的通讯,即

ẋi(t) = (k(t) + 1)
[
−

N∑
j=1

Lijxj(t)−
N∑
j=1

Lijqj(t)−

∇fi(xi(t))
]
, ∀xi(0) ∈ Rn, (14a)

q̇i(t) = (k(t) + 1)

N∑
j=1

Lijxj(t), ∀qi(0) ∈ Rn. (14b)

注3 ZISP-PI算法和AIP-PI算法都采用了PI控
制策略和TBG技术,均能实现预设时间收敛,但两种
算法的优势略有不同. AIP-PI 算法的初值qi(0)均可

以任意选取,而ZISP-PI算法要求
N∑
i=1

qi(0) = 0n,所以

AIP-PI算法的要求更少.但ZISP-PI算法不需要与邻
居智能体交互积分项qi的信息,因此需要的通讯开销
更小.

与定理1类似,对如式 (14)所示的AIP-PI算法进
行收敛性分析,得到如下定理.
定理2 若假设1∼假设4成立,对于每一个智能

体采用本文提出的AIP-PI算法求解分布式优化问题
(6),则可以实现预设时间收敛,即

lim
t→tf

∥xi(t)− x∗∥ ⩽

√
2

γ1

( σ

1 + σ

) γ2
γ3
V2(0); (15a)

∥xi(t)− x∗∥ ⩽

√
2

γ1

( σ

1 + σ

) γ2
γ3
V2(0), ∀t > tf ;

(15b)

lim
t→∞

∥xi(t)− x∗∥ = 0.� (15c)

各参数的取值如下:

γ1 =
2Lf (D)2

m2λ2(L)
> 0, (16a)

γ2 = min
{λ2(L)

4
, γ1m2, 1

}
> 0, (16b)

γ3 =
γ1 + 3

2
> 0, (16c)

m2 = min
{
mf − 2Lf (D)l,

λ2(L)l
2

2(1 + l2)

}
. (16d)

其中:V2为Lyapunov候选函数,V2(0)为其初始状态

值.
证明见附录B.

4 仿真实验

本节将考虑N = 4的多智能体系统,通讯拓扑图
G如图1所示.

1 2

34

图 1 通讯拓扑图

智能体 1∼智能体 4分别对应局部成本函数
f1(x) ∼ f4(x),实验选取的局部成本函数如下所示:

f1(x) =
1

2
x2 − 6, f2(x) =

1

2
e− 1

2x,

f3(x) = (x− 2)2 + e−0.1x, f4(x) = x2 log(2 + x2).

其中:所有局部成本函数均为可微的凸函数且具有
Lipschitz梯度, f1和f3为强凸函数, f2和f4为非强凸

函数,全局成本函数
4∑

i=1

fi(x)为有限强凸函数.

考虑预设时间 tf = 0.2 s,在相同的通讯拓扑图
和局部成本函数的情况下,将本文提出的ZISP-PI和
AIP-PI算法分别与文献 [19]中的算法 (2)和算法 (3)
进行比较,初始状态取值如表1所示. τ(t)的动态变
化如图2所示,结果表明本文所提出算法在预设时间
0.2 s时收敛到10−20数量级,随后收敛到10−47数量

级,加快了文献 [19]中对应算法的收敛速率.对比可
得,本文所提出的两种算法在预设时间 tf内,能迅速
收敛到全局最优值点的邻域,随后收敛到全局最优值
点x∗,即实现预设时间收敛.

表 1 初始状态取值

算法 初值xi(0) 初值qi(0), i ∈ V

ZISP-PI (1, 7, 3,−1) (0.2, 0.6,−0.2,−0.6)

AIP-PI (1, 7, 3,−1) (0.5, 0.5,−0.2,−0.5)

文献 [19]中算法 (2) (1, 7, 3,−1) (0.2, 0.6,−0.2,−0.6)

文献 [19]中算法 (3) (1, 7, 3,−1) (0.5, 0.5,−0.2,−0.5)

0.2

t /s

0 2 4 6 8

10
- 40

10
- 20

10
0

ZISP-PI
AIP-PI
!"[  ]#$%19 (2)
!"[  ]#$%19 (3)

τ
(

) 
=

||
)

*
||

t
x

t
x

∑
i
(

-

2

i
=

1

N

图 2 本文算法与文献 [19]算法对比

考虑预设时间tf = 0.1 s,构造TBG如下所示:

ξ(t) =


10

0.16
t6 − 24

0.15
t5 +

15

0.14
t4, 0 ⩽ t ⩽ tf ;

1, t > tf .

(17)
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针对ZISP-PI算法,图3展示了智能体状态的演
化过程,其中每个智能体在0.1 s时收敛到全局最优
值点x∗ = 0.79的邻域内且达到一致.由此可得,改变
预设时间tf ,仍可以使本文所提出算法在预设时间收
敛,验证了本文所提出算法是有效的.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.00.1
-1

1

3

5

7

t /s

x
t

1
(

)

agent1
agent2
agent3
agent4

图 3 预设时间0.1 s时xi(t)的演化曲线

5 结 论

针对无向连通图,本文在全局成本函数为有限
强凸、局部成本函数为可微凸函数,且Lipschitz连续
的条件下,利用TBG技术,提出了两种基于预设时间
收敛的分布式优化算法,即ZISP-PI算法和AIP-PI算
法.其次,通过Lyapunov理论,证明了本文所提出算法
可以实现预设时间收敛.特别地,预设时间的设计不
依赖于系统的初始状态和参数,可以任意设计.最后,
仿真实验验证了两种算法的有效性.未来的研究方
向是将此算法推广到非凸领域.
附录A 定理1的证明.
证明 证明分3步:首先证明全局目标函数在平

衡点处达到全局最优;然后构造Lyapunov候选函数;
最后证明该算法在预先设计的时间内达到定理1所
示的预设时间收敛的效果.具体的证明过程如下.

step 1:为方便起见,将ZISP-PI算法写成紧凑形
式,即

ẋ = (k(t) + 1)[−(L⊗ In)x− q −∇f̃(x)], (A1a)

q̇ = (k(t) + 1)(L⊗ In)x, q(0) = 0Nn. (A1b)

其中:x = col(x1, . . . , xN ) ∈ RNn, q = col(q1, . . . ,
qN ) ∈ RNn,∇f̃(x) = col(∇f1(x1), . . . ,∇fN (xN )) ∈
RNn.
将式(A1b)两边左乘1T

N⊗In,由Laplacian矩阵的

性质,可得
N∑
i=1

q̇i = 0n,因此有

N∑
i=1

qi(t) =
N∑
i=1

qi(0) = 0n, ∀t ⩾ 0. (A2)

假设式 (18)平衡点处的状态估计为 x̄ = 1N ⊗ θ,
其中θ ∈ Rn,有

− (L⊗ In)x̄− q̄ −∇f̃(x̄) = 0Nn, (A3a)

(L⊗ In)x̄ = 0Nn. (A3b)

进而可得

q̄ = −∇f̃(x̄). (A4)

将式 (A4)两边左乘1T
N ⊗ In,结合式 (A2),在平

衡点处有
N∑
i=1

∇fi(xi) =

N∑
i=1

∇fi(θ) = 0n.又因为

f̃(x∗) =

N∑
i=1

∇fi(x
∗) = 0n,所以 θ = x∗,即 x̄ =

x∗,其中x∗ = 1N ⊗ x∗.
另外,由式(8)和(A2)可得

(KN ⊗ In)
T(q − q̄) = q − q̄, (A5)

由式(A2)和x̄ = 1N ⊗ θ可得

x̄T(q − q̄) = 0. (A6)

step 2:考虑如下函数:

W1(x, q) =
r1 + 1

2
∥x− x̄∥2+

r1 + 1

2
(q − q̄)T(P ⊗ In)(q − q̄), (A7)

W2(x, q) = (x− x̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄), (A8)

其中r1取值如式(13a)所示.
将W1(x, q)沿算法(A1)的方向求导数,可得

Ẇ1(x, q) =

(k(t) + 1)(r1 + 1){(x− x̄)T[−(L⊗ In)x−

q −∇f̃(x)] + (r1 + 1)(q − q̄)T(KN ⊗ In)x} =

(k(t) + 1)(r1 + 1){−xT(L⊗ In)x−

(x− x̄)T(q − q̄)− (x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))+

(q − q̄)T(KN ⊗ In)x} =

(k(t) + 1)(r1 + 1){−xT(L⊗ In)x−

(x− x̄)T(q − q̄) + (q − q̄)Tx−

(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))} =

(k(t) + 1)(r1 + 1){−xT(L⊗ In)x−

(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))}. (A9)

其中:第1个等式是将算法 (A1)代入,且应用引理3中
的PL = KN所得,第2个等式是应用式 (A3b)和 (A4)
所得,第3个等式是应用式 (A5)所得,第4个等式是应
用式(A6)所得.
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将W2(x, q)沿算法(A1)的方向求导数,可得

Ẇ2(x, q) =

(k(t) + 1){(q − q̄)T(KN ⊗ In)[−(L⊗ In)x−

q −∇f̃(x)] + (x− x̄)T(KN ⊗ In)(L⊗ In)x+

(q − q̄)T(KN ⊗ In)(L⊗ In)x} =

(k(t) + 1){−(q − q̄)T(L⊗ In)x−

(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)−

(q − q̄)T(KN ⊗ In)(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))+

(x− x̄)T(L⊗ In)x+ (q − q̄)T(L⊗ In)x} ⩽

(k(t) + 1)
{
− (q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

1

4
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

∥∇f̃(x)−∇f̃(x̄)∥2 + xT(L⊗ In)x
}
⩽

(k(t) + 1)
{
− 3

4
(q − q̄)T(q − q̄)+

Lf (D)2∥x− x̄∥2 + xT(L⊗ In)x
}
. (A10)

其中:第2个等式是应用引理2的性质KNL = L和式

(A4)所得,第1个不等式是应用Cauchy-Schwarz不等
式和式 (A3b)所得,第2个不等式是应用式 (7)和 (A5)
所得.
考虑如下Lyapunov候选函数:

V1(x, q) = W1(x, q) +W2(x, q). (A11)

下面对V1(x, q)进行分析.

V1(x, q) = W1(x, q) +W2(x, q) =

r1
2
∥x− x̄∥2 + r1 + 1

2
(q − q̄)T(P ⊗ In)(q − q̄)+

1

2
∥x− x̄∥2 + 1

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

(x− x̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

1

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄) ⩾

r1
2
∥x− x̄∥2 + r1 + 1

2
(q − q̄)T(P ⊗ In)(q − q̄)+

1

2
∥q − q̄∥2 ⩾ r1

2
∥x− x̄∥2. (A12)

其中:第1个不等式是应用Cauchy-Schwarz不等式以
及式 (A5)所得,第2个不等式成立是因为P ⊗ In是半

正定的.

V1(x, q) = W1(x, q) +W2(x, q) =

r1 + 1

2
∥x− x̄∥2 + r1 + 1

2
(q − q̄)T(P ⊗ In)(q − q̄)+

(x− x̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄) ⩽
r1 + 1

2
∥x− x̄∥2 + 1

2
∥x− x̄∥2+

r1 + 1

2λ2(L)
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

3

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄) ⩽

r1 + 1

2
∥x− x̄∥2 + r1 + 1 + 3λ2(L)

2λ2(L)
∥q − q̄∥2 ⩽

r2{∥x− x̄∥2 + ∥q − q̄∥2}. (A13)

其中: r2的取值如式 (13b)所示,第1个不等式是应用
Cauchy-Schwarz不等式和引理2中的P ⩽ 1

λ2(L)
KN

所得,第2个不等式是应用式(A5)所得.
另外,由式(A9)和(A10)可得

V̇1(x, q) = Ẇ1(x, q) + Ẇ2(x, q) =

(k(t) + 1)
{
− r1x

T(L⊗ In)x−

3

4
∥q − q̄∥2 + Lf (D)2∥x− x̄∥2−

(r1 + 1)(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))
}
. (A14)

由于假设1∼假设4成立,可得

(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄)) + r3x
T(L⊗ In)x ⩾

m1∥x− x̄∥2, (A15)

其中r3和m1分别如(13c)和(13e)所示.
由式(A14)和(A15)可得

V̇1(x, q) ⩽

− (k(t) + 1)
{
(r1 + 1)m1∥x− x̄∥2+

3

4
∥q − q̄∥2 + Lf (D)2∥x− x̄∥2

}
⩽

− r4(k(t) + 1){∥x− x̄∥2 + ∥q − q̄∥2}, (A16)

其中r4如式(13d)所示.
step 3:由式(A13)和(A16)可得

V̇1(x(t), q(t)) ⩽ −r4(k(t) + 1)

r2
V1(x(0), q(0)).

(A17)

接下来对收敛速度进行说明.由式 (A13)和
(A17)可得

V1(x(t), q(t)) ⩽ V1(x(0), q(0))e−
r4(k(t)+1)

r2
t.

结合式 (A12)可得,当0 < t < tf时, k(t) > 0, xi(t)以

不小于
r4(k(t) + 1)

2r2
> 0的速度指数收敛到全局最优

值点x∗的邻域内;当 t ⩾ tf时, k(t) = 0,xi(t)以不小

于
r4
2r2

> 0的速度指数收敛到全局唯一的最优值点
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x∗.
当t → tf时, k(t) = 0,由引理1和式(A17)可得

lim
t→tf

V1(x(t), q(t)) →
( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(x(0), q(0));

(A18)

由式(A12)和(A18)可得

lim
t→tf

∥x− x̄∥ ⩽

√
2

r1

( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(x(0), q(0)).

(A19)

当t ⩾ tf时,由式(A12)和(A18)可得

∥x− x̄∥ ⩽
√

2

r1

( σ

1 + σ

) r4
r2
V1(x(0), q(0)). (A20)

由step 1可知x̄ = x∗.综上,定理1得证. 2
附录B 定理2的证明.
证明 与定理1证明相类似,定理2证明过程分

为3步.
step 1:将AIP-PI算法写成如下紧凑形式:

ẋ = −(k(t) + 1)[(L⊗ In)x+ (L⊗ In)q+

∇f̃(x)], ∀x(0) ∈ Rn, (B1a)

q̇ = (k(t) + 1)(L⊗ In)x, ∀q(0) ∈ Rn. (B1b)

在式(B1)平衡点(x̄, q̄)处,有

− (L⊗ In)x̄− (L⊗ In)q̄ −∇f̃(x̄) = 0Nn, (B2a)

(L⊗ In)x̄ = 0Nn. (B2b)

其中: x̄ = 1N ⊗ θ(θ ∈ Rn),进而可得

(L⊗ In)q̄ = ∇f̃(x̄). (B3)

与定理1同理,将式 (B2a)两边左乘1T
N ⊗ In,由

无向连通图的Laplacian矩阵性质可得,在平衡点处
N∑
i=1

∇fi(xi) =
N∑
i=1

∇fi(θ) = 0n.又因为 f̃(x∗) =

N∑
i=1

∇fi(x
∗) = 0n,所以θ = x∗,即x̄ = x∗.

step 2:考虑如下函数:

W3(x, q) = (x− x̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄), (B4)

W4(x, q) =
γ1 + 2

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

γ1 + 1

2
∥x− x̄∥2, (B5)

其中γ1如式(16a)所示.
将式Ẇ3(x, q)沿轨迹(B1)的方向求导数,有

Ẇ3(x, q) =

(k(t) + 1){(q − q̄)T(KN ⊗ In)[−(L⊗ In)x−

(L⊗ In)q −∇f̃(x)] + (x− x̄)T(L⊗ In)x} =

(k(t) + 1){(q − q̄)T(KN ⊗ In)[−(L⊗ In)x−

(L⊗ In)(q − q̄)− (∇f̃(x)−∇f̃(x̄))]+

xT(L⊗ In)x} ⩽

(k(t) + 1)
{
− 3

4
(q − q̄)T(L⊗ In)(q − q̄)−

(q − q̄)T(L⊗ In)x+ (x− x̄)T(L⊗ In)x+

λ2(L)

4
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

1

λ2(L)
∥∇f̃(x)−∇f̃(x̄)∥2

}
⩽

(k(t) + 1)
{
− 1

2
(q − q̄)T(L⊗ In)(q − q̄)−

(q − q̄)T(L⊗ In)x+ (x− x̄)T(L⊗ In)x+

1

λ2(L)
∥∇f̃(x)−∇f̃(x̄)∥2

}
⩽

(k(t) + 1)
{
− 1

2
(q − q̄)T(L⊗ In)(q − q̄)−

(q − q̄)T(L⊗ In)x+ (x− x̄)T(L⊗ In)x+

Lf (D)2

λ2(L)
∥x− x̄∥2

}
. (B6)

其中:第1个等式是将算法 (B1)代入,第2个等式是应
用式 (B2b)和 (B3)所得,第1个不等式是应用引理2中
的性质KNL = L和Cauchy-Schwarz不等式所得,第2
个不等式是应用引理2中的性质λ2(L)KN ⩽ L所得,
第3个不等式是应用假设2的条件(7)所得.

类似地,将W4沿轨迹(B1)的方向求导数,有

Ẇ4(x, q) =

(k(t) + 1){(γ1 + 1)(x− x̄)T[−(L⊗ In)x−

(L⊗ In)q −∇f̃(x)] + (γ1 + 1)(q − q̄)T(L⊗ In)x} =

(k(t) + 1){(q − q̄)T(L⊗ In)x− xT(L⊗ In)x−

γ1(x− x̄)T(L⊗ In)(x− x̄)−

(γ1 + 1)(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))}, (B7)

进而可得

Ẇ4(x, q) ⩽

(k(t) + 1)
{
(q − q̄)T(L⊗ In)x− xT(L⊗ In)x−

γ1
2
xT(L⊗ In)x+

1

4
(q − q̄)T(L⊗ In)(q − q̄)−

(γ1 + 1)(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄))
}
. (B8)

由于假设1∼假设4成立,可得

(x− x̄)T(∇f̃(x)−∇f̃(x̄)) ⩾
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m2∥x− x̄∥2 − 1

2
xT(L⊗ In)x. (B9)

因此,由 (x − x̄)T(∇f̃(x) − ∇f̃(x̄)) ⩾ 0,以及式
(B6)∼ (B9)可得

Ẇ3(x, q) + Ẇ4(x, q) ⩽

− (k(t) + 1)
[1
4
(q − q̄)T(L⊗ In)(q − q̄)+

γ1m2∥x− x̄∥2
]
. (B10)

考虑如下Lyapunov候选函数:

V2(x, q) = W3(x, q) +W4(x, q). (B11)

由式(B11)可得,V2沿轨迹(B1)的方向导数为

V̇2(x, q) ⩽

− (k(t) + 1)
{
γ1m2∥x− x̄∥2+

1

4
(q − q̄)T(L⊗ In)(q − q̄)

}
⩽

− (k(t) + 1)
{
γ1m2∥x− x̄∥2+

λ2(L)

4
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)

}
⩽

− (k(t) + 1)γ2{∥x− x̄∥2+

(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)}, (B12)

其中γ2如式(16b)所示.
令γ3 = (γ1 + 3)/2,由Cauchy-Schwarz不等式可

得

V2(x, q) ⩽ − γ3[(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)−

∥x− x̄∥2]. (B13)

下面对V2(x, q)进行分析.

V2(x, q) =

(x− x̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄) +
1

2
∥x− x̄∥2+

1

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄)+

γ1 + 1

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄) +

γ1
2
∥x− x̄∥2 ⩾

γ1 + 1

2
(q − q̄)T(KN ⊗ In)(q − q̄) +

γ1
2
∥x− x̄∥2 ⩾

γ1
2
∥x− x̄∥2. (B14)

其中:第1个不等式是应用Cauchy-Schwarz不等式和
引理2中的性质KT

NKN = KN所得,第2个不等式是
应用式(A5)所得.

step 3:由式(B12)和(B13)可得

V̇2(x(t), q(t)) ⩽− γ2(k(t) + 1)

γ3
V2(x(0), q(0)).

(B15)

下面对收敛速度进行证明.由式 (B13)和 (B15)
可得

V2(x(t), q(t)) ⩽ V2(x(0), q(0))e−
γ2(k(t)+1)

γ3
t.

结合式 (B14)可得,当0 < t < tf时, k(t) > 0,xi(t)以

不小于
γ2(k(t) + 1)

2γ3
> 0的速度指数收敛到全局最

优值点x∗的邻域内;当 t ⩾ tf时, k(t) = 0,xi(t)以不

小于
γ2
2γ3

> 0的速度指数收敛到全局唯一的最优值

点x∗.
当t → tf时, k(t) = 0.由引理1和式(B15)可得

lim
t→tf

V2(x(t), q(t)) →
( σ

1 + σ

) γ2
γ3
V2(x(0), q(0));

(B16)

由式(B14)和(B16)可得

lim
t→tf

∥x− x̄∥ ⩽

√
2

γ1

( σ

1 + σ

) γ2
γ3
V2(x(0), q(0)).

(B17)

当t ⩾ tf时,由式(B14)和(B15)可得

∥x− x̄∥ ⩽
√

2

γ1

( σ

1 + σ

) γ2
γ3
V2(x(0), q(0)). (B18)

由step 1可知x = x∗.综上,定理2得证. 2
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