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基于自适应动态规划和梯度下降法的自适应最优输出调节
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摘 要: 当设计前馈-反馈控制器来实现连续时间线性系统的自适应最优输出调节时,往往需要依赖调节器方程
的解,然而在系统动态不确定的前提下,获得这个方程的解一般非常困难.现有的自适应最优输出调节方法从选
取调节方程解的基矩阵出发,通过在线数据学习每个基矩阵所对应的权重.但是,当被控对象或外部系统阶数过
高时,这种方法的计算复杂度亦非常高.对此,提出一种新的无模型方法来实现闭环系统的自适应最优输出调节,
调节器方程的解由梯度下降法逼近.需要指出的是,该方法通过在线数据而不是模型信息来获得梯度.仿真结果
验证了所提出方法的有效性.
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Adaptive optimal output regulation based on adaptive dynamic
programming and gradient descent method
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China)

Abstract: When dealing with adaptive optimal output regulation problems of linear continuous-time systems, the
development of an optimal feedback-feedforward controller usually relies on the solution to regulator equations. However,
it is nontrivial to obtain this solution when the system dynamic is uncertain. Existing studies of adaptive optimal output
regulation often begin with selecting basis of solution to regulator equations and then use online data to learn the weights.
But this method is computationally expensive if the order of the plant or the exosystem is high. In this paper, we propose
a novel model-free solution to adaptive optimal output regulation problems where the solution to regulator equations can
be approximated via gradient descent methods. Notably, the gradient can be learned by online data instead of using model
knowledge. Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method.
Keywords: output regulation；adaptive dynamic programming；gradient descent method；adaptive control；optimal
control

0 引 言

作为控制理论中的一个经典问题,输出调节问
题[1-3]旨在设计反馈控制器以实现闭环系统扰动抑

制与输出渐近跟踪.然而在实际工程应用中,控制器
设计的目标不仅要保证闭环系统实现输出调节,还需
在系统动态未知的情况下尽可能地优化其暂态性能,
这被称为自适应最优输出调节问题.
自适应动态规划[4-9]是一种针对不确定动态系

统的自适应最优控制方法.该方法的优越性在于其
可以利用在线数据通过学习来逼近动态系统的最优

控制器.换言之,自适应动态规划可以通过数据信息
来补偿设计者对系统动态的未知性.基于该优势,文
献 [10-14]将自适应动态规划与输出调节理论结合起
来探索自适应最优输出调节问题的解决方法.虽然
围绕自适应最优输出调节问题已经取得了很好进展,
但是,依然存在两个关键问题亟待解决. 1) 欲实现输
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出调节往往需求解调节器方程.文献 [10]尝试找到
调节器方程解的基矩阵,通过在线数据学习每个基矩
阵的西尔韦斯特映射,再通过学习到的映射来确定调
节器方程解.虽然这种方法可以在线求解调节器方
程,但当系统维数过高时,所需的基矩阵个数过多,从
而导致该方法的计算复杂度过高.因此,在系统动态
未知的情况下,如何有效地求解调节器方程仍是一个
技术上的难题. 2) 现有自适应最优输出调节问题的
研究[10-14]往往需要已知部分系统矩阵的信息.如何
在系统所有矩阵信息均未知的情况下设计自适应最

优控制器仍需深入探索.
针对以上两个关键问题,本文将自适应动态规划

与梯度下降法相结合,提出一种新的自适应最优前
馈-反馈控制器设计方法来实现输出调节.首先基于
调节器方程建立一个二次型指标函数,通过梯度下
降方法来寻找指标函数的最小值,从而求解调节器方
程.其中一个技术难点是,如何在系统模型未知的情
况下得到指标函数的梯度信息.为克服此难点,本文
基于在线数据学习得到梯度信息,并从理论上证明所
学梯度信息与实际梯度等价.在系统所有矩阵未知
的情况下,本文提出的方法可以同时逼近黎卡提方程
和调节器方程的解析解,从而学习系统的自适应最优
前馈和反馈增益.
在本文中:Z+表示非负整数集合; ∥ · ∥为计算

向量欧氏范数的运算符;对于任意矩阵A ∈ Rm×n,
kerA是矩阵 A的核;当 A为方阵时,σ(A)是方阵
A所有特征值组成的集合;⊗是克罗内克积算子;
vec(B) = [bT

1 , b
T
2 , . . . , b

T
m]T是将矩阵B ∈ Rr×m

向量化,其中 bi ∈ Rr是矩阵B的第 i列.相应地,
针对一个向量 c ∈ Rnq,可通过C = vec−1

n×q(c)得

到一个矩阵C ∈ Rn×q满足 c = vec(C).针对任
意对称方阵D ∈ Rm×m, vecs(D) = [d11, 2d12, . . . ,

2d1m, d22, 2d23, . . . , 2dm−1,m, dmm]T ∈ R
1
2m(m+1).针

对任意列向量v ∈ Rn, vecv(v) = [v21 , v1v2, . . . , v1vn,

v22 , v2v3, . . . , vn−1vn, v
2
n]

T ∈ R
1
2n(n+1).

1 最优输出调节问题描述与求解

本文考虑如下一类线性系统:

v̇ = Sv, (1)

ẋ = Ax+Bu+ Ev, (2)

e = Cx+ Fv. (3)

其中:x ∈ Rn 是状态向量,u ∈ Rm是输入向量, e ∈
Rm是跟踪误差.自治系统 (1)称为外部系统,该系统
可同时生成扰动信号和参考信号.自治系统的状态

向量 v ∈ Rq也被称为外部状态.系统 (1)∼ (3)中
矩阵的维数分别为A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈
Rm×n, E ∈ Rn×q, F ∈ Rm×q, S ∈ Rq×q.
针对线性系统 (1)∼ (3),本文给出以下几个基本

假设.
假设1 (A,B)是可镇定的.
假设2 矩阵S的所有特征根都不重复地分布

在虚轴上.
假设3 以下满秩条件成立:

rank
[
A− λI B

C 0

]
= n+m, ∀λ ∈ σ(S).

注1 假设1∼假设3均为现有文献[1,10]解决输

出调节问题的基本假设.假设2保证外部系统 (1)是
临界稳定的,外部状态亦不会发散.
欲解决输出调节问题,本质上需要设计控制器使

得闭环系统满足两个条件: 1) 当外部状态v(t)恒等

于零时,闭环系统可在原点处指数稳定; 2) 针对任意
初值x(0) ∈ Rn、v(0) ∈ Rq,系统跟踪误差e(t)渐近

地收敛到零,即实现渐近跟踪.
调节器方程是求解输出调节问题的一个重要媒

介.针对线性输出调节问题,调节器方程是一个西尔
维斯特方程,即

0 = XS −AX −BU − E := f1(X,U), (4)

0 = CX + F := f2(X). (5)

当假设3满足时,调节器方程 (4)和 (5)存在唯一
解 (X∗, U∗) ∈ Rn×q × Rm×q.如能选择一个反馈增
益K ∈ Rm×n使得矩阵A − BK是一个赫尔维茨矩

阵,则可根据所选择的反馈增益和调节器方程的解设
计一个前馈增益L = KX∗ + U∗,从而获得如下前
馈-反馈控制器:

u(t) = −Kx(t) + Lv(t). (6)

在假设1∼假设3满足的前提下,文献[1]已证明,
应用前馈-反馈控制器 (6)的闭环系统可以实现输出
调节.并且对于任意的时间 t ∈ R+,如果将信号 x̃(t)

和 ũ(t)分别定义为 x̃(t) = x(t) − X∗v(t)和 ũ(t) =

u(t)− U∗v(t),则可获知 lim
t→∞

x̃(t) = 0, lim
t→∞

ũ(t) = 0.
相比于传统输出调节,最优输出调节问题还需考

虑优化系统的暂态响应.更严格地讲,解决最优输出
调节问题,需要设计一个最优的前馈-反馈控制器,即

u(t) = −K∗x(t) + L∗v(t), (7)

L∗ = K∗X∗ + U∗, (8)

使得闭环系统实现输出调节,并且其反馈控制增益
K∗可通过求解以下动态规划问题获得:
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min
ũ

w ∞

0
(x̃T(t)Qx̃(t) + ũT(t)Rũ(t))dt; (9)

s.t. ˙̃x(t) = Ax̃(t) +Bũ(t). (10)

其中Q是正定对称矩阵.系统 (10)可认为是系统 (2)
的误差系统.
不难看出,动态规划问题 (9)和 (10)是一个线性

二次型调节器问题.根据最优控制理论,该问题下的
最优控制器为 ũ(t) = −K∗x̃(t),其最优反馈增益为

K∗ = R−1BTP ∗. (11)

对称正定矩阵P ∗可通过求解如下代数黎卡提

方程获得:

ATP + PA+Q− PBR−1BTP = 0. (12)

至此,当所有系统动态均精确已知时,即可通过
求解调节器方程 (4)、(5)和代数黎卡提方程 (12)来设
计最优的前馈-反馈控制器(7)以实现最优输出调节.

2 自适应最优输出调节问题描述与求解

针对线性系统 (1)∼ (3),自适应最优输出调节问
题旨在当系统动态不确定时,寻找最优前馈-反馈控
制器 (7).本节将讨论如何通过结合策略迭代和梯度
下降法学习这个最优控制器.
通过以上描述可知,探索 (自适应)最优输出调节

的关键是求解代数黎卡提方程 (12)以及调节器方程
(4)和 (5).由于代数黎卡提方程 (12)是一个非线性方
程,当系统维数较高时,求解起来比较复杂.为降低其
复杂度, Kleinman[15]提出了一种策略迭代方法,即给
定一个初始可接受的反馈控制增益K0(使闭环系统
稳定并且所需成本有限),通过策略迭代方法可以不
断更新反馈控制增益.例如,已知一个反馈增益Kk

使得A−BKk是一个赫尔维茨矩阵,策略迭代即是通
过求解如下李雅普诺夫方程来更新系统的价值Pk:

0 = (A−BKk)
TPk + Pk(A−BKk)+

Q+KT
k RKk, (13)

并通过下式更新反馈增益Kk+1:

Kk+1 = R−1BTPk. (14)

文献 [15]已证明,通过策略迭代方法获得的每一
代反馈控制增益都是可接受的,并且保证了收敛性,
即 lim

k→∞
Pk = P ∗, lim

k→∞
Kk = K∗.

调节器方程也可以通过迭代的方法进行逼近.
首先定义两个向量zx = vec(X)和zu = vec(U).其
次,基于调节器方程(4)和(5),定义如下两个函数:

R1(z
x, zu) = vec(f1(X,U)) =

vec(XS −AX −BU − E) =

[(ST ⊗ In)− (Iq ⊗A)]zx − (Iq ⊗B)zu − vec(E),

(15)

R2(z
x) = vec(f2(X)) = vec(CX + F ) =

(Iq ⊗ C)zx + vec(F ). (16)

为了求解调节器方程,可建立如下无约束凸优化
问题:

min
zx,zu

J(zx, zu) = ∥R1(z
x, zu)∥2 + ∥R2(z

x)∥2. (17)

基于梯度下降法,若选取足够小的步长 ϵx, ϵu >

0,则可通过迭代下式来逼近调节器方程的解:

zxk+1 = zxk − ϵx
∂J

∂zx

∣∣∣
(zx

k ,z
u
k )

=

zxk − 2ϵx
∂RT

1

∂zx
R1(z

x
k )− 2ϵx

∂RT
2

∂zx
R2(z

x
k ),

zuk+1 = zuk − ϵu
∂J

∂zu

∣∣∣
(zx

k ,z
u
k )

=

zuk − 2ϵu
∂RT

1

∂zu
R1(z

x
k ). (18)

然而,无论是利用策略迭代求解黎卡提方程,还是利
用梯度下降法求解调节器方程,都不免要依赖系统
的动态信息,这与实现自适应输出调节的初衷相违
背.因此,本文尝试在系统动态未知的情况下,通过在
线数据信息来求解这个两个方程.
针对任意一对矩阵(Xk, Uk) ∈ Rn×q×Rm×q,构

建向量zxk = vec(Xk)和zuk = vec(Uk).从一个可接
受的反馈控制增益Kk出发,根据系统 (1)∼ (3)和式
(15),可得下式:

ẋ−Xkv̇ =

Ax+Bu+ Ev −XkSv =

A(x−Xkv) +B(u− Ukv)−

(XkS −AXk −BUk − E)v =

Ak(x−Xkv) +B(u− Ukv +Kk(x−Xkv))−

f1(Xk, Uk)v. (19)

为便于描述,针对任意非负整数k,本文定义矩阵Ak

为Ak = A−BKk.
基于式(13)、(14)和(19),可得

(x(t1)−Xkv(t1))
TPk(x(t1)−Xkv(t1))−

(x(t0)−Xkv(t0))
TPk(x(t0)−Xkv(t0)) =w t1

t0
(x−Xkv)

T(AT
kPk + PkAk)(x−Xkv)dτ+

w t1

t0
2[u− Ukv +Kk(x−Xkv)]

TBTPk(x−

Xkv)dτ −
w t1

t0
2(x−Xkv)

TPkf1(Xk, Uk)vdτ =
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−
w t1

t0
(x−Xkv)

T(Q+KT
k RKk)(x−Xkv)dτ+

w t1

t0
2[u− Ukv +Kk(x−Xkv)]

TRKk+1(x−

Xkv)dτ −
w t1

t0
2(x−Xkv)

TPkf1(Xk, Uk)vdτ. (20)

为简化描述,定义变量 x̄k(t) = x(t) − Xkv(t),

ūk(t) = u(t)− Ukv(t).通过克罗内克积的性质,有

x̄T
k (Q+KT

k RKk)x̄k = (x̄T
k ⊗ x̄T

k )vec(Q+KT
k RKk),

x̄T
kPkf1(Xk, Uk)v = (vT ⊗ x̄T

k )vec(Pkf1(Xk, Uk)),

(ūk +Kkx̄k)
TRKk+1x̄k =

[(x̄T
k ⊗ x̄T

k )(In ⊗KT
k R) + (x̄T

k ⊗ ūT
k )(In ⊗R)]×

vec(Kk+1).

对于正整数s,定义以下矩阵:

δx̄k,x̄k
=

[vecv(x̄k(t1))− vecv(x̄k(t0)), vecv(x̄k(t2))−

vecv(x̄k(t1)), . . . , vecv(x̄k(ts))− vecv(x̄k(ts−1))]
T,

Γx̄k,x̄k
=

[ w t1

t0
x̄k ⊗ x̄kdτ,

w t2

t1
x̄k ⊗ x̄kdτ, . . . ,

w ts

ts−1

x̄k ⊗ x̄kdτ
]T

,

Γx̄k,ūk
=

[ w t1

t0
x̄k ⊗ ūkdτ,

w t2

t1
x̄k ⊗ ūkdτ, . . . ,

w ts

ts−1

x̄k ⊗ ūkdτ
]T

,

Γv,x̄k
=

[ w t1

t0
v ⊗ x̄kdτ,

w t2

t1
v ⊗ x̄kdτ, . . . ,

w ts

ts−1

v ⊗ x̄kdτ
]T

,

其中 t0 < t1 < . . . < ts.基于以上矩阵定义,可通过
式(20)得到以下矩阵方程:

Θk


vecs(Pk)

vec(Kk+1)

vec(Pkf1(Xk, Uk))

 = Λk. (21)

其中

Θk = [δx̄k,x̄k
,−2Γx̄k,x̄k

(In ⊗KT
k R)−

2Γx̄k,ūk
(In ⊗R), 2Γv,x̄k

],

Λk = −Γx̄k,x̄k
vec(Q+KT

k RKk).

如果矩阵Θk列满秩,则可通过方程 (21)唯一地
求解Pk,Kk+1和Pkf1(Xk, Uk).由于Pk是一个对称

正定矩阵,即非奇异矩阵, f1(Xk, Uk)及向量R1(z
x
k ,

zuk )均可通过方程 (21)的解唯一确定.文献 [10]给出
了矩阵Θk列满秩的充分条件:如果存在正整数s∗使

得任意的s > s∗和时间序列t0 < t1 < . . . < ts,以下

满秩条件满足

rank([Γx̄k,x̄k
, Γx̄k,ūk

, Γv,x̄k
]) =

n(n+ 1)

2
+ (m+ q)n,

(22)

则矩阵Θk对于任意正整数k都列满秩.
另根据式(16),系统跟踪误差可描述为w t1

t0
e(τ)dτ =

w t1

t0
Cxdτ +

w t1

t0
Fvdτ =

w t1

t0
C(x−Xkv)dτ +

w t1

t0
(CXk + F )vdτ =

w t1

t0
Cx̄kdτ +

w t1

t0
f2(Xk)vdτ =

w t1

t0
(x̄T

k ⊗ Im)vec(C)dτ +
w t1

t0
(vT ⊗ Im)R2(z

x
k )dτ.

(23)

相应地,若定义如下矩阵:

Γx̄k
=

[ w t1

t0
x̄k ⊗ Imdτ, . . . ,

w ts

ts−1

x̄k ⊗ Imdτ
]T

,

Γe =
[ w t1

t0
eTdτ, . . . ,

w ts

ts−1

eTdτ
]T

,

Γv =
[ w t1

t0
v ⊗ Imdτ, . . . ,

w ts

ts−1

v ⊗ Imdτ
]T

,

则可基于在线数据学习矩阵C和向量R2(z
x
k ),即

[Γx̄k
, Γv]

[
vec(C)

R2(z
x
k )

]
= Γe. (24)

至此,在模型未知的情况下,给定任意矩阵Xk、

Uk,已经可以通过数据学习R1(z
x
k , z

u
k )和R2(z

x
k ),其

中zxk = vec(Xk), z
u
k = vec(Uk).如果想应用梯度下

降法逼近调节器方程的解,还需要基于数据寻找式

(18)中的偏导数.这里从
∂RT

1

∂zx
开始.通过克罗内克积

的性质,有

Xkv = (vT(t)⊗ In)vec(Xk) := (vT(t)⊗ In)z
x
k .

从而可将式(20)的左边重写为

Left =(x(t1)−Xkv(t1))
TPk(x(t1)−Xkv(t1))−

(x(t0)−Xkv(t0))
TPk(x(t0)−Xkv(t0)) =

[(x(t)− (vT(t)⊗ In)z
x
k )Pk×

(x(t)− (vT(t)⊗ In)z
x
k )]|

t1
t0 . (25)

将式(20)的右边写为

Right =

−
w t1

t0
(x−Xkv)

T(Q+KT
k RKk)(x−Xkv)dτ+

w t1

t0
2[u− Ukv +Kk(x−Xkv)]

TRKk+1(x−

Xkv)dτ −
w t1

t0
2(x−Xkv)

TPkf1(Xk, Uk)vdτ =

w t1

t0
(x−Xkv)

T(2KT
k RKk+1 −Q−KT

k RKk)×
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(x−Xkv)dτ+w t1

t0
2(u− Ukv)

TRKk+1(x−Xkv)dτ−
w t1

t0
2(x−Xkv)

TPkf1(Xk, Uk)vdτ =

w t1

t0
(x− (vT ⊗ In)z

x
k )

T(2KT
k RKk+1−

Q−KT
k RKk)(x− (vT ⊗ In)z

x
k )dτ+w t1

t0
2(u− Ukv)

TRKk+1(x− (vT ⊗ In)z
x
k )dτ−

w t1

t0
2(x−Xkv)

TPkf1(Xk, Uk)vdτ. (26)

将式(20)的左边对zxk求偏导,可得
∂Left
∂zxk

= −2[(v(t)⊗ In)Pk(x(t)−Xkv(t))]|t1t0 . (27)

将式(20)的右边对zxk求偏导,可得
∂Right
∂zxk

=

w t1

t0
−2(v ⊗ In)(K

T
k RKk+1 +KT

k+1RKk−

Q−KT
k RKk)(x−Xkv)dτ−w t1

t0
2(v ⊗ In)K

T
k+1R(u− Ukv)dτ+

w t1

t0
2(v ⊗ In)Pkf1(Xk, Uk)vdτ−

∂RT
1

∂zxk

w t1

t0
2(v ⊗ In)Pk(x−Xkv)dτ. (28)

再次使用克罗内克积的性质,有

(v ⊗ In)Pk(x−Xkv) =

(v ⊗ In)(1⊗ (Pk(x−Xkv))) =

v ⊗ (Pk(x−Xkv)) =

(Iq ⊗ Pk)(v ⊗ (x−Xkv)). (29)

结合式(27)∼ (29),有
∂RT

1

∂zxk

w t1

t0
(Iq ⊗ Pk)(v ⊗ (x−Xkv))dτ =

[(Iq ⊗ Pk)(v(t)⊗ (x(t)−Xkv(t)))]|t1t0−w t1

t0
(v ⊗ In)(K

T
k RKk+1 +KT

k+1RKk−

Q−KT
k RKk)(x−Xkv)dτ−w t1

t0
(v ⊗ In)K

T
k+1R(u− Ukv)dτ+

w t1

t0
(v ⊗ In)Pkf1(Xk, Uk)vdτ :=

ϕ(t0, t1). (30)

式(30)与下式等价:( w t1

t0
(vT ⊗ (x−Xkv)

T)dτ
)
⊗ Inq×

vec
(∂RT

1

∂zxk
(Iq ⊗ Pk)

)
:= vec(ϕ(t0, t1)). (31)

针对一组有限的时间序列t0 < t1 < . . . < ts,定
义如下矩阵:

Ψ =



( w t1

t0
(vT ⊗ (x−Xkv)

T)dτ
)
⊗ Inq( w t2

t1
(vT ⊗ (x−Xkv)

T)dτ
)
⊗ Inq

...( w ts

ts−1

(vT ⊗ (x−Xkv)
T)dτ

)
⊗ Inq


,

Φ =


vec(ϕ(t0, t1))
vec(ϕ(t1, t2))

...
vec(ϕ(ts−1, ts))

 .

基于式(31)可构建一个矩阵方程

Ψvec
(∂RT

1

∂zxk
(Iq ⊗ Pk)

)
= Φ. (32)

通过最小二乘方法,可求得RT
1 对zxk的偏导,有

∂RT
1

∂zxk
= vec−1

nq×nq((Ψ
TΨ)−1ΨTΦ)(Iq ⊗ Pk)

−1. (33)

假设系统矩阵全部已知,可通过式 (15)获得
RT

1 (z
x, zu)对zx的偏导,有

∂RT
1

∂zx
= (S ⊗ In)− (Iq ⊗AT). (34)

以下引理将证明通过数据获得的偏导和通过模

型获得的偏导是一致的.
引理1 当满秩条件 (22)满足时,对于任何正整

数k,基于最小二乘法通过式 (33)获得的偏导与基于
系统动态信息通过式(34)获得的结果相等.
证明 通过满秩条件 (22)可推出矩阵Γv,x̄k

也是

列满秩的,这表示矩阵Ψ同样列满秩.此时,通过最小
二乘法 (33)可求得式 (32)的唯一解.欲证明此引理,
只要证明式 (34)为 (32)的一个解.因式 (32)本质上是
由式 (30)在不同起止时间下的方程叠加而成,故这里
只需证明对于任意的t0、t1,将式(34)代入(30)使其成
立即可.
将式(34)代入(30)的左边,可得
∂RT

1

∂zxk

w t1

t0
(Iq ⊗ Pk)(v ⊗ (x−Xkv))dτ =

w t1

t0
(S ⊗ In)(Iq ⊗ Pk)(v ⊗ (x−Xkv))dτ−

w t1

t0
(Iq ⊗AT)(Iq ⊗ Pk)(v ⊗ (x−Xkv))dτ =

w t1

t0
[(Sv)⊗ (Pk(x−Xkv))− v ⊗ (ATPk(x−

Xkv))]dτ =
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w t1

t0
[v̇ ⊗ (Pk(x−Xkv))− v ⊗ (ATPk(x−

Xkv))]dτ. (35)

通过李雅普诺夫方程(13),有

KT
k RKk+1 +KT

k+1RKk −Q−KT
k RKk =

KT
k BPk + PkBKk +AT

kPk + PkAk =

KT
k BPk + PkBKk + (A−BkKk)

TPk+

Pk(A−BkKk) =

ATPk + PkA.

式(30)的右边与下式等价:

[(Iq ⊗ Pk)(v(t)⊗ (x(t)−Xkv(t)))]|t1t0−w t1

t0
(v ⊗ In)(K

T
k RKk+1 +KT

k+1RKk−

Q−KT
k RKk)(x−Xkv)dτ−w t1

t0
(v ⊗ In)K

T
k+1R(u− Ukv)dτ+

w t1

t0
(v ⊗ In)Pkf1(Xk, Uk)vdτ =

[v(t)⊗ (Pk(x(t)−Xkv(t)))]|t1t0−w t1

t0
v ⊗ (ATPk(x−Xkv))dτ−

w t1

t0
v ⊗ (PkA(x−Xkv))dτ−

w t1

t0
v ⊗ (PkB(u− Ukv))dτ+

w t1

t0
v ⊗ (Pkf1(Xk, Uk))dτ =

[v(t)⊗ (Pk(x(t)−Xkv(t)))]|t1t0−w t1

t0
v ⊗ (ATPk(x−Xkv))dτ−

w t1

t0
v ⊗ (Pk(ẋ−Xkv̇))dτ. (36)

不难看出,式 (35)与 (36)等价,这表示对于任意
的 t0、t1,将式 (34)代入 (30)使其成立即可.这也表示,
式(33)与(34)获得的结果等价. 2
通过式 (15)和 (16),还可以求得另外两个偏导数,

并且它们均可通过在线学习获得,即
∂RT

1

∂zuk
= −Iq ⊗BT := −Iq ⊗ (RKk+1P

−1
k ),

∂RT
2

∂zxk
= Iq ⊗ CT. (37)

至此,本文针对自适应最优输出调节问题给出一
个新的在线学习算法,即算法1.
算法1 自适应最优输出调节算法.
1)选取一个可接受的反馈增益K0和任意的一

对向量(zx0 , z
u
0 ),令k = 0.

2)通过式 (21)和 (24)求得Pk、Kk+1、R1(z
x
k , z

u
k )

和R2(z
x
k ).

3)通过式(32)和(37)求得
∂RT

1

∂zxk
、
∂RT

1

∂zuk
和

∂RT
2

∂zxk
.

4)通过式(18)得到zxk+1和zuk+1.
5)令 k ← k + 1,重复步骤 2)和步骤 4)直到

max{∥zxk − zxk−1∥, ∥zuk − zuk−1∥, ∥Pk − Pk−1∥} ⩽ ϵ,
其中阈值ϵ > 0.

6)令 k∗ ← k,Xk∗ = vec−1
n×q(z

x
k∗),Uk∗ =

vec−1
m×q(z

u
k∗),Lk∗ = Uk∗ +Kk∗Xk∗ ,获得近似最优前

馈-反馈控制律u = −Kk∗x+ Lk∗v.
文献 [10]已经证明基于算法1学习获得的Pk和

Kk分别收敛于黎卡提方程的解和最优反馈控制增

益,即 lim
k→∞

Pk = P ∗, lim
k→∞

Kk = K∗.本文仅需证明
Xk和Uk的收敛性.该结果在如下定理中给出.

定理1 当满秩条件 (22)满足时,通过算法1求
得的解(Xk, Uk)收敛于调节器方程的解(X∗, U∗).即
lim
k→∞

Xk = X∗, lim
k→∞

Uk = U∗.
证明 由引理1可知,通过式 (32)求得的偏导数

与基于模型求得的结果一致.同时可以看到,通过式
(37)求得的偏导数也与基于模型求得的结果一致.另
外,通过式 (21)和 (24)得到的向量R1(z

x
k , z

u
k ) :=

vec(f1(Xk, Uk))和R2(z
x
k ) := vec(f2(Xk))也与基

于模型的结果相同.这表明通过算法 1更新得到的
zxk+1 = vec(Xk+1)和zuk+1 = vec(Uk+1)与基于模型

的、通过式 (18)更新的结果是等价的.式 (18)本质上
是一个梯度下降方法,当k趋于无穷时,迭代得到的
Xk和Uk会收敛于调节器方程法的解X∗和U∗. 2
基于定理1,经分析可以发现,算法1得到的控制

器为近似最优控制器.该控制器能够保证闭环系统
的稳定性并且使闭环系统实现输出调节.关于稳定
性分析可以参考文献[10].

3 仿真验证

为验证算法1的有效性,本文针对如下线性系统
进行数值仿真:

v̇(t) =

[
0 1

−1 0

]
v(t),

ẋ(t) =

[
0 1

0 0

]
x(t) +

[
0

0.1

]
u(t),

e(t) = [1 0]x(t) + [−1 0]v(t).

权重矩阵分别选为Q = 100I2,R = 1.算法
1的阈值选为 ϵ = 0.001.初始控制增益选为K0 =

[30 40],同时用于梯度下降迭代的初始值为X =
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02×2, U = 01×2.在仿真过程中,假设所有系统矩阵
均未知.通过采集在线状态和输入数据,利用算法 1
迭代矩阵Pk、Kk、Xk和Uk,其迭代结果见图1和图
2.如图所示,当迭代次数k = 99时,收敛条件满足 (见
算法1的步骤5).各矩阵近似值与最优值对比如下:

P99 =

[
173.205 08 99.999 998

99.999 998 173.205 08

]
,

P ∗ =

[
173.205 08 100

100 173.205 08

]
,

K99 = [9.999 999 8 17.320 508],

K∗ = [10.000 0 17.320 508],

X99 =

[
0.999 212 63 2.959 623 7× 10−9

−2.935 651 1× 10−9 0.998 685 36

]
,

X∗ =

[
1 0

0 1

]
,

U99 = [−9.985 923 5 − 0.000 000 042 064 517],

U∗ = [10 0].
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图 1 应用算法1得到矩阵(Pk,Kk)

和最优解(P ∗,K∗)的比较
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图 2 应用算法1得到的成本J(zxk , z
u
k )(该成本越接近0,

表示迭代得到的结果与调节器方程真实解越接近)

采用学习得到的近似最优前馈-反馈控制器,闭
环系统的跟踪效果见图3.如图3所示,当把控制器更
新为学习的控制器后,闭环系统的输出信号可以渐近
地跟踪参考信号.
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图 3 应用算法1学习前后闭环系统跟踪效果比较

4 结 论

本文针对连续时间动态系统的自适应最优输出

调节问题,提出了一种新的控制器设计方法.与现有
方法不同,在系统动态未知的情况下,该方法基于自
适应动态规划和梯度下降法可同时逼近黎卡提方程

和调节器方程的解析解.未来研究将尝试针对一类
非线性输出调节问题设计自适应最优控制器.
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特邀专家 高伟男,东北大学流程工业综合自动化国家重点实验室教授、博士生导师, IEEE

高级会员,美国波士顿三菱电气研究实验室客座教授. 2011年和2013年分获东北大学学士和

硕士学位, 2017年获美国纽约大学博士学位.曾任美国佛罗里达理工学院助理教授、博士生导

师.长期从事人工智能、自适应动态规划、优化控制和输出调节等基础理论研究,并以智能网联

汽车、无人驾驶、电力系统等为具体对象进行基础应用研究.任《自动化学报 (英文版)》“IEEE

TNNLS”“Control Engineering Practice”等控制与人工智能领域国际期刊编委,美国控制会议

程序委员会委员,中国工业人工智能专委会委员.获 IEEE数据驱动控制与学习系统会议最佳论文奖、IEEE实时计

算与机器人国际会议控制最佳论文奖、纽约大学David Goodman研究奖.
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E F专家寄语 百年育人,桃李成林,世纪校庆,师生同心.值此百年校庆之际,衷心祝愿母校宏图

更展,永远闪耀璀璨光芒！
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