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各向同性线性系统理论研究综述
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摘 要: 各向同性线性系统作为一类特殊的线性系统,不仅具有广泛的应用背景,还具备许多一般线性系统不具
有的特殊性质.鉴于此,系统地归纳总结各向同性线性系统的特点,特别是这类系统与其对应的复系数线性系统
之间的关联;此外,讨论对各向同性线性系统设计各向同性反馈的必要性,并以航天器姿态控制系统为例介绍各向
同性线性系统的具体应用实例;结合几类常见的可用各向同性线性系统描述的工程控制系统,对现有的相关结果
进行归纳和介绍;最后对各向同性线性系统进一步的研究方向进行简单的展望.
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An overview of isotropic linear systems theory
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Abstract: As a special kind of linear systems, isotropic linear systems not only have a wide range of engineering
application background, but also have many special properties that are not available in general linear systems. In this
paper, the characteristics of isotropic linear systems are systematically summarized, especially the relationship between
the isotropic linear systems and their corresponding complex coefficient linear systems. In addition, the necessity of
designing isotropic feedback for isotropic linear systems is also discussed, and the spacecraft attitude control system is
introduced as a specific application example of isotropic linear systems. Combining several common types of engineering
control systems that can be described by isotropic linear systems, the study status and existing results of isotropic linear
systems are briefly summarized and discussed. Further research directions are briefly introduced at the end of this paper.
Keywords: isotropic linear systems；complex-valued linear systems；isotropic feedback；spacecraft attitude control

0 引 言

考虑如下线性系统:ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du,
(1)

其状态、输入和输出分别为2n、2m和2p维的列向

量[1],表示为

x =

[
x1

x2

]
, u =

[
u1

u2

]
, y =

[
y1

y2

]
.

其中:xi ∈ Rn, ui ∈ Rm, yi ∈ Rp, i = 1, 2;系统
矩阵A ∈ R2n×2n,控制矩阵B ∈ R2n×2m,输出矩阵
C ∈ R2p×2n和前馈矩阵D ∈ R2p×2m形如

A =

[
A1 −A2

A2 A1

]
, B =

[
B1 −B2

B2 B1

]
,

C =

[
C1 −C2

C2 C1

]
, D =

[
D1 −D2

D2 D1

]
.

这里:Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m, Ci ∈ Rp×n, Di ∈
Rp×m, i = 1, 2.满足如上结构特点的各个矩阵A、

B、C、D为各向同性矩阵,具有此形式的线性系统称
为各向同性线性系统[2-5](isotropic linear system).需
要说明的是,在一些参考文献中,将形如式 (1)的线性
系统称为对称线性系统 (symmetric linear system)[1],
也有文献将其称为斜对称线性系统 (skew-symmetric
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linear system)[6-8].但是一般而言,对称线性系统常用
来表示具有AT = A, CT = B, DT = D形式的系

统,其与斜对称线性系统都有自身特定的含义.为避
免混淆,本文称式 (1)为各向同性线性系统.易见,各
向同性线性系统系数矩阵的维数必为偶数.
本文首先介绍卫星姿态和卫星动量轮姿态控制

系统的动力学模型等典型的各向同性线性系统实例,
以及各向同性线性系统的性质;然后介绍各向同性
线性系统的研究现状;最后对相关问题进行总结和
简单的展望.
为使符号统一且便于表示,给出以下符号说明:

AT、A#、AH和λ(A)分别表示矩阵A的转置、共

轭、共轭转置和特征值集合. j表示单位复向量,即 j =
√
−1. Rm×n和Cm×n分别表示由所有m × n维实矩

阵和m× n维复矩阵组成的集合.当A ∈ Rn×n,A >

(⩾) 0时,表示A是一个对称正定 (半正定)实矩阵;当
A ∈ Cn×n,A > (⩾) 0时,表示A是一个正定(半正定)
Hermitian矩阵;⊗表示Kronecker积.

1 典型实例—–航天器姿态控制系统
为了直观地说明各向同性系统的应用,给出两个

航天器姿态控制系统的典型实例.
首先考虑线性化的航天器姿态控制系统[9].由于

其俯仰系统的运动与滚转-偏航系统的运动是解耦
的,在此不予考虑.滚转-偏航系统线性化运动模型为

q̈1(t) + 4ω2
0σ1q1(t)− ω0(1− σ1)q̇3(t) =

τ1(t)

2J1
,

q̈3(t) + ω2
0σ3q3(t) + ω0(1− σ3)q̇1(t) =

τ3(t)

2J3
.

其中: q = [q1, q2, q3, q4]
T为姿态四元数; τ1(t)和τ3(t)

为控制力矩;σ1 = (J2−J3)/J1,σ3 = (J2−J1)/J3, J1、
J2、J3为航天器的转动惯量;ω0为航天器的轨道角速

率.
取状态变量 x = [q1, q̇1, q3, q̇3]

T和控制变量

u = [τ1(t), τ3(t)]
T,系统的线性化模型可以写为 ẋ =

Ax+Bu,其中

A =


0 1 0 0

−4ω2
0σ1 0 0 ω0(1− σ1)

0 0 0 1

0 ω0(σ3 − 1) −ω2
0σ3 0

 ,

B =


0 0
1

2J1
0

0 0

0
1

2J3

 .

当σ1 = 0, σ3 = 0, J1 = J3时,上述系统成为各向同
性线性系统,满足此条件的航天器也被称为惯量对
称航天器[10].这种航天器在航空航天工程中非常常
用,且此条件可以保证滚转-偏航系统的Lyapunov稳
定性[9].
下面介绍卫星动量轮姿态控制系统的动力学模

型[11-12],对卫星和动量轮建立的坐标系如图1所示.

Hω

ω
0

Ω

θβ Zw

Zs

Xs Ys

ψ

Yw

Xw

θΦ

θα

图 1 卫星动量轮姿态控制系统

同样只考虑滚转-偏航系统,其线性化方程为

Jsxϕ̈+Hwψ̇ + lsϕ̇+ ω0Hwϕ+

Jθ̈α +Hwθ̇β + ω0Hwθα = Tx,

Jszψ̈ −Hwϕ̇+ lsψ̇ + ω0Hwψ+

Jθ̈β −Hwθ̇α + ω0Hwθβ = Tz.

动量轮对应的线性化运动方程为

Jϕ̈+Hwψ̇ + ω0Hwϕ+Hwθ̇β +KwΩθβ+

Jθ̈α + (Kw + dw)θ̇α + (cw + ω0Hw)θα = 0,

Jψ̈ −Hwϕ̇+ ω0Hwψ −Hwθ̇α −KwΩθα+

Jθ̈β + (Kw + dw)θ̇β + (cw + ω0Hw)θβ = 0.

其中: Jsx和Jsz为卫星本体坐标系下x方向和 z方

向的整体横向转动惯量, J为动量轮转子横向转动
惯量,ϕ和ψ为卫星的滚转和偏航姿态角度,Hw为动

量轮的角动量,ω0为轨道角速率, ls为实验室环境的
能量耗散系数, θα和θβ为动量轮转子倾斜运动的相

对角度,Tx和Tz为卫星的外扭矩,Kw为旋转阻尼系

数,Ω为动量轮转速, cw为径向轴承刚度, dw为定子
能量耗散系数.
取状态变量x = [ϕ, θα, ψ, θβ]

T和控制变量u =

[Tx, Tz]
T,则系统状态方程可以写成

Mẍ+Dẋ+Kx = B0u. (2)
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其中

M =


Jsx J 0 0

J J 0 0

0 0 Jsz J

0 0 J J

 , B0 =


1 0

0 0

0 1

0 0

 ,

D =


ls 0 Hw Hw

0 Kw + dw Hw Hw

−Hw −Hw ls 0

−Hw −Hw 0 Kw + dw

 ,

K =


ω0Hw ω0Hw 0 0

ω0Hw cw + ω0Hw 0 KwΩ

0 0 ω0Hw ω0Hw

0 −KwΩ ω0Hw cw + ω0Hw

 .
假设卫星整体对称,有Jsx = Jsz = Js.容易看

出M、D、K、B0都是各向同性矩阵,因此这是一
个“二阶”各向同性线性系统.通过选择合适的状态
变量,“二阶”各向同性线性系统可以转化为形如式
(1)的各向同性系统.为方便后文叙述,记所有维数为
2p× 2q的各向同性矩阵集合为

Sp×q =

{[
A1 −A2

A2 A1

]
: Ai ∈ Rp×q

}
⊂ R2p×2q.

引理1 [13] 考虑形如式 (2)的“二阶”各向同性
线性系统,其中M, D, K ∈ Sn×n, B0 ∈ Sn×m,且有

x =

[
x1

x2

]
∈ R2n, u =

[
u1

u2

]
∈ R2m.

假设M可逆,则M−1D、M−1B0、M
−1K也是各向同

性矩阵.在此基础上,设

M−1D =

[
D1 −D2

D2 D1

]
, M−1K =

[
K1 −K2

K2 K1

]
,

M−1B0 =

[
B1 −B2

B2 B1

]
.

取增广状态变量X = [xT
1 , ẋ

T
1 , x

T
2 , ẋ

T
2 ]

T和控制变量

U = u,则系统(2)可以等价写成式(1),其中

A =


0 In 0 0

−K1 −D1 K2 D2

0 0 0 In

−K2 −D2 −K1 −D1

 ,

B =


0 0

B1 −B2

0 0

B2 B1

 .
需要指出的是,如果简单取增广状态变量X =

[xT, ẋT]T,则对应的一阶系统不是各向同性线性系

统.

2 各向同性线性系统的性质

2.1 各向同性矩阵和对应的复矩阵

容易验证,各向同性矩阵具有如下性质[13]:
1) A,B ∈ Sp×q =⇒ A+B ∈ Sp×q;
2) A ∈ Sp×q, B ∈ Sq×s =⇒ AB ∈ Sp×s;
3) A ∈ Sp×p =⇒ A−1 ∈ Sp×p;
4) 0 ⩽ A ∈ Sp×p =⇒ 0 ⩽ A

1
2 ∈ Sp×p.

为方便讨论,考虑映射ϕ : Sp×q → Cp×q,有

ϕ

([
A1 −A2

A2 A1

])
= A1 + jA2 ∈ Cp×q,

其中A1, A2 ∈ Rp×q.由此可见,ϕ(A)将各向同性
矩阵A映射成一个复数矩阵.定义其逆映射ϕ−1 :

Cp×q → Sp×q [14]为

ϕ−1(A1 + jA2) =

[
A1 −A2

A2 A1

]
,

则如下等式成立[14]:
1) ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B), A ∈ Sp×q, B ∈ Sq×s;
2) ϕ(A+B) = ϕ(A) + ϕ(B), A,B ∈ Sp×q;
3) ϕ(AT) = (ϕ(A))H, A ∈ Sp×q;
4) ϕ(A−1) = (ϕ(A))−1, A ∈ Sp×p;
5) ϕ(A 1

2 ) = (ϕ(A))
1
2 , A ∈ Sp×p;

6) A > (⩾)0 ⇔ ϕ(A) > (⩾)0, A ∈ Sp×p.

2.2 各向同性线性系统对应的复线性系统

针对系统(1),考虑如下状态和输入变换:

z = Hnx ≜
[
z1

z2

]
, v = Hmu ≜

[
v1

v2

]
,

Hk =

√
2

2

[
1 j
1 −j

]
⊗ Ik, k ∈ {m,n}.

其中: zi ∈ Cn, vi ∈ Cm, i = 1, 2.容易看出 z1 =

z#
2 =

√
2

2
(x1 + jx2), v1 = v#

2 =

√
2

2
(u1 + ju2),则系

统(1)可以被等价表述为

ż = HnAH
−1
n z +HnBH

−1
m v =[

ϕ(A) 0

0 ϕ#(A)

]
z +

[
ϕ(B) 0

0 ϕ#(B)

]
v.

在此基础上,变换后的线性系统可重写为ż1 = ϕ(A)z1 + ϕ(B)v1,

ż#
1 = ϕ#(A)z#

1 + ϕ#(B)v#
1 .

注意到上式中第 2个子系统可由第 1个子系统的各
变量取共轭得到,即其中一个子系统是冗余的.因此,
实数域的2n维各向同性线性系统(1)可由复数域的n

维线性系统
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ż1 = ϕ(A)z1 + ϕ(B)v1 (3)

完全描述.线性系统 (3)也被称为各向同性线性系统
(1)所对应的复系统[1].

原系统与复系统之间有紧密的联系.由

HnAH
−1
n =

[
ϕ(A) 0

0 ϕ#(A)

]
可得如下结论.

引理2 [15] 设A ∈ Sn×n,任何ϕ(A)的特征值一

定是A的特征值.反之,如果s0是A的特征值,则s0或

其复共轭s#
0 是ϕ(A)的特征值.

可以看出,对于任何ϕ(A)的特征值s0, s0或其复
共轭s#

0 一定是A的特征值.这进一步表明,各向同性
矩阵A的特征值必须为共轭复数对或成对出现的实

数.此外,可以利用ϕ(A)的特征值集合λ(ϕ(A))推算

出A的特征值集合λ(A)[1,15].进而各向同性线性系统
与其对应的复线性系统的稳定性是等价的,即各向同
性线性系统是稳定的,当且仅当其所对应的复线性系
统是稳定的.

引理3 [16] 各向同性线性系统 (1)的传递函数矩
阵可表示为

G(s) =C(sI −A)−1B +D =[
G1(s) −G2(s)

G2(s) G1(s)

]
.

对应的复系统(3)的传递函数矩阵为

ϕ(G(s)) =ϕ(C)(sI − ϕ(A))−1ϕ(B) + ϕ(D) =

G1(s) + jG2(s).

各向同性线性系统与对应的复线性系统的能控

(能稳)性和能观(能检测)性也是完全等价的.
引理4 设A ∈ Sn×n, B ∈ Sn×m,则 (A,B)能

控 (能稳)当且仅当 (ϕ(A), ϕ(B))能控 (能稳).设A ∈
Sn×n, C ∈ Sr×n,则 (A,C)能观 (可测)当且仅当
(ϕ(A), ϕ(C))能观(可测).

此外,各向同性反馈能保持系统各向同性不变.
引理5 考虑各向同性线性系统 (1)以及状态反

馈u = Kx,如果K ∈ Sm×n,则闭环系统也是各向

同性线性系统.类似地,考虑输出反馈u = Fy,如果
F ∈ Sm×p,则闭环系统也是各向同性线性系统.

2.3 与各向同性线性系统相关的代数方程

本节给出几个与各向同性线性系统相关的代数

方程的解的性质.虽然相关结论的证明比较简单,但
由于没有在文献中找到明确的陈述,为了完整性,本
文给出简略的证明.

引理6 设A ∈ Sn×n, B ∈ Sn×m, Q ∈ Sn×n,

R ∈ Sm×m,且Q ⩾ 0, R > 0, (A,B)能稳, (A,Q 1
2 )能

检测,则代数Riccati方程(ARE)

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0, (4)

有唯一的对称半正定解P ∈ Sn×n.

证明 由于Q ∈ Sn×n, R ∈ Sm×m,有Q
1
2 ∈

Sn×n, R−1 ∈ Sm×m.考虑如下代数Riccati方程:

(ϕ(A))HP + Pϕ(A) + ϕ(Q)−

Pϕ(B)(ϕ(R))−1(ϕ(B))HP = 0. (5)

由于(A,B)能稳,由引理4可知(ϕ(A), ϕ(B))能稳.同
理,由于 (A,Q

1
2 )能检测,可知 (ϕ(A), (ϕ(Q))

1
2 )也能

检测.又因为Q ⩾ 0, R > 0,所以有ϕ(Q) ⩾ 0, ϕ(R)

> 0.根据文献 [17]可知ARE(5)有唯一对称正定解
P > 0.对式(5)各项进行ϕ−1(·)运算,可得

ATϕ−1(P ) + ϕ−1(P )A+Q−

ϕ−1(P )BR−1BTϕ−1(P ) = 0. (6)

又因为 (A,B)能稳, (A,Q 1
2 )能检测,且Q ⩾ 0, R >

0,由文献 [17]可知Riccati方程 (4)有唯一的对称半正
定解P .由于ϕ−1(P ) > 0,将式 (4)与 (6)比较可知必
有P = ϕ−1(P ),这表明P ∈ Sn×n. 2
此外,对于Lyapunov方程和Sylvester方程也具有

类似的结论.
引理7 设A ∈ Sn×n, B ∈ Sm×m,则对于任意

C ∈ Sn×m, Sylvester矩阵方程

AX −XB = C

有唯一解X ∈ Sn×m当且仅当λ(A)
∩
λ(B) = ∅.对

于任意正定矩阵Q ∈ Sn×n,Lyapunov矩阵方程

ATP + PA = −Q

有唯一对称正定解P ∈ Sn×n当且仅当 ẋ = Ax渐近

稳定.
类似结论在离散情形同样成立,具体细节略.

2.4 各向同性反馈的必要性

各向同性线性系统的特点是可以等价转化为维

数是其一半的复数系统.此外,针对特定各向同性线
性系统进行反馈设计时,往往期望所设计的闭环系统
仍然保持各向同性.在控制器设计过程中,保持系统
的各向同性将会对系统的性能产生有益的影响.举
例来说:针对工业过程中常见的旋转圆盘控制系统,
相比于不保持各向同性的控制方法,保持各向同性的
控制方法将有效地抑制圆盘系统的横向震颤,从而提
升系统的控制性能和使用寿命;又如滚转导弹,保持
该系统的各向同性,能够使其在飞行过程中以纵向对
称轴为旋转轴进行低速自旋,从而简化系统的控制器
设计,并在一定程度上降低加工误差对控制系统的影
响[18-19].根据引理5,如果反馈增益是各向同性矩阵,
则闭环系统一定是各向同性线性系统.现在的问题
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是,如果反馈增益不是各向同性矩阵,则闭环系统还
可能是各向同性线性系统吗？下面的引理回答了这

个问题.
引理8 设(A,B,C) ∈ (Sn×n ×Sn×m ×Sp×n),

且 rank(B) = 2m, rank(C) = 2p,则A + BKC ∈
Sn×n当且仅当K ∈ Sm×p.

证明 由于A ∈ Sn×n,有A + BKC ∈ Sn×n

当且仅当BKC ∈ Sn×n.充分性显然,下面证明必要
性.设

B =

[
B1 −B2

B2 B1

]
, C =

[
C1 −C2

C2 C1

]
,

K =

[
K1 K2

K3 K4

]
,

其中Ki(i = 1, 2, 3, 4)的维数相同.则有

BKC =

[
B1T1 −B2T2 B1T3 −B2T4

B2T1 +B1T2 B2T3 +B1T4

]
.

其中:T1 = K1C1+K2C2, T2 = K3C1+K4C2, T3 =

K2C1 − K1C2, T4 = K4C1 − K3C2.因此,BKC ∈
Sn×n当且仅当B1T1 −B2T2 = B2T3 +B1T4,

B2T1 +B1T2 = B2T4 −B1T3.

由上式可得

B

[
K1 −K4 K2 +K3

K2 +K3 K4 −K1

]
C = 0.

由于 rank(B) = 2m, rank(C) = 2p,上式有唯一解

K1 −K4 = 0,K2 +K3 = 0,即K ∈ Sm×n.2
由引理 8可知,在条件 rank(B) = 2m以及

rank(C) = 2p的前提下,如果反馈增益不是各向同
性矩阵,则闭环系统一定不是各向同性线性系统,这
表明各向同性反馈是必要的.
注意到 rank(B) = 2m这一假设的物理意义是每

个控制量对系统的控制作用都是独一无二的,即任何
一个控制量不能由其他控制量 (或其线性组合)所代
替,这是合理的.事实上,如果不满足这一假设,则可
以通过引入输入变换ϕ−1(M)(其中M ∈ Cm×m且可

表示为 M = M1 + jM2)去掉能用其他控制量 (或其
线性组合)所代替的控制量,此时ϕ(B)M满足

ϕ(B)M = [ϕ(B̄) 0],

其中 ϕ(B̄) = B̄1 + jB̄2 ∈ Cn×m̄,且满足
rank(ϕ(B̄)) = m̄ < m.不难验证B矩阵经变换后

将满足

Bϕ−1(M) =

[
B̄1 0 −B̄2 0

B̄2 0 B̄1 0

]
= 0.

类似的讨论对C也成立.若C = I ,上述引理所讨论

的输出反馈问题则转化为状态反馈问题,此时有类似
的结论成立.
下面从最优控制的角度说明各向同性反馈的必

要性.考虑如下二次性能指标:

J(u) =
w ∞

0
(xTQx+ uTRu)dt, (7)

其中Q ⩾ 0, R > 0为加权矩阵.由 z = Hnx和

v = Hmu可得

J(u) =
w ∞

0
(zHHnQH

−1
n z + vHHmRH

−1
m v)dt.

其中: z = [zT
1 , z

H
1 ]

T, v = [vT
1 , v

H
1 ]

T.由于z1与z#
1 一

一对应, v1与 v#
1 一一对应,从设计简单的原则出发,

性能指标函数只需要取z1和v1的二次型即可,即

J(u) =
w ∞

0
(zH

1 Qzz1 + vH
1 Rvv1)dt,

其中Qz = Q1 + jQ2 ⩾ 0,Rv = R1 + jR2 > 0为适

当的加权矩阵.显然有Q1 = QT
1 , Q2 = −QT

2 , R1 =

RT
1 , R2 = −RT

2 .注意到w ∞

0
zH
1 Qzz1dt =

1

2

w ∞

0
(x1 + jx2)H(Q1 + jQ2)(x1 + jx2)dt =

1

2

w ∞

0
(xTϕ−1(Qz)x+ jxTφ−1(Qz)x)dt,

φ−1(Qz) =

[
Q2 Q1

−Q1 Q2

]
.

可以看出xTφ−1(Qz)x ≡ 0.对
w ∞

0
vH
1 Rvv1dt进行相

似的分析后可得

J(u) =
1

2

w ∞

0
(xTϕ−1(Qz)x+ uTϕ−1(Rv)u)dt.

其中:ϕ−1(Qz) ⩾ 0, ϕ−1(Rv) > 0.将上式与式 (7)比
较应有xTQx = xTϕ−1(Qz)x, u

TRu = uTϕ−1(Rv)u,

∀x, u.这等价于Q = ϕ−1(Qz)以及R = ϕ−1(Rv),即

Q和R都是各向同性矩阵.以上分析表明,对于各向
同性线性系统,相应的二次性能指标函数的加权矩阵
应取为各向同性矩阵.另一方面,根据引理6可知,最
优控制所对应的Riccati方程的正定解也是各向同性
矩阵,因此相应的最优反馈控制律

u(t) = −R−1BTPx(t),

也是一个各向同性反馈.这表明对各向同性线性系
统设计各向同性反馈确实具有独特的意义和必要性.

使用一般线性系统的设计方法对各向同性线性

系统进行控制器设计时,往往不能保证所得控制律是
各向同性的.因此,有必要将各向同性系统先转化为
对应的复线性系统,再针对此复线性系统设计复系数
的反馈控制律,最后将此复系数反馈控制律还原成实
系数.在这种情况下,控制律的各向同性特性能够得
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到保证.
例 1 考虑前文介绍的惯量对称卫星姿态控

制系统.简便起见,对系统进行无量纲化处理并设
ω0 = 1, J1 = J3 = 1/2.现考虑该系统的状态反

馈极点配置问题.设期望的闭环系统的极点集合为
{−1 + j,−1 − j,−2,−2},可以得到如下反馈控制增
益:

K =

[
0 2 −2 0

4 1 4 4

]
,

满足期望闭环极点要求.显然这不是一个各向同
性反馈增益,下面针对其对应的复系统进行极点
配置.根据引理2,取期望的闭环系统的极点集合为
{−1 + j,−2},得到该极点集合所对应控制增益为

ϕ(K) = [2− 2j 3− 2j].

其对应的实反馈增益为

K =

[
2 3 2 2

−2 −2 2 3

]
.

这便是一个各向同性反馈增益.

3 研究现状

3.1 各向同性线性系统的应用背景

各向同性系统作为一类特殊的实系数线性系

统,在实际工程应用中存在很多实例,如各向同性
转子-轴承系统[3,5,20-25]、 陀螺仪[26-27]、 磁轴承系

统[3,8,28-32]、旋转圆盘[2,3,33-37]、磁悬浮飞轮转子系统[6]、

滚转导弹[38-41]、高速动量轮[11-12]等旋转机械系统,以
及双馈感应电机[42-43]、自激感应发电机[15,44]、三相

LCL逆变器[1,45]、三相转换器[16]、滤波器[46-47]等电力

系统等.这些系统涵盖了军事、能源、航天、工业等很
多方面,密切影响着日常生活.此外,对于一些非各向
同性线性系统,在参数满足一定约束条件或对各向异
性部分采用消除控制[8,20,25,28,48]后,同样可以转化为
各向同性线性系统.

值得一提的是,一直以来广大学者对于各向同性
系统的研究大多针对具体系统,针对一般各向同性系
统的分析与设计理论尚没有得到系统性的总结与归

纳.因此,本文所介绍的关于各向同性线性系统地研
究大多结合具体应用实例,而系统性地探讨各向同性
线性系统的理论工作较少.

3.2 复数域线性系统的研究现状

各向同性线性系统转化为对应的复系统后,系统
的维数降为原来的一半,这使得对系统 (特别是高阶
系统)的分析和设计变得简单[49].文献[50]也指出,复
数域处理方法在展示系统结构的几何关系等方面具

有一些实数域下处理方法不具备的优点.以上原因

使得复数域处理方法在很多系统分析和设计问题中

得到了大量使用.
复数域线性系统作为一般线性系统的一种自然

延伸得到学者们的广泛关注,并取得了许多优秀成
果.文献 [51]将Kharitonov准则扩展到对不确定复系
数多项式零点的判定中.文献 [52-54]将部分鲁棒控
制理论的结果推广到复数域模型中.文献 [55]表明
了复系统的引入会简化不同区域中的鲁棒控制和极

点配置问题的处理过程,同时推导了实系统与相应
复系统之间反馈控制律的联系,并通过使用复系统
的代数Riccati方程确定了将系统所有极点配置到设
定的区域时反馈控制矩阵各参数需要满足的容许范

围.但需要指出,文献 [55]所述方法只能用于处理单
输入系统,同时要求系统的所有极点为复数对,即不
能含有实极点.在方程求解方面,文献 [56]针对标量
和矩阵形式的具有复系数的离散时间各向同性多项

式方程展开研究,提出并评估了几种求解算法.文献
[57]提出一种针对具有误差变量的分数阶单输入单
输出复系数线性动力系统的递归式参数辨识算法,获
得了比递归最小二乘法更高的精度.文献 [58]针对
复系统的能控能观性、稳定性、特征值配置、镇

定、线性二次型调节、状态观测器设计等问题进行

分析,建立了比较完整的分析设计方法,并对复系统
分析设计框架进行了初步的总结.文献 [58]给出一
种将一般实线性系统转化为对应复系统的分析设计

方法,对复系统的应用框架进行了进一步的拓展.文
献 [59]研究了与复系数线性系统极点配置相关的几
种线性矩阵方程的性质和求解算法,并使用航天器交
会系统对该方法进行了仿真验证.文献 [60]针对离
散时间复系统的二次最优控制问题的求解进行了系

统性研究,并将所设计的方法应用于时滞复系统的镇
定中.文献 [61-62]研究了复系统的有限时间滑模控
制问题.
除了系统稳定性分析与控制外,复数域下的动态

系统在其他领域也得到了较为广泛的研究:文献 [63]
为复数神经网络开发了自适应控制律;文献 [64]开发
了一种复数域下的带通 sigma增量调制器,并通过使
用实传递函数对同阶的调制器进行性能改进;文献
[65]介绍了复多项式在移动通信中的应用;文献 [66]
则对无线系统中使用复信号处理方法做了相关介绍.

3.3 各向同性线性系统的频域研究现状

如前所述,针对各向同性线性系统的研究大多
结合具体的应用实例.对于滚转导弹控制系统,文献
[38]将PD控制器应用于采用永磁直流电动机的伺服
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机构的设计,对不同参数选择下系统运行的安全区域
进行了分析与界定;文献 [39-41]将天线罩寄生回路
引入雷达制导滚转导弹的制导系统,使用更贴合实际
的模型对系统进行稳定性分析与控制器设计;文献
[67]考虑了导弹捷联导引头的延迟效应.这些文献均
是通过建立复系数微分方程,基于复Routh–Hurwitz
稳定性准则[68]给出了不同情形下此类导弹锥形运动

动态稳定的充要条件.
对于电力系统,文献 [1, 42]介绍了各向同性线性

系统在状态空间和频域上的一般性质,扩展了文献
[16]针对复系数下根轨迹法的研究成果,并在此基础
上对双馈感应电机控制器和三相LCL逆变器进行了
稳定性分析与控制器设计.文献 [69]介绍了用复传
递函数和传递矩阵对交流电机、电阻-电感-电容元
件、电力电子转换器等三相动态系统进行建模和分

析的方法,并总结了在频域框架下系统坐标变换、频
率响应以及系统闭环稳定性等问题的研究成果.文
献 [43]使用复Hurwitz判据给出了双馈感应电机保
证定子电流控制器稳定性的参数条件,文献 [70]则进
一步扩展了这一成果,提出了3种设计双馈感应发电
机动态控制器的算法,通过使用复数域处理方法对
定子电压定向控制律的分析和设计过程进行进一步

简化.文献 [15]将复Hurwitz判据用于解决由零平衡
状态的不稳定性造成的感应发电机中的自发自激问

题,并给出了最小负载时的电阻值和电容值范围以
及出现自发自激的速度范围.类似地,文献 [44]将复
Hurwitz判据用于自激感应发电机系统的稳定性分
析.文献 [71]全面地将三相交流系统中的复矢量表
示扩展到控制系统,针对传递函数、Nyquist稳定性判
据以及Bode图分析等频域领域的常见问题进行了总
结与讨论.文献 [72]对一般复系统的PID控制器设计
问题进行了分析和讨论.
对于旋转机械控制系统,文献 [34]使用有限维子

系统的模态控制方法对旋转圆盘系统进行分析,导出
了确定闭环系统极点的多项式方程,并建立了闭环
系统稳定性的充分条件.文献 [23,35]分别将定向频
率响应函数方法用于旋转轴承各向同性和各向异性

部分的测试以及旋转圆盘前向和后向模态运动的识

别和分离中.文献 [30]基于扩展影响系数法,提出了
一种有效且易于使用的原位跳动识别方案,实现了
对主动磁轴承系统的高精度控制.文献 [21]通过对
转子-轴承运动控制系统进行线性化,将系统的平移
和旋转运动模式进行解耦,并使用Routh-Hurwitz稳
定性判据给出了解耦后各子系统渐近稳定的充分条

件.文献 [6]提出了一种基于复系数频率特性法的旋
转模态稳定性判据,并将其用于具有陀螺效应和弯曲
模态的高速磁悬浮飞轮转子前后向旋转模态的稳定

性分析.文献 [8,28]改变了传统的集中式PID控制方
法,在复数域下提出了解耦平移和锥形模态的基于传
递函数的特征值分配算法,获得了闭合形式的独特
PID控制器,从而保持轴承的各向同性特性不变.通
过对飞轮储能系统的仿真可以看出,文献 [8,28]所提
出算法相对于传统控制方法而言对相位滞后所引起

的轻度阻尼和不稳定锥形模态能够保持更充足的稳

定裕度.

3.4 各向同性线性系统的时域研究现状

在旋转机械最优控制方面,文献 [3]将复数域下
的两种基于代数Riccati方程的区域极点配置方法用
于各向同性转子-轴承系统、磁轴承系统和旋转圆盘
的振动控制,并建立了复数域下特征值虚部符号与相
应模态相对于旋转方向前向或后向的旋转特征间的

相互关系.文献 [20, 24-25, 48]在复数域下对各向同
性转子-轴承系统的各向同性最优控制器进行设计,
所设计控制器在使用更少能量的情况下保持了系统

的各向同性以及较小的主旋转半径,在抑制不平衡旋
转方面相较传统最优控制方法具有更好的效果.文
献 [2,37]在复数域下提出了旋转圆盘的最优振动控
制方法,特别地,文献 [37]还将一种选择加权矩阵的
方法用于最优控制器的设计中.文献 [29]采用复数
域下的PD控制器,实现了对主动磁轴承中转子的最
优振动控制.
在旋转机械模态分析处理方面,文献 [1, 73-74]

针对旋转机械的模态和伴随模态参数识别问题提出

了复模态测试方法,该方法保留模态的关键方向性信
息,实现了对前后向模态的清晰物理洞察,并且能够
在频域中对模态进行分离,做到了传统方法无法实
现的有效模态参数的识别.此外,文献 [75]采用模态
分析方法研究了无阻尼分布参数旋转轴的强迫响应;
文献 [76]将模态分析应用于具有各种边界条件的连
续转子系统;文献 [77]在对转子-轴承系统进行模态
分析的基础上,提出了一种对此类系统进行振动控制
的方法;文献 [78]则综述了旋转机械模态测试和分析
方法的部分研究,在总结上述研究成果的基础上对模
态分析方法的优点进行了进一步的归纳与介绍;文
献 [5,79]通过坐标变换,将周期时变线性微分方程转
换为等效的时不变线性微分方程,并在此基础上建立
了周期时变参数转子系统的模态分析算法.
除上述研究成果外,文献 [22]将平衡模型降阶技
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术应用于转子轴承系统中,为此类系统的动态分析
和控制提供了一个有效的模型.文献 [36]通过构建
相关实验过程对圆盘振动主动控制的实现进行了介

绍.文献 [31-32]使用冗余轴承坐标系对磁轴承系统
进行建模,简化了运动方程,并提供了解耦PD控制器
的设计方案.

4 总结与展望

本文系统地归纳总结了各向同性线性系统的性

质,特别是各向同性线性系统及其对应的复系统之间
的关系.对各向同性反馈的必要性进行了一定程度
的探讨,同时以航天器姿态控制系统为例介绍了具体
的各向同性系统模型.考虑到现有文献对各向同性
线性系统的研究大多结合具体工程实例,本文结合几
类常见工程系统对各向同性系统的研究现状进行了

简单归纳和介绍.
由于旋转特性在自然界以及实际工程中的广泛

存在,研究描述旋转特性的各向同性线性系统具有十
分重要的理论意义与工程价值.针对各向同性系统
共性问题的研究,有助于从理论层面推动各向同性系
统的发展,并为相关工程问题提供理论基础和技术支
持.下面简单介绍现有针对各向同性系统的研究成
果的不足之处与未来的发展趋势:

1)各向同性线性系统的有限时间控制.注意到
目前已有部分文献针对复系统的滑模有限时间控制

问题展开研究,但是与实线性系统相比,复线性系统
以及其所对应的各向同性线性系统的有限时间控制

研究尚有较大的发展空间,而有限时间控制无疑会提
升如旋转导弹等诸多实际系统的控制性能,因此针对
各向同性线性系统的有限时间控制研究是十分必要

的.
2)各向同性线性系统的抗扰与鲁棒控制.扰动

与不确定性广泛存在于实际控制系统中,各向同性线
性系统也不例外,比如电机系统中元器件的老化、导
弹飞行中大气参数的变化以及地球摄动等,这些内外
部干扰都会或多或少地影响系统的控制效果,因此设
计合适的抗扰与鲁棒控制器对这些系统进行控制从

而进一步提升其控制效果是十分必要的.
3)各向同性线性系统的自适应与优化控制.除

抗扰控制外,自适应控制也是消除控制系统中不确定
参数影响的有效方法,针对如感应电机、电网等运行
时间较长的系统,如何设计自适应优化控制方法以降
低工作工程中因环境变化所产生的慢变参数对系统

控制的影响,对提升该类系统的控制性能有着重要的
意义.

4)各向同性线性系统与一般线性系统间的转
化.由于各向同性线性系统可以转化为系数为复数
的一般线性系统,现有的设计理论多基于复系统进行
设计,但是各向同性线性系统仍具备其独有的研究问
题.例如,对于一般情形下的非各向同性线性系统,是
否可以通过状态变换和/或反馈使得其成为各向同性
系统,如何在运行过程中保证线性系统的各向同性不
变等,这些问题都值得深入探讨.
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