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基于隐式积分的广义离散趋近律

王 聪, 夏红伟†, 任顺清
(哈尔滨工业大学航天学院，哈尔滨 150001)

摘 要: 针对传统基于前向欧拉近似的离散趋近律存在数值抖振的问题,首先,提出一种衍生于后向欧拉积分的
广义离散趋近律,该广义离散趋近律具有全局无抖振收敛特性,并释放更多的参数设计自由度;然后,揭示趋近律
参数对滑模变量收敛速率的影响关系,为参数整定提供理论依据;最后,在考虑系统不确定性时,给出滑模面最终
的边界层,验证所设计的趋近律可同时确保系统的快速瞬态响应和高精度控制.数值仿真验证了所提出算法的有
效性.
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Generalized discrete reaching law based on implicit integration
WANG Cong, XIA Hong-wei†, REN Shun-qing
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Abstract: A novel backward Euler integration-based generalized discrete reaching law is proposed for the numerical
chattering in the traditional forward Euler approximation of reaching law. Firstly, the proposed reaching law exhibits
globally chattering-free convergence, and releases more freedom degrees for parameter design. Moreover, the influence
relationship of parameters on the convergence rate of sliding variables is established, which provides a theoretical
foundation for parameter tuning. Finally, when taking into account the uncertainty of systems, the final boundary layer
of sliding surface is deduced, and it is proved that the designed reaching law can guarantee the fast transient response
and high-precision control of the closed-loop system at the same time. Numerical simulations validate the effectiveness
of the proposed algorithm.
Keywords: sliding mode control；reaching law；implicit integration algorithm；disturbance compensation；
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0 引 言

滑模变结构控制因其强鲁棒性而得到广泛应

用[1-2].当系统处于滑动模态时,对满足匹配条件的参
数变化和外部干扰具有高度鲁棒性.一般而言,滑模
变结构控制由趋近运动和滑模运动两部分组成.为
了定制趋近运动过程的动态品质,文献 [3]提出两种
经典的趋近律方法,即指数趋近律和幂次趋近律.指
数趋近律在远离滑模面时具有较快的收敛速度,但是
在接近滑模面时会产生高频抖振;幂次趋近律能够
保证滑模面的有限时间到达性,但是在远离滑模面时
收敛速度较慢.文献 [4]设计了一种同时包含指数项
和幂次项的快速幂次趋近律,该方法在远离和接近滑

模面时均具有较快的收敛速率,并有效削弱了抖振影
响.文献 [5]提出了一类具有全局快速固定时间收敛
特性的双幂次趋近律,并估计算法的收敛时间.
随着各类可编程微处理器的出现和发展,在实际

应用中越来越多的滑模控制器采用直接数字化方式

实现[6],因此有必要发展各种连续滑模控制算法的离
散递推形式.应用前向 (显式)欧拉积分方法,文献 [7]
给出了指数趋近律的离散表达式,并指出系统不可能
精确收敛至滑模面上,取而代之的是在滑模面附近的
一个边界层内作准滑模运动,且该边界层被称为准滑
模域.文献 [8]提出了一种带有扰动动态补偿的离散
趋近律,并分析了准滑模域内外系统动态.文献 [9]利
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用双曲正切函数和二阶扰动补偿技术,进一步减轻抖
振的影响.文献 [10]为离散快速幂次趋近律设计了
自适应控制增益,该自适应函数在滑模运动不同阶段
智能修正控制增益大小,从而在保持较高控制精度的
同时,减少滑模面到达时间.文献 [11]提出了一种基
于幂次趋近律的离散多周期重复控制方法,以解决多
周期干扰的抑制问题.文献 [12]提出了一种新的离
散滑模趋近条件,比传统趋近条件具有更快的收敛速
度.
值得注意的是,以上文献大多基于显式欧拉积分

策略设计离散趋近律.许多学者已证明:即使系统没
有受到任何干扰和不确定性,显式欧拉近似仍然可能
表现出数值抖振 (或称为离散化抖振)现象,特别是对
于非线性系统[13-14].后向 (隐式)欧拉离散化能够在
不改变原算法结构的基础上,提供全局渐近收敛来彻
底消除离散化抖振.隐式离散超螺旋算法可转化为
解二次方程的问题,从而得到其前向迭代方程,因此
引起了控制界的广泛关注[15].为了处理离散终端滑
模控制中的数值抖振问题,文献 [16]提出了齐次终端
滑模的隐式离散化算法,然而,其局限性在于需要求
解滑模面的非线性方程.
借鉴上述工作,可将隐式欧拉积分技术引入离散

趋近律的设计中,但是隐式离散趋近律不具有前向递
归形式,因此面临着计算复杂度高、实际实施困难等
问题.本文提出一种新型广义离散趋近律,并给出其
参数整定策略.与显式离散趋近律相比,所提出趋近
律算法可完全消除控制中的数值抖振;与隐式离散
趋近律相比,所提出趋近律算法具有显式递归方程,
极具实用性.另外,通过调节控制参数,所提出趋近律
滑模控制方法能够在提高趋近速率的同时,进一步改
善系统的控制精度.

1 系统和问题描述

考虑如下不确定离散时间系统:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + d(k). (1)

其中:x(k) ∈ Rn为系统状态,u(k) ∈ R为控制输入,
d(k)∈Rn为不确定性和干扰,A、B为已知常数矩阵.
若离散时间系统 (1)是通过 0阶保持器得到的,则有
以下假设.

假设1 [17] 经过0阶保持器离散化后,离散时间
系统(1)中的扰动项满足

δ(k) ≜ d(k)− d(k − 1) = O(h2).

其中:h为离散步长,O(h2)为δ(k)的幅值在O(h2)量

级上.
选取常用的线性滑模面如下式所示:

s(k) = Cx(k), (2)

其中C ∈ R1×n且CB ̸= 0.对于快速幂次趋近律 ṡ =

−αs − β|s|γsgn(s)(α> 0,β > 0, 0<γ < 1),采用显式
欧拉方法,可得到如下离散趋近律:

s(k + 1) = (1− αh)s(k)− βh|s(k)|γsgn(s(k)). (3)

通过代数运算,式(3)可重写为

s(k + 1) = (1− αh− βh|s(k)|γ−1)s(k). (4)

为了满足离散滑模到达条件[6]

s2(k + 1)− s2(k) < 0, (5)

必须有

|1− αh− βh|s(k)|γ−1| < 1. (6)

由式(6)可得到s(k)的准滑模域为

Ωe ≜
{
s(k)

∣∣∣|s(k)| ⩽ ( βh

2− αh

)1/(1−γ)}
. (7)

式(7)表明快速幂次趋近律的显式欧拉近似无法精确
收敛至滑模面s(k)=0上,而只能在Ωe内产生离散化

抖振.观察式(3),可发现数值抖振现象的原因如下:当
s(k)∈Ωe时,有 |s(k)|<αh|s(k)| + βh|s(k)|γ ,从而导
致在离散步长h内的过控制作用.显式离散趋近律不
能继承其连续对应版本的良好特性,因此有必要设计
一个全局收敛的离散趋近律.

2 广义离散趋近律设计和分析

利用隐式欧拉离散化技术,可得到快速幂次趋近
律的离散等效形式为

s(k + 1) = s(k)− αhs(k + 1)−

βh|s(k + 1)|γsgn(s(k + 1)). (8)

观察式 (8)不难发现, s(k)与s(k + 1)的符号相同,且
在整个实数域满足 |s(k + 1)|< |s(k)|.虽然离散趋近
律(8)可完全消除数值抖振,但是无法获得s(k+ 1)的

解析表达式.为了同时实现式 (8)的全局收敛和显式
实施,一个折中的策略是选择γ=1/2,然后有

(s(k)− (1 + αh)s(k + 1))2 = β2h2|s(k + 1)|. (9)

求解关于s(k + 1)的二次方程(9),得到

s(k + 1) = −
√
β4h4 + 4β2h2(1 + αh)|s(k)|

2(1 + αh)2
×

sgn(s(k)) +
s(k)

1 + αh
+

β2h2sgn(s(k))
2(1 + αh)2

.

(10)

一方面,若γ ̸=1/2,则很难从式 (8)中获得滑模变
量的显式迭代方程;另一方面, γ值应可调以获得更
多的参数选择自由度实现更好的控制性能.因此,基
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于隐式离散趋近律 (8),提出一个推广的参数可调离
散趋近律,如下式所示:

s(k + 1) = fq(k) =

γ1sgn(s(k))
(1 + αh)

1
γ1

×
[ 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 + (βh)

1
γ2 −

(( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 + (βh)

1
γ2

) 1
γ3 −( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3
)γ3

]
. (11)

其中: 1/2 ⩽ γ1 < 1, 1/2 ⩽ γ2 < 1, 0 < γ3 ⩽ 1/2.当
γ1=γ2=γ3=1/2时,式 (11)成为隐式离散趋近律 (8);
当γ3 → 0时,有s(k + 1) → 0,此时式(11)成为等效控
制方法.
引理1 [18] 对于任意的a>0, b⩾0和p>1,有

(a+ b)p ⩾ ap + bp. (12)

定理1 离散趋近律 (11)能够将从任意初始状
态s(0)出发的滑模变量驱使至滑模面s(k) = 0上,且
趋近运动过程完全无抖振.

证明 由于( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3 ⩾ 0, (13)

有

1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 + (βh)

1
γ2 ⩾[( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 + (βh)

1
γ2

) 1
γ3 −( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3
]γ3

. (14)

再由式 (11)和 (14),可知 s(k)与 s(k + 1)的符号相

同.考虑1/γ3>1和引理1,则有(
(βh)

1
γ2 +

1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3 ⩾

(βh)
1

γ2γ3 +
( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3
. (15)

由式(15)进一步可推导得到[(
(βh)

1
γ2 +

1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3 −( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3
]γ3

− (βh)
1
γ2 ⩾ 0. (16)

此外,以下不等式显然成立:
1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 − 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1 =

−αh

γ1(1 + αh)
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1 < 0. (17)

基于式(11),有

s(k + 1)− s(k) =

γ1sgn(s(k))
(1 + αh)

1
γ1

×

[ 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 − 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1 +

(βh)
1
γ2 −

(( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 + (βh)

1
γ2

) 1
γ3 −( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3
)γ3

]
(18)

和

s(k + 1) + s(k) =

γ1sgn(s(k))
(1 + αh)

1
γ1

×[ 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 +

1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1 +

(βh)
1
γ2 −

(( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1 + (βh)

1
γ2

) 1
γ3 −( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1−γ1
γ1

) 1
γ3
)γ3

]
. (19)

若s(k) = 0,则由式 (11)可得s(k + 1)= 0;若s(k)> 0,
则结合式 (14)、(16)和 (17)可知s(k + 1) − s(k)<0和

s(k + 1) + s(k)> 0成立;同理可知,若s(k)< 0,则有
s(k+1)−s(k)>0和s(k+1)+s(k)<0.综上所述,离
散趋近律(11)总是满足s2(k+1)⩽s2(k),且等号仅在
s(k)=0时成立,故离散滑模变量具有全局收敛性.由
于s(k)s(k+1)⩾0,滑模变量不会穿过滑模面,从而完
全消除抖振影响. 2
注1 显式离散趋近律 (3)会产生数值抖振,隐式

离散趋近律 (8)实施困难,所提出离散趋近律 (11)结
合两者优势,既能够给出前向递归方程,又能够提供
全局无抖振收敛.
接下来,为了揭示参数γ1、γ2和γ3对于趋近运动

的影响规律,给出如下定理.
定理2 离散趋近律 (11)的趋近速度可通过改

变其参数调节.具体而言, γ1和γ2的值越大,或γ3的

值越小,滑模变量的收敛速率便越快.
证明 定义∆s(k)=s(k+1)− s(k),则由式(11),

得到

∆s(k) =

−
[((

|s(k)|+ γ1(βh)
1
γ2

(1 + αh)
1−γ1
γ1

) 1
γ3 − |s(k)|

1
γ3

)γ3

−

γ1(βh)
1
γ2

(1 + αh)
1−γ1
γ1

]sgn(s(k))
1 + αh

− αhs(k)

1 + αh
. (20)

由定理1可知 |s(k+1)|⩽ |s(k)|且s(k+1)s(k)⩾
0,继而得到s(k)∆s(k) ⩽ 0.因此,∆s(k)能够反映滑

模变量的收敛速率,且其值越大,滑模面的趋近速度
越快.定义变量

y = γ1(βh)
1/γ2/((1 + αh)1/γ1−1), (21)

z = ((|s(k)|+ y)
1
γ3 − |s(k)|

1
γ3 )γ3 − y, (22)
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则z对y的偏导数为

∂z

∂y
=

(|s(k)|+ y)1/γ3−1

((|s(k)|+ y)1/γ3 − |s(k)|1/γ3)1−γ3
− 1 =( (|s(k)|+ y)1/γ3

(|s(k)|+ y)1/γ3 − |s(k)|1/γ3

)1−γ3

− 1 ⩾ 0. (23)

由式 (21)和 (23)易得到
∂y

∂γ1
> 0,

∂y

∂γ2
> 0,

∂z

∂γ1
=

∂z

∂y

∂y

∂γ1
⩾ 0,

∂z

∂γ2
=

∂z

∂y

∂y

∂γ2
⩾ 0.求取z关于γ3的一

阶偏导数如下式所示:
∂z

z∂γ3
= ln((|s(k)|+ y)

1
γ3 − |s(k)|

1
γ3 )−

(|s(k)|+ y)
1
γ3 ln(|s(k)|+ y)− |s(k)|

1
γ3 ln(|s(k)|)

γ3((|s(k)|+ y)
1
γ3 − |s(k)|

1
γ3 )

.

(24)

考虑y>0和引理1,得到

z = ((|s(k)|+ y)
1
γ3 − |s(k)|

1
γ3 )γ3 − y ⩾

((y)
1
γ3 )γ3 − y ⩾ 0. (25)

对于式(24)中的第2项,有如下不等式成立:

(|s(k)|+ y)
1
γ3 ln(|s(k)|+ y)− |s(k)|

1
γ3 ln(|s(k)|)

(|s(k)|+ y)
1
γ3 − |s(k)|

1
γ3

⩾

(|s(k)|+ y)
1
γ3 ln(|s(k)|+ y)

(|s(k)|+ y)
1
γ3 − |s(k)|

1
γ3

−

|s(k)|
1
γ3 ln(|s(k)|+ y)

(|s(k)|+ y)
1
γ3 − |s(k)|

1
γ3

= ln(|s(k)|+ y). (26)

由式(24)和(26),得到
∂z

z∂γ3
⩽ ln((|s(k)|+ y)

1
γ3 − |s(k)|

1
γ3 )−

1

γ3
ln(|s(k)|+ y) =

ln
(
1−

( |s(k)|
|s(k)|+ y

) 1
γ3
)
⩽ ln(1) = 0. (27)

于是,
∂z

∂γ3
⩽0,定理2得证. 2

在离散趋近律设计中,为了提高滑模控制的鲁棒
性,常引入一个扰动补偿项,即

s(k + 1) = fq(k) + Cδ(k). (28)

定理3给出了滑模变量的最终收敛精度.
定理3 通过增加γ1和γ2的值,并减少γ3的值,

带有扰动补偿的趋近律 (28)将收敛至滑模面的如下
边界层:

Ωd ≜ {s(k)||s(k)| ⩽ (1 + αh)ξ},

其中ξ = sup
k⩾0

(Cδ(k))=O(h2).

证明 由类似于式 (18)和 (19)的推导可知,当
|s(k)|>ξ和

(1 + αh)
1
γ1 ξ

γ1
⩽[(

(βh)
1
γ2 +

1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1

−1
) 1

γ3 −( 1

γ1
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1

−1
) 1

γ3
]γ3

− (βh)
1
γ2 (29)

成立时,趋近律 (28)满足离散滑模到达条件.方程两
边同除以(βh)1/γ2 ,式(29)化为

(1 + αh)
1
γ1 ξ

γ1(βh)
1
γ2

+ 1 ⩽
[(

1 +
|s(k)|(1 + αh)

1
γ1

γ1(βh)
1
γ2 (1 + αh)

) 1
γ3 −

( |s(k)|(1 + αh)
1
γ1

γ1(βh)
1
γ2 (1 + αh)

) 1
γ3
]γ3

.

(30)

令µ=(1+αh)1/γ1/(γ1(βh)
1/γ2(1+αh)),式(30)可简

化为

(1 + µ|s(k)|)
1
γ3 − (µ|s(k)|)

1
γ3 ⩾ (1 + (1 + αh)µξ)

1
γ3 .

(31)

定义ω = (1 + µ|s(k)|)1/γ3 − (µ|s(k)|)1/γ3 ,易证明ω

关于µ|s(k)|单调递增,故式 (31)确定的离散滑模稳
定区域可表示为Ωs ≜ {s(k)||s(k)| ⩾ ρs}.由于 (1 +

µ|s(k)|)1/γ3 ⩾ 1,由式 (31)可推断,若 (µ|s(k)|)1/γ3 ≪
1,则ρs → (1 + αh)ξ.换言之, (µρs)1/γ3被设计得越

小,离散趋近律 (28)越倾向于收敛至区域Ωd中.由
µ的表达式可知, γ1和 γ2越大,µ的值越小.再考虑
ξ = O(h2)和µ(1 + αh)ξ < 1,因此随着γ3的下降,
(µρs)

1/γ3的值也变小.综上所述,若不断增加γ1和γ2

的值,并减少γ3的值,则离散趋近律 (28)将收敛于Ωd.
定理3得证. 2
注2 由定理2和定理3可知,通过调节参数γ1、

γ2和γ3,所提出离散趋近律可同时获得快的趋近速
率和高的滑模精度. 2个控制性能指标,即稳态精度
和趋近速率,对参数调节的方向要求一致,这给参数
整定带来极大便利.
最后,将式 (2)代入 (1),再结合式 (28)得到如下离

散滑模控制器:

u(k) = −(CB)−1(CAx(k)− fq(k) + Cd(k − 1)).

(32)

3 仿真算ֻ和分析

为了验证所提出离散趋近律的有效性,选取如下
二阶离散时间系统[10]:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + d(k),

A =

[
1.2 0.1

0 0.6

]
, B =

[
0

1

]
. (33)
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为了达到比较的目的,仿真中还采用了基于显式离散
趋近律(3)的滑模控制器如下式所示:

ue(k) = −(CB)−1[CAx(k)− (1− αh)s(k)+

βh|s(k)|γsgn(s(k)) + Cd(k − 1)]. (34)

初始状态设定为x(0)=[1,−3]T.离散步长选取为h=

0.005 s.控制参数设计为C=[4, 1],α=2,β=5.
首先,针对式 (33)描述的无扰动名义系统,即

d(k) = [0, 0]T,采用控制器 (32)和 (34).为了保证对比
的公平性,为趋近律 (3)和 (11)选取相同的参数如下:
γ = 1/2, γ1 = γ2 = γ3 = 1/2.此时,趋近律 (3)和 (11)
分别为快速幂次趋近律的显式欧拉近似和隐式欧
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图 1 滑模变量s(k)响应曲线
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图 2 控制输入u(k)响应曲线
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图 3 系统状态x1(k)响应曲线
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图 4 系统状态x2(k)响应曲线

拉近似.控制器 (32)和 (34)下滑模变量和控制输入响
应曲线如图1和图2所示.由仿真结果可知,所提出趋
近律具有全局收敛性,其控制信号平滑无抖振,这与
定理1的结论一致;趋近律 (3)产生离散化抖振,其滑
模变量和控制信号轨迹呈现“之”字型.此外,两种趋
近律方法的到达时间十分接近,式 (3)的趋近速度稍
快一点.图3和图4分别为控制器 (32)和 (34)下系统
状态收敛曲线.显然,由于滑模变量的全局收敛性,控
制器 (32)下系统状态能够收敛至原点;受数值抖振影
响,控制器 (34)下系统轨迹只能在原点附近产生自激
振荡.
然后,针对式 (33)描述的受扰不确定系统,采

用控制器 (32)和 (34),其中干扰设置为 d(k) = [0,

0.1 cos(kπ) sin(0.5kπ)−0.02]T.趋近律(3)与(11)的参
数个数不同,且参数对系统性能的影响规律也不同,
因此在仿真中选择完全相同的趋近律参数是没有意

义的.为了表明趋近律参数对控制器 (32)和 (34)下系
统性能的影响,在控制参数取值范围内,为 2个控制
器均匀选取5组不同的趋近律参数,从而在全局范围
内比较两种趋近律方法的控制性能.由表1可见,随
着γ1和γ2的增大,或γ3的减小,式 (11)的趋近速率明
显增加且滑模精度显著提高,且在改变γ3时,滑模动
态的优化效果最为明显,仿真结果验证了定理2和定
理3的结论.由表2可见,式 (3)的滑模精度倾向于在
γ = 1/2附近有最优解,且随着γ的减小,趋近速率变
得越来越快.因此,趋近律 (3)需要在2个性能指标间
进行权衡,进而选择最优的趋近律参数;趋近律 (11)

表 1 不同参数下控制器 (32)的控制结果

参数 滑模精度 到达时间 / s

γ1=
1

2
, γ2=

1

2
, γ3=

1

2
4.26 × 10−3 0.32

γ1=
7

8
, γ2=

1

2
, γ3=

1

2
3.05 × 10−3 0.26

γ1=
1

2
, γ2=

7

8
, γ3=

1

2
1.51 × 10−3 0.093

γ1=
1

2
, γ2=

1

2
, γ3=

1

8
1.43 × 10−3 0.039

γ1=
7

8
, γ2=

7

8
, γ3=

1

8
1.38 × 10−3 0.020

表 2 不同参数下控制器 (34)的控制结果

参数 滑模精度 到达时间 / s

γ =
1

8
0.010 9 0.19

γ =
1

4
4.66 × 10−3 0.22

γ =
1

2
2.90 × 10−3 0.31

γ =
3

4
0.016 5 0.39

γ =
7

8
0.025 4 0.42
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的2个性能指标对参数调节的方向要求一致,更易实
现系统的快速响应和高精度控制.

4 结 论

本文提出了一种基于隐式欧拉积分的广义离散

趋近律,该趋近律具有显式结构,易于实现.对于确定
系统,可实现滑模变量的全局无抖振收敛;对于不确
定系统,通过适当调整参数,可在改善滑模运动精度
的同时,提高滑模面趋近速率.仿真结果表明,所提出
趋近律方法比传统显式离散趋近律具有更好的动态

和静态性能,有力地拓展了离散趋近律的设计范围.
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