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基于单网络评判学习的非线性系统鲁棒跟踪控制
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摘 要: 针对一类具有不确定性的连续时间非线性系统,提出一种基于单网络评判学习的鲁棒跟踪控制方法.首
先建立由跟踪误差与参考轨迹构成的增广系统,将鲁棒跟踪控制问题转换为镇定设计问题.通过采用带有折扣因
子和特殊效用项的代价函数,将鲁棒镇定问题转换为最优控制问题.然后,通过构建评判神经网络对最优代价函
数进行估计,进而得到最优跟踪控制算法.为了放松该算法的初始容许控制条件,在评判神经网络权值更新律中
增加一个额外项.利用Lyapunov方法证明闭环系统的稳定性及鲁棒跟踪性能.最后,通过仿真结果验证该方法的
有效性和适用性.
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Abstract: For a kind of continuous-time nonlinear systems with uncertainties, a robust tracking control method is
established based on critic learning formulation with single network. Firstly, an augmented system consisting of the
tracking error and the reference trajectory is established, and the robust tracking control problem is transformed into a
stabilization design problem. By adopting a cost function with a discount factor and a special utility term, the robust
stabilization problem is transformed into an optimal control problem. Then, the optimal cost function is estimated by
building a critic neural network, and consequently the optimal tracking control algorithm can be derived. In order to relax
the initial admissible control conditions in the proposed algorithm, an extra term is added to the weight updating law of the
critic neural network. Furthermore, the stability of the closed-loop system and the robust tracking performance are proved
using the Lyapunov approach. Finally, the effectiveness and applicability of the developed approach are demonstrated via
simulation results.
Keywords: critic learning formulation with single network；nonlinear system；uncertainties；neural networks；optimal
control；robust tracking control

0 引 言

非线性系统的最优控制依赖于求解Hamilton-
Jacobi-Bellman(HJB)方程,这是一个具有挑战性的问

题.近年来,基于神经网络的函数逼近特性[1],自适应
动态规划 (adaptive dynamic programming, ADP)作为
一种有效的近似最优控制设计方法出现.这一方法
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的成功应用主要归功于其独特的执行-评判双网络框
架[2].具体而言,一个执行者向系统或环境释放一个
动作,一个评判者对这个动作进行评估,并向执行者
反馈一个积极或消极的信号.在此设计框架下,得到
HJB方程的近似解,从而避免所谓的维数灾难 (即计
算复杂度随系统维数增加而急剧增加的现象)[3].自
20世纪70年代, ADP受到了控制界中众多学者的广
泛关注,并被用于解决各种最优控制问题[4-7].在之后
的研究中,为了简化设计过程,采用单评判网络设计
了一些关于非线性系统的最优控制方案[8-9].在计算
智能领域中,自适应动态规划、强化学习[10]与自适应

评判设计[11]都采用相似的实现架构.
在复杂系统的实际应用中,控制系统通常会受

到外部干扰、建模误差和系统老化等不确定性的影

响.这些无法避免的不确定性会严重降低系统性能,
甚至会导致系统不稳定,因此有必要针对不确定非
线性系统设计鲁棒控制器.根据外部扰动是否在输
入矩阵的范围内,通常将不确定性分为匹配不确定性
和非匹配不确定性,前者是后者的特殊情况.针对具
有匹配或不匹配的不确定性非线性系统,一些先进的
技术被引入鲁棒控制领域.其中,鲁棒控制与最优控
制的结合受到了特别关注. Lin等[12]通过设计相应的

最优控制器,将具有匹配不确定性的非线性系统鲁棒
控制问题与最优控制问题联系起来,该思想是先构造
以最优代价函数为约束条件的标称系统,通过对标称
系统进行等价最优控制,为求解不确定系统的鲁棒控
制问题提供了新途径.此后,在考虑ADP思想的基础
上,逐步提出了相关的研究方法. Huang[13]针对一类

非线性不确定系统的最优保成本控制问题,提出了一
种基于ADP的并行学习方法; Fan等[14]将自适应执

行—–评判方法与滑模控制设计相结合,处理存在输
入扰动的部分未知动态非线性系统; Jiang等[15]利用

基于数据驱动的强化学习方法,研究了一类完全未知
动态的不确定非线性系统鲁棒控制问题; Wang等[16]

提出了一种基于学习的鲁棒镇定方法,通过系统变
换和自适应评判设计,并利用对标称系统的近似最
优控制,实现了对原系统中匹配不确定部分的鲁棒镇
定;此后, Wang[17]进一步采用辅助系统方法和积分

策略迭代算法实现了对不匹配非线性系统的鲁棒镇

定; Zhao等[18] 针对不匹配不确定性非线性连续系统,
提出了一种鲁棒控制设计方法,其核心思想是通过构
造含有代价函数的增广辅助系统,将鲁棒控制问题转
换为最优控制问题.

非线性系统的跟踪控制是一个经典问题,在系

统和控制领域中具有重要意义[19-20].因此,除了基于
ADP的鲁棒镇定问题,一些学者也针对基于自适应
评判的最优跟踪控制设计进行了研究[21-23].最优跟
踪问题的目的是找到一种控制策略,使被考虑的系
统能够最优地跟踪设定的期望参考轨迹.目前,基于
ADP的最优跟踪问题的研究结果大多集中在确定性
系统上,例如, Modares等[24]针对带有输入约束的部

分未知非线性系统,提出了一种基于积分强化学习
的最优跟踪控制方法; Hou等[25]利用迭代自学习算

法,提出了一种受约束非线性系统的数据驱动最优跟
踪控制方法.当考虑被控对象受到不确定性的影响
时,鲁棒跟踪控制将成为被关注的问题. Wang等[26]

研究了一类不考虑折扣因子的匹配不确定系统的鲁

棒跟踪控制问题; Mu等[27]针对一类具有不匹配不确

定性的连续非线性系统,提出了一种近似最优控制策
略; Cui等[28]对于一类带有扰动和输入约束的不确定

非线性系统,提出了一种H∞跟踪控制方案.
自适应评判设计通常需要选择初始稳定控制

器.需要注意的是,在实际应用中总是很难获得这种
控制器.非线性系统经常涉及到不确定性,如电力系
统、倒立摆系统和质量-弹簧-阻尼系统等.因此,对这
类系统研究鲁棒跟踪控制具有重要意义.针对上述
问题,本文研究一般不确定非线性系统的鲁棒跟踪问
题.本文提出的控制算法将为解决上述问题提供一
种有效的方法.利用问题转换和自适应评判学习的
思想,提出一种鲁棒跟踪控制方法.通过采用一种增
加额外项的权值更新律,消除传统方法中需要选择初
始稳定控制器的条件,为单评判网络设计带来独特的
优势.同时,考虑带有折扣因子的代价函数,通过折扣
因子中的可调参数可以进一步保证代价函数的有界

性.此外,与采用执行-评判双网络的结构相比,采用
基于单评判网络结构的在线ADP方法,可以减少计
算成本,并且利用Lyapunov理论证明闭环系统的稳
定性.最后通过仿真实例,验证该控制方法的有效性.

1 问题᧿述

考虑一类具有如下形式的不确定非线性系统:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t) + ∆f(x(t)). (1)

其中:x(t) ∈ Rn和u(t) ∈ Rm分别为系统状态和控

制输入; f(x) ∈ Rn和g(x) ∈ Rn×m为已知函数,且
f(0) = 0;∆f(x) ∈ Rn为未知扰动,且∆f(0) = 0.通
常,令x(0) = x0为系统初始状态.为了后续分析的简
便性,给出如下假设.
假设1 f(x) + g(x)u在包含原点的紧集Ω ∈
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Rn上满足局部Lipschitz连续条件,且系统 (1)是可控
的.不确定项∆f(x)以一个已知函数kM (x)为界,即
∥∆f(x)∥ ⩽ kM (x)且kM (0) = 0.
为了研究跟踪控制问题,给定如下参考系统:

ẋd(t) = δ(xd(t)). (2)

其中:xd(t) ∈ Rn为期望轨迹,xd(0) = xd0; δ(xd(t))

满足局部Lipschitz连续条件,且 δ(0) = 0.定义跟踪
误差为η(t) = x(t) − xd(t),且初始值为η(0) = η0 =

x0 − xd0.那么,结合式 (1)与 (2)可以得到跟踪误差动
态方程

η̇(t) = f(η(t) + xd(t)) + g(η(t) + xd(t))u(t)−

δ(xd(t)) + ∆f(η(t) + xd(t)). (3)

定义增广状态为S(t) = [ηT(t), xT
d (t)]

T ∈ R2n,且相
应的初始值为S(0) = S0 = [ηT

0 , x
T
d0]

T.根据式 (2)和
(3),增广系统的动态方程可表示为

Ṡ(t) = F (S(t)) +G(S(t))u(t) + ∆F (S(t)). (4)

其中:F :R2n → R2n, G :R2n → R2n×m,∆F (S(t))

∈ R2n,同时有

F (S(t)) =

[
f(η(t) + xd(t))− δ(xd(t))

δ(xd(t))

]
,

G(S(t)) =

[
g(η(t) + xd(t))

0n×m

]
,

∆F (S(t)) =

[
∆f(η(t) + xd(t))

0n×1

]
. (5)

值得注意的是, 上述新构造的不确定项
∆F (S(t))有界条件仍然成立,可表示为∥∆F (S)∥ =

∥∆f(x)∥ ⩽ kM (x) ≜ kM (S).
为了实现系统 (1)对参考轨迹 (2)的鲁棒跟踪目

的,构造具有不确定性∆F (S(t))的增广系统(4),目标
是找到一个反馈控制律u(S)确保闭环系统是稳定

的.接下来,证明鲁棒跟踪控制问题可以转换为对相
应标称系统的最优控制问题.那么,标称系统的动态
方程可写为

Ṡ(t) = F (S(t)) +G(S(t))u(t). (6)

对于式 (6)这个非线性系统,希望找到一个反馈控制
律u(S)来最小化如下代价函数:

J(S(t)) =
w ∞

t
e−ξ(τ−t){Ψ(S(τ)) + U(S(τ), u(τ))}dτ.

(7)

其中: ξ > 0为折扣因子;Ψ(S) ⩾ 0为仅与不确定性

有关的额外项;U(S, u)为基本效用函数,U(0, 0) = 0,
且对于任意S和u,U(S, u) ⩾ 0均成立.令U(S, u) =

STQSS + uTRu,则QS = diag{Q, 0n×n}.
在这一部分中,考虑具有代价函数 (7)的标称系

统 (6)的最优控制问题,可以得出非线性Lyapunov方
程

0 =Ψ(S) + U(S, u(S)) + (∇J(S))
T·

[F (S) +G(S)u(S)]− ξJ(S), (8)

其中J(0) = 0.定义Hamiltonian为

H(S, u(S),∇J(S)) =

Ψ(S) + U(S, u(S))+

(∇J(S))
T
[F (S) +G(S)u(S)]− ξJ(S), (9)

其中∇(·) ≜ ∂(·)/∂S.
定义最优代价函数

J∗(S) = min
u∈Γ (Ω)

J(S), (10)

其中Γ (Ω)为容许控制集合. J∗(S)满足如下HJB方
程:

0 = min
u∈Γ (Ω)

H(S, u(S),∇J∗(S)), (11)

相应的最优反馈控制律为

u∗(S) = −1

2
R−1GT(S)∇J∗(S). (12)

结合式(8)与(12),可以将HJB方程重写为

0 =Ψ(S) + U(S, u∗(S)) + (∇J∗(S))
T·

[F (S) +G(S)u∗(S)]− ξJ∗(S), (13)

其中J∗(0) = 0.随后,令额外效用项Ψ(S)为

Ψ(S) =
1

4
(∇J∗(S))

T∇J∗(S) + k2
M (S). (14)

由于直接求解HJB方程 (13)十分困难,接下来将
通过设计评判神经网络得到该方程的近似解,从而进
一步实现鲁棒跟踪控制.

2 基于ADP的鲁棒跟踪控制设计
2.1 评判网络设计

采用如下神经网络将最优代价函数表示为

J∗(S) = ωT
c φc(S) + ςc(S). (15)

其中:ωc ∈ RN为未知的理想权值向量;φc(S) ∈ RN

为激活函数,N为隐藏神经元数量; ςc(S) ∈ R为重构

误差.相应的梯度向量可写为

∇J∗(S) = (∇φc(S))
T
ωc +∇ςc(S). (16)

在自适应评判网络设计中,考虑到理想权值未知
的情况,通常以权值向量的估计值 ω̂c构建评判网络

来逼近最优代价函数,即近似最优代价函数可写为

Ĵ∗(S) = ω̂T
c φc(S). (17)
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与式(16)相似,可以得到

∇Ĵ∗(S) = (∇φc(S))
T
ω̂c. (18)

利用最优代价函数的梯度 (16),将最优控制律
(12)改写为

u∗(S) = −1

2
R−1GT(S)[(∇φc(S))

Tωc +∇ςc(S)].

(19)

同理,基于近似最优代价函数的梯度 (18)得到近似最
优反馈控制律

û∗(S) = −1

2
R−1GT(S)(∇φc(S))

Tω̂c. (20)

将近似最优控制律 (20)代入标称增广系统 (6),闭环
系统动态方程(即 Ṡ = F (S) +G(S)û∗(S))可表示为

Ṡ = F (S)− 1

2
G(S)R−1GT(S)(∇φc(S))

Tω̂c. (21)

为了后续分析的简便性,令

V(S) = (∇φc(S))G(S)R−1GT(S)(∇φc(S))
T,

W(S) = (∇φc(S))(∇φc(S))
T.

在评判网络框架下,代价函数和控制律都可以表
示为权值向量的函数.因此,相应的Hamiltonian可以
写成一个包含S和ωc的新方程,即

H(S, ωc) =

STQSS + ωT
c ∇φc(S)F (S)− ξωT

c φc(S)−
1

4
ωT
c V(S)ωc +

1

4
ωT
c W(S)ωc + k2

M (S) + ςHJB = 0.

(22)

其中: ςHJB为残差,可写为

ςHJB =

(∇ςc(S))
TF (S)− ξςc(S) +

1

4
(∇ςc(S))

T∇ςc(S)−

1

2
(∇ςc(S))

TG(S)R−1GT(S)(∇φc(S))
Tωc−

1

4
(∇ςc(S))

TG(S)R−1GT(S)∇ςc(S)+

1

2
(∇ςc(S))

T(∇φc(S))
Tωc. (23)

通过估计的权值向量,近似Hamiltonian可以表示为

Ĥ(S, ω̂c) =STQSS + ω̂T
c ∇φc(S)F (S)− ξω̂T

c φc(S)−
1

4
ω̂T
c V(S)ω̂c +

1

4
ω̂T
c W(S)ω̂c + k2

M (S).

(24)

定义误差ec = Ĥ(S, ω̂c) −H(S, ωc),并且考虑式 (22)
可以得出ec = Ĥ(S, ω̂c).定义评判网络的权值估计
误差为 ω̃c = ωc − ω̂c,结合式 (22)与 (24), ec的表达式
可以写为

ec = Ĥ(S, ω̂c)−H(S, ωc) =

− ω̃T
c ∇φc(S)F (S) + ξω̃T

c φc(S)−
1

4
ω̃T
c V(S)ω̃c +

1

2
ω̃T
c V(S)ωc+

1

4
ω̃T
c W(S)ω̃c −

1

2
ω̃T
c W(S)ωc − ςHJB. (25)

将目标函数定义为Ec = (1/2)eT
c ec,通过训练评

判网络使Ec的值最小.
为了放松对初始控制条件的约束,构造一种评判

网络权值更新律,同时给出以下假设,也用于之后的
稳定性分析.
假设 2 考虑具有代价函数 (7)的标称增广系

统(6)和最优反馈控制律(12),令L2(S)为Lyapunov函
数,并满足

L̇2(S) = (∇L2(S))
T(F (S) +G(S)u∗(S)) < 0,

(26)

其中∇L2(S)为L2(S)对于状态变量S的偏导数.另
外,存在一个正定矩阵M使得下式成立:

(∇L2(S))
T(F (S) +G(S)u∗(S)) ⩽

− λmin(M)∥∇L2(S)∥2. (27)

注1 式 (27)是已有文献中常用的假设 (如文献
[23, 26, 29]),便于讨论闭环系统的稳定性.根据文献
[29]的结果,利用最优控制律的闭环系统是有界的,
而且这个上界可以表示为一个状态向量的函数.
在这种情况下,假设 ∥F (S) + G(S)u∗(S)∥ ⩽
β∥∇L2(S)∥,其中β > 0,可以得到∥(∇L2(S))

T(F (S)+

G(S)u∗(S))∥ ⩽ β∥∇L2(S)∥2.结 合 式 (26) 与
λmin(M)∥∇L2(S)∥2 ⩽ (∇L2(S))

TM∇L2(S) ⩽
λmax(M)∥∇L2(S)∥2,可以得出假设2是合理的.
为了实现该算法,可以通过合理地选择状态变量

的多项式得到L2(S),例如,令L2(S) = 0.5STS.
然后,通过如下改进的更新律调整评判网络的权

值:

˙̂ωc =

− αc

(∂Ec

∂ω̂c

)
+

αs

2
∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S).

(28)

其中:αc > 0为评判网络的学习率,αs > 0为附加稳

定项的学习率,∇L2(S)由假设2给出.

2.2 稳定性分析

下面推导权值估计误差的动力学方程.通过式
(24)可得

∂ec
∂ω̂c

=

∇φc(S)F (S)− 1

2
V(S)ω̂c +

1

2
W(S)ω̂c − ξφc(S).

(29)
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根据式 (28)以及 ˙̃ωc = − ˙̂ωc得到权值估计误差的

动力学方程

˙̃ωc =

αc

(∂Ec

∂ω̂c

)
− αs

2
∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S).

(30)

结合式(25)与(29),将式(30)展开重写为

˙̃ωc =αc

(
− ω̃T

c ∇φc(S)F (S)− 1

4
ω̃T
c V(S)ω̃c+

1

2
ω̃T
c V(S)ωc +

1

4
ω̃T
c W(S)ω̃c −

1

2
ω̃T
c W(S)ωc−

ςHJB + ξω̃T
c φc(S)

)
·(

∇φc(S)F (S)− 1

2
V(S)ωc +

1

2
V(S)ω̃c+

1

2
W(S)ωc −

1

2
W(S)ω̃c − ξφc(S)

)
−

αs

2
∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S). (31)

接下来将证明在近似最优控制器作用下,评判
网络权值估计误差和闭环系统状态为一致最终有界

(uniformly ultimately bounded, UUB).证明前,作以下
常见假设[2,16,26].

假设 3 ∥∇φc(S)∥ ⩽ kφc
, ∥∇ςc(S)∥ ⩽ kςc ,

∥ςHJB∥ ⩽ kςHJB , ∥G(S)R−1GT(S)∥ ⩽ k1,G(S) ⩽
kG,其中kφc

、kςc、kςHJB、k1、kG均为正常数.
定理1 对于系统(6),反馈控制律由式 (20)给出,

评判网络的权值更新律由式 (28)给出.在该反馈控
制器的作用下,闭环系统状态和评判网络权值估计误
差均为UUB.
证明 选取合适的Lyapunov函数

L(t) =
1

2αc
ω̃T
c ω̃c +

αs

αc
L2(S), (32)

其中L2(S)的定义见假设2.
对Lyapunov函数(32)求关于时间的导数,可得

L̇(t) =
1

αc
ω̃T
c
˙̃ωc +

αs

αc
(∇L2(S))

TṠ. (33)

将式(21)和(31)代入(33),可以将式(33)重写为

L̇(t) = ω̃T
c

(
− ω̃T

c ∇φc(S)F (S)− 1

4
ω̃T
c V(S)ω̃c+

1

2
ω̃T
c V(S)ωc +

1

4
ω̃T
c W(S)ω̃c−

1

2
ω̃T
c W(S)ωc − ςHJB + ξω̃T

c φc(S)
)
·(

∇φc(S)F (S)− 1

2
V(S)ωc +

1

2
V(S)ω̃c+

1

2
W(S)ωc −

1

2
W(S)ω̃c − ξφc(S)

)
−

αs

2αc
ω̃T
c ∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S)+

αs

αc
(∇L2(S))

TṠ. (34)

结合式(21)与V(S)的表达式,可得

ω̃T
c

(
∇φc(S)F (S)− 1

2
V(S)ωc +

1

2
V(S)ω̃c

)
=

ω̃T
c (∇L2(S))

TṠ. (35)

进一步可得

L̇(t) = −
(
ω̃T
c ∇φc(S)Ṡ − 1

4
ω̃T
c V(S)ω̃c − ξω̃T

c φc(S)−

1

4
ω̃T
c W(S)ω̃c +

1

2
ω̃T
c W(S)ωc + ςHJB

)
·(

ω̃T
c ∇φc(S)Ṡ − 1

2
ω̃T
c W(S)ω̃c+

1

2
ω̃T
c W(S)ωc − ξφc(S)

)
−

αs

2αc
ω̃T
c ∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S)+

αs

αc
(∇L2(S))

TṠ. (36)

采用式 (19)中的控制律u∗(S),并考虑最优闭环系统
Ṡ∗ = F (S) +G(S)u∗(S),可推导

L̇(t) =−
(
ω̃T
c ∇φc(S)Ṡ

∗+
1

4
ω̃T
c V(S)ω̃c− ξω̃T

c φc(S)+

1

2
ω̃T
c ∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇ςc(S)−

1

4
ω̃T
c W(S)ω̃c +

1

2
ω̃T
c W(S)ωc + ςHJB

)
·(

ω̃T
c ∇φc(S)Ṡ

∗ +
1

2
ω̃T
c V(S)ω̃c+

1

2
ω̃T
c ∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇ςc(S)−

1

2
ω̃T
c W(S)ω̃c +

1

2
ω̃T
c W(S)ωc − ξφc(S)

)
−

αs

2αc
ω̃T
c ∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S)+

αs

αc
(∇L2(S))

TṠ. (37)

接着,将式 (37)的所有项展开,进行相应的数学
运算,并通过假设3中给定的有界条件,得到如下不
等式:

L̇(t) ⩽ − k2∥ω̃c∥4 + k3∥ω̃c∥2 + k2
4−

αs

2αc
ω̃T
c ∇φc(S)G(S)R−1GT(S)∇L2(S)+

αs

αc
(∇L2(S))

TṠ, (38)

其中k2、k3和k4均为正常数.考虑式(38)、假设2和假
设3,进一步得到

L̇(t) ⩽ − k2∥ω̃c∥4 + k3∥ω̃c∥2 + k2
4+

αs

αc
(∇L2(S))

T(F (S) +G(S)u∗(S))+

αs

2αc
(∇L2(S))

TG(S)R−1GT(S)∇ςc(S) ⩽

− k2∥ω̃c∥4 + k3∥ω̃c∥2 + k2
4−

αs

αc
λmin(M)∥∇L2(S)∥2+
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αs

2αc
k1kςc∥∇L2(S)∥ ⩽

− k2

(
∥ω̃c∥2 −

k3
2k2

)2

+ k5−

αs

αc
λmin(M)

(
∥∇L2(S)∥ −

k1kςc
4λmin(M)

)2

,

(39)

其中常数项为

k5 =
k2
3 + 4k2k

2
4

4k2
+

αsk
2
1k

2
ςc

16αcλmin(M)
. (40)

由此可知,当

∥ω̃c∥ ⩾

√
k3
2k2

+

√
k5
k2

≜ kω̃c
, (41)

或者

∥∇L2(S)∥ ⩾ k1kςc
4λmin(M)

+

√
αck5

αsλmin(M)
≜ kL2

(42)

成立时, L̇(t) < 0.根据Lyapunov理论可以得出闭环
系统状态和权值估计误差均为UUB. 2

根据定理1的结论可以得出以下推论,并证明了
近似控制律函数的收敛性.
推论1 由式 (20)推导出的近似控制律 û∗(S)收

敛到具有有限界的最优反馈控制律u∗(S)的邻域内.
证明 考虑式(19)和(20)表示的控制律,可得出

∥u∗(S)− û∗(S)∥ =

− 1

2
R−1GT(S)[(∇φc(S))

Tω̃c +∇ςc(S)]. (43)

根据定理1得出结论∥ω̃c∥ < kω̃c
.然后,结合假

设3,可以确定存在一个有限界ku使下式成立:

∥u∗(S)− û∗(S)∥ ⩽ 1

2
∥R−1∥kG(kφc

kω̃c
+ kςc) ≜ ku.

(44)

由此推论1得证. 2
2.3 鲁棒跟踪性能分析

接下来将证明不确定增广系统的跟踪误差是稳

定的.
定理2 考虑标称系统 (6)、代价函数 (7),以及附

加稳定项(14),反馈控制器(20)可以保证系统(4)在闭
环形式下的跟踪误差为UUB.

证明 选取最优代价函数J∗(S)为Lyapunov函
数,并根据式(12)可得

(∇J∗(S))
T
G(S) = −2u∗T(S)R. (45)

结合式(13),可推导

(∇J∗(S))
T
F (S) =

− Ψ(S)− U(S, u∗(S)) + ξJ∗(S)−

(∇J∗(S))
T
G(S)u∗(S) =

− Ψ(S) + u∗T(S)Ru∗(S)− STQSS + ξJ∗(S).

(46)

基于式 (20)和 (46),将近似最优控制律应用于不
确定增广系统(4),得到最优代价函数的时间导数为

J̇∗(S) =

(∇J∗(S))
T
[F (S) +G(S)û∗(S) + ∆F (S)] =

− Ψ(S)− STQSS + u∗T(S)Ru∗(S) + ξJ∗(S)−

2u∗T(S)Rû∗(S) + (∇J∗(S))
T
∆F (S) =

− STQSS + u∗T(S)Ru∗(S)− 2u∗T(S)Rû∗(S)−[1
2
∇J∗(S)−∆F (S)

]T[1
2
∇J∗(S)−∆F (S)

]
−

k2
M (S) + (∆F (S))T∆F (S) + ξJ∗(S) ⩽

− STQSS + u∗T(S)Ru∗(S)− 2u∗T(S)Rû∗(S)−

[k2
M (S)− (∆F (S))T∆F (S)] + ξJ∗(S). (47)

根据矩阵QS的结构可以得到STQSS = ηTQη.
那么,式(47)中与控制相关的项可被写为

u∗T(S)Ru∗(S)− 2u∗T(S)Rû∗(S) ⩽

[u∗(S)− û∗(S)]TR[u∗(S)− û∗(S)]. (48)

由于∥∆F (S)∥ ⩽ kM (S),而最优代价函数的上
界是一个大于零的常数kJ∗ ,再结合式 (48)可以将式
(47)写为

J̇∗(S) ⩽ [u∗(S)− û∗(S)]TR[u∗(S)− û∗(S)]−

ηTQη + ξJ∗(S) ⩽

λmax(R)k2
u − λmin(Q)∥η∥2 + ξkJ∗ . (49)

其中:λmin(Q)为矩阵Q的最小特征值,λmax(R)为矩

阵R的最大特征值.
由式(49)可以得出,当η(t)的取值在集合

Ωη =
{
η : ∥η∥ ⩽

√
λmax(R)k2

u + ξkJ∗

λmin(Q)
≜ kη

}
(50)

之外时,存在 J̇∗(S) < 0.其中kη为一个正常数.通过
上述推导得到在近似最优控制器 (20)的作用下,闭环
不确定增广系统的跟踪误差为UUB. 2
由此可以得出结论:对于给定的参考系统 (2),原

不确定非线性系统 (1)实现了鲁棒轨迹跟踪.为了清
晰起见,给出鲁棒轨迹跟踪控制算法的整个设计过
程,主要步骤如下.

step 1:考虑非线性系统 (1)和参考系统 (2),通过
跟踪误差和期望信号构造一个增广系统 (4),将鲁棒
轨迹跟踪问题转化为镇定设计;
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step 2:对于标称系统 (6),采用特殊效用项 (14)并
定义带有折扣因子的代价函数 (7),将鲁棒镇定问题
转化为非线性最优控制问题;

step 3:通过构建单评判网络 (17)逼近最优代价
函数,实现了最优控制算法;

step 4:选择合适的学习率αc和αs,采用权值更新
律 (28)训练评判网络的权值,经过充足的学习阶段
后,收敛权值保持不变;

step 5:将近似最优控制律 (20)应用于系统 (4),可
获得良好的鲁棒跟踪效果;

step 6:结束设计步骤.
注 2 由于不能直接求解非线性最优控制律

(12),本文设计了基于单评判网络的近似最优控制律
(20).将式 (12)和 (20)用于讨论轨迹跟踪的鲁棒镇定
问题,所提算法的优势在于利用式 (20)得到轨迹跟踪
问题的近似解,克服了难以通过式 (12)求其最优值的
缺点.

3 仿 真

考虑如下形式的连续时间不确定非线性系统:

ẋ =

 −x1 + 0.5x2

−0.5(x1 + x2)− 0.5x2 cos2(x1)

+

0
1

u+

ρ1x1 sin(x2)

ρ2x2 cos(x2
1)

 . (51)

其中:x = [x1, x2]
T ∈ R2为状态变量,u ∈ R为控

制变量,参数ρ1、ρ2 ∈ [−1, 1].系统(51)的最后一项为
不确定项,其上界为kM (x) =

√
x2
1 + x2

2,即∥∆f(x)∥
⩽ ∥x∥.效用函数中的基本项选择为U(x, u) = xTQx

+ uTRu,令Q = I2,R = I .令系统的初始状态向量
为x0 = [1.5,−2]

T.参考系统可设定为

ẋd =

[
xd2

−xd1

]
. (52)

其中:xd = [xd1, xd2]
T ∈ R2为参考状态,令初始参考

状态为xd0 = [0.5,−0.5]
T.

定义增广状态为S = [ηT, xT
d ]

T,结合非线性系统
(51)与参考系统(52),可以将增广系统方程写为

Ṡ =
−(S1 + S3) + 0.5(S2 − S4)

−0.5(S1+S2−S3+S4)−0.5(S2+S4) cos2(S1+S3)

S4

−S3



+


0

1

0

0

u+


ρ1(S1 + S3) sin(S2 + S4)

ρ2(S2 + S4) cos(S1 + S3)
2

0

0

 . (53)

其中:S = [S1, S2, S3, S4]
T ∈ R4,S1 = η1,S2 = η2,

S3 = xd1,S4 = xd2.不确定项的上界为kM (S) =√
(S1 + S3)2 + (S2 + S4)2,即∥∆F (S)∥ ⩽ ∥S∥.初始
跟踪误差向量为η0 = x0 − xd0 = [1,−1.5]

T.那么,增
广系统的初始状态向量为S0 = [1,−1.5, 0.5,−0.5]

T.
令QS = diag{I2, 02×2},R = I , ξ = 0.2.在本例中,选
取 [S2

1 , S
2
2 , S

2
1S

2
2 , S

2
1S

2
3 , S

2
1S

2
4 , S

2
2S

2
3 , S

2
2S

2
4 ]

T作为评判

网络的激活函数,接着构造一个评判神经网络来近似
最优代价函数,即

Ĵ∗(s) = ω̂c1S
2
1 + ω̂c2S

2
2 + ω̂c3S

2
1S

2
2 + ω̂c4S

2
1S

2
3+

ω̂c5S
2
1S

2
4 + ω̂c6S

2
2S

2
3 + ω̂c7S

2
2S

2
4 . (54)

在仿真过程中,选择权值更新的学习率αc = 1.7

和αs = 0.03,并引入探测噪声来满足持续激励条
件.由于不需要初始允许控制条件,将评判网络权值
向量的初始值均设置为零.经过 t = 300 s的学习训
练过程,最终评判网络权值向量收敛为

ω̂c = [0.752 1,−0.008 9,−0.131 2, 1.132 9,

− 0.826 2, 0.442 7,−0.595 1]T. (55)

评判网络权值收敛曲线如图1所示.
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图 1 评判网络权值收敛曲线

根据图1评判网络权值收敛曲线可以看出,在该
学习阶段获得了预期的收敛效果,进而验证了上述提
出的鲁棒跟踪控制策略的有效性.
下面利用近似最优控制器 (20)验证鲁棒跟踪

性能.对于增广系统 (53)的不确定性部分,选择参数
ρ1 = −0.5和ρ2 = 0.5,将控制器应用于增广不确定
系统 (53),得到跟踪误差和相应的控制输入轨迹分别
如图2和图3所示.
为了进行比较,另外选择参数ρ1 = 1和ρ2 = −1,

然后再次进行仿真验证,得到跟踪误差和相应的控制
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输入轨迹分别如图4和图5所示.
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图 2 跟踪误差轨迹 (ρ1 = −0.5且ρ2 = 0.5)
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图 3 跟踪控制轨迹 (ρ1 = −0.5且ρ2 = 0.5)
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图 4 跟踪误差轨迹 (ρ1 = 1且ρ2 = −1)
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图 5 跟踪控制轨迹 (ρ1 = 1且ρ2 = −1)

由图4可以看出,跟踪误差同样有明显的稳定趋
势,进一步验证了鲁棒跟踪控制器的良好性能.
注3 从上述仿真结果研究中发现,本文所提方

法与文献 [25-26]相比,更适用于包含一般不确定性
的复杂非线性系统.同时,与文献 [30]相比,降低了初
始容许控制律的要求,在本文中,初始权值只需设置
为零,使算法的实现过程变得简单方便.此外,与文献
[16,23]相比,定义了具有折扣因子的代价函数并改进
了评判网络权值更新律,保证了代价函数的有界性,
同时,使权值收敛效果较好.因此,本文所提方法具有

一定的优越性.

4 结 论

本文主要研究了一种基于神经网络的自适应评

判学习策略,并将其应用于一类不确定非线性系统的
鲁棒跟踪控制问题.首先,采用构造增广系统和改进
传统代价函数的方法进行问题转换;其次,通过构造
单评判网络近似求解与增广系统相关的HJB方程,并
推导出系统的最优控制律;再次,在评判网络的权值
更新律中引入额外项,消除了所提算法中的初始容许
控制条件;进一步,利用Lyapunov理论分析了闭环系
统的稳定性;最后,通过典型非线性系统的仿真实例,
验证了该算法具有良好的跟踪控制性能.在未来工
作中,将研究系统模型未知情况下,通过放松持续性
激励条件解决最优跟踪问题.
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