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随机饱和与测量缺失下非线性系统的分布式状态估计

钱 伟1†, 张祥林1, 赵运基1, 费树岷1,2

(1. 河南理工大学电气工程与自动化学院，河南焦作 454000；2. 东南大学自动化学院，南京 210096)

摘 要: 传感器网络环境中普遍存在的节点饱和、测量缺失、时滞等信息不完全现象,必然导致系统整体性能
变差.研究随机饱和与测量缺失影响下非线性系统的分布式H∞状态估计问题.通过两组已知概率的Bernoulli分
布,建立一个能够在统一框架内描述以上两种随机不完全信息的传感器模型.每个传感器接收到的信号由采样间
隔随时间变化的采样器分别采样,并利用输入延迟的方法,将采样周期转化为等价的有界时变时滞,从而得到变时
滞随机非线性估计误差系统.在此基础上构造合适的Lyapunov-Krasovskii泛函,并选择与之有效配合的积分不等
式,得到具有较小保守性的分布式H∞状态估计器设计条件.最后通过仿真分析验证所提方法的有效性.
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Abstract: Incomplete information phenomena such as sensor saturation, missing measurement and time delay always
exist in the sensor network, which leads to the performance deterioration of the system. In this paper, the problem of
distributed H∞ state estimation for nonlinear systems under the influence of random saturation and missing measurement
is studied. Based on two sets of Bernoulli distributions with known probability, a sensor model which can describe the
above two kinds of random incomplete information in a unified framework is established. The signals received by each
sensor are sampled separately by a sampler whose sampling interval varies with time, and the sampling period is converted
into an equivalent bounded time-varying delay by using the input delay method. Thus a stochastic nonlinear estimation
error system with time-varying delay is obtained. On this basis, a suitable Lyapunov-Krasovskii functional is constructed,
and several integral inequalities are selected to fit with it effectively. Then the design conditions of the distributed H∞

state estimator with less conservatism are obtained. Finally, the effectiveness of the proposed method is demonstrated by
simulation analysis.
Keywords: distributed H∞ state estimation；non-uniformly sampling；time delays；randomly saturation；missing
measurement；Lyapunov-Krasovskii functional

0 引 䀰

传感器网络通常由大量具有传感计算和无线通

信功能的传感器节点组成.各节点通常部署在监测
区域,通过与邻接节点信息交互、协同工作执行某些
特定任务,常用于多智能体控制、智能交通、工业控

制、目标跟踪等领域[1-6].在实际应用中,由于信道容
量有限、传输时间长等因素,常常会引发饱和、时滞、
测量丢失等不完全信息,加上网络内部和外部的各种
干扰,均会造成系统整体性能恶化[7-8].因此,研究不
完全信息影响下系统的分布式状态估计具有十分重
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要的意义.
目前常见的分布式状态估计器设计方法多依

赖于理想假设,即测量信号连续且通道容量不受限
制,信息传输能够精准实现.然而,与传统的网络节
点相比,传感器网络因其节点分布和数据交互的特
点,会因通信带宽变化或外界干扰而引发测量缺失现
象.在过去几年里,文献 [5,9-11]已将这一现象引入传
感器网络领域,文献 [12-13]采用已知概率分布的随
机过程描述传感器测量数据的随机缺失.此外,受限
于当前安全要求、物理特性及技术等因素的影响,信
号不可能被无限放大,因此,传感器饱和也是不可避
免的,其存在会影响系统整体性能,甚至引发系统失
稳[3-4,8,14].需要指出的是,上述文献都是建立在只存
在单一随机不完全信息或必定发生某种现象的基础

上,但在实际中,不完全信息的发生是多重且不确定
的,随着随机现象的增多,系统失稳的可能性必然提
升,同时,使得状态估计器的设计变得困难.因此,建
立更具一般性的传感器模型,使随机发生的传感器饱
和与测量缺失能在统一框架下进行描述具有重要的

理论价值和实际意义.另外,现有研究中对象多为线
性系统,而不完全信息影响下非线性系统的分布式状
态估计却研究尚浅.

在传感器网络中,由于传感器是数字设备,每个
节点接收到的信号在传输到状态估计器处理之前必

须进行数据采样[15].传统的方法是利用周期/均匀采
样方法将目标对象建模成一个离散时间系统,然而,
这样一个离散时间模型并不能捕捉到实际系统的真

实信号特点,特别是当采样周期与信号周期一致时,
非常不利于信号重构.因此,非均匀采样被广泛应用,
该方法不仅可以获得更精确的数据信号,而且适应性
更强[16].针对非均匀采样,文献 [17]提出的输入延迟
方法被广泛应用,其主要思想是将采样数据系统转换
为具有有界时滞的连续时间系统.在过去的几年里,
这种输入延迟方法使用得非常频繁[15,18-20].例如,文
献 [18-19]分别就信道冗余的时变多速率系统和多传
感器系统提出了分布式状态估计方案的数据采样方

法,并且基于输入延迟方法的分布时滞系统的状态估
计问题也在文献 [20]中得到了解决.因此,本文的另
一目标则是采用一种非均匀采样方法,以保证信号重
构更加准确、估计性能更加优良.
基于上述讨论,本文旨在研究受随机饱和与测

量丢失影响下非线性系统的分布式H∞状态估计问

题.利用Bernoulli分布统一刻画传感器网络中随机
发生的传感器饱和和缺失测量,并使每个传感器接

收到的信号包括来自系统及其邻接节点的测量值,然
后将传感器输出信号由采样器分别采样,传输给相
应的估计器,保证不同采样节点的采样间隔随时间
变化,且独立有界.进一步,利用输入延迟的方法,将
基于非均匀数据采样的H∞状态估计问题转化为具

有多个有界时滞的H∞状态估计问题.在此基础上,
充分利用非均匀采样带来的时滞信息构造Lyapunov-
Krasovskii泛函,避免引入复杂的多重积分型和增广
型泛函项,有效降低计算负担.同时选用合适的积分
不等式,提出一种易于实现并具有较小保守性的分布
式状态估计器设计方法.最后通过仿真实例验证该
估计方法的有效性.

本文中的相关符号注释如下:Rn表示n维欧氏

空间;Rn×m表示n × m的实矩阵;PT表示P的转
置;P > 0(P < 0)表示正 (负)定矩阵;矩阵中的∗表
示对称元素; I表示一个具有适当维数的单位矩阵; E
表示数学期望; col{. . .}表示括号中组成元素的列向
量; diagN{·}表示由括号中的元素组成的块对角矩
阵,并且diagi

N{Pi} = diagi
N{P1,P2, . . . ,PN};P ⊗Q

表示矩阵P与Q的Kronecker积.

1 问题描述

考虑如下受外部扰动影响的非线性连续时间网

络化系统:

ẋ(t) = Ax(t) + f(x(t)) +Bω(t), z(t) = Mx(t).

(1)

其中:x(t) ∈ Rnx表示状态向量; z(t) ∈ Rnz表示待

估计向量;系统矩阵A、B、M表示已知维数的常数矩

阵;外部干扰ω(t) ∈ L2[0,∞); f(·)表示系统的非线
性函数,且满足以下假设.
假设1 非线性函数f(x(t)) : Rn → Rn满足以

下约束条件:

∥f(x(t))∥2 ⩽ ∥Ux(t)∥2, (2)

其中U ∈ Rn×n表示常数矩阵.
本文考虑具有N个传感器节点的估计器配置模

型,如图1所示.
在图1中:每个传感器节点 i都可以从目标网络

及邻接节点接收到信息.在信号传输过程中,由于通
讯能力受限,可能遭遇随机发生的传感器饱和和测量
缺失.因此,对N个具有饱和与测量缺失的传感器进

行建模

yi(t) =

αi(t)Cix(t) + (1− αi(t))βi(t)σ(Cix(t)) +Div(t),

i = 1, 2, . . . , N. (3)
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其中: yi(t) ∈ Rny表示传感器 i的测量输出;外部干
扰v(t) ∈ L2[0,∞);矩阵Ci、Di(1 ⩽ i ⩽ N)表示已知

维数的常数矩阵;随机过程αi(t)、βi(t)(i = 1, 2, . . . ,

N)满足以下分布规律:Prob{αi(t) = 1} = ᾱi,

Prob{αi(t) = 0} = 1− ᾱi;Prob{βi(t) = 1} = β̄i,

Prob{βi(t) = 0} = 1− β̄i.

这里: ᾱi ∈ [0, 1], β̄i ∈ [0, 1]分别表示已知常数,且对
不同的i,αi(t)和βi(t)均是相互独立的.
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图 1 传感器网络分布式H∞状态估计原理

饱和函数σ(u) : Rny 7→ Rny满足

σ(u) = [σT
1 (u1), σ

T
2 (u2), . . ., σ

T
n (un)]

T, (4)

并且σi(ui) = sign(ui)min{ui,max, |ui|},其中ui,max

是umax的第i个元素.
注1 在实际工程中,由于传感器网络节点通讯

受带宽、间歇故障以及外界干扰等不确定因素的影

响,会诱发多种随机不完全现象.区别于现有文献只
考虑单一信息不完全现象的影响[11],本文提出一种
能在统一框架内表述饱和与测量缺失的模型,并且利
用随机过程αi(t)、βi(t)描述上述现象的随机发生.由
式 (3)可知:如果αi(t) = 1,则说明传感器工作正常;
如果αi(t) = 0,βi(t) = 1,则模型 (3)只受饱和影响;
如果αi(t) = 0,βi(t) = 0, 则传感器 i只接收到噪声,
意味着传感器i的测量缺失.
定义1 [21] 若实矩阵H̄1, H̄2 ∈ Rny×ny , 非线性

函数Ψ : Rm 7→ Rm,满足以下条件:

(Ψ(u)− H̄1u)
T(Ψ(u)− H̄2u) ⩽ 0, ∀u ∈ Rny , (5)

则称Ψ是在区间 [H̄1, H̄2]上满足扇形有界条件的非

线性函数,其中H̄ = H̄2 − H̄1表示正定对称矩阵.如
果假定存在两个对角矩阵Li和 L̄i,并且满足0 ⩽ Li

< I ⩽ L̄i,则式(3)中的饱和函数σ(Cix(t))可分解为

σ(Cix(t)) = LiCix(t) + Ψ(Cix(t)). (6)

其中:σ(Cix(t))是满足H̄1 = 0和H̄2 = Li扇形条件

的非线性向量值函数,可表示为

ΨT(Cix(t))(Ψ(Cix(t))− LiCix(t)) ⩽ 0, (7)

这里Li = L̄i − Li.
本文考虑传感器网络拓扑结构由N阶有向图

G = (V,O,W)描述.其中:V = {1, 2, . . . , N}表示节
点集,O ⊆ V ×V表示边集,W= [aij ]N×N (aij ⩾ 0)表

示加权的邻接矩阵. (i, j)表示有向图G中的一条边,
并且节点i可接收j的信息,表示为aij > 0 ⇔ (i, j) ∈
O; aii = 1 (i ∈ V)表示一条附加边;Ni = {j ∈ V :

(i, j) ∈ O}表示节点i与其邻接节点构成的集合.
根据给定的传感器拓扑结构,节点 i从自身及其

邻接节点j接收到的信息可以表示为

ȳi(t) =
∑
j∈Ni

aij(yj(t)− ᾱjCj x̂j(t)−

(1− ᾱj)β̄j)σ(Cj x̂j(t)), (8)

其中 x̂i(t) ∈ Rnx表示节点i上状态x(t)的状态估计.
对于每个 i ∈ V ,首先对接收信号进行单独采样,

然后传输到相应的估计器.采样信号由零阶保持函
数 (ZOH)描述,其中保持时间序列为0 = ti0 < ti1 <

. . . < tim < lim
m→+∞

tim = +∞.由此可得

ŷi(t) = ȳi(t
i
m) = ȳi(t− (t− tim)), t ∈ [tim, tim+1).

(9)

其中: ŷi(t) ∈ Rny表示估计器 i的实际输入,并且 tim

为节点i的采样时刻.此外,采样间隔假定满足tim+1−
tim ⩽ τi,其中τi > 0为已知标量.
基于采样信号,对于每个 i ∈ V ,构造如下分布式

状态估计器: ˙̂xi(t) = Ax̂i(t) + f(x̂i(t)) +Kiŷi(t),

z̃i(t) = Mx̂i(t).
(10)

其中: ẑi(t) ∈ Rnz表示节点 i上的状态估计器的输出

估计,Ki ∈ Rnx×ny表示状态估计器的参数.
定义 τi(t)

∆
= t − tim,并且 t ∈ [tim, tim+1),m =

0, 1, . . . ,∞.则估计器(10)可写为 ˙̂xi(t) = Ax̂i(t) + f(x̂i(t)) +Kiȳi(t− τi(t)),

z̃i(t) = Mx̂i(t).

(11)
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其中: τi(t)表示由非均匀采样引起的时变延迟且满
足 τd < τi(t) < τD, τd

∆
= min

i∈V
{τi}, τD

∆
= max

i∈V
{τi},

τs = τD − τd,且t ̸= tim(m = 0, 1, . . . ,∞).
注 2 对于采样方法,现有文献大多通过给出

一个满足 τk < τ̄的时间间隔来作为下一个采样时

刻[22].这种采样方法本身并不利于信号重构,并且对
于不同节点采用相同的采样间隔,得到的数据信息也
无法充分体现传感器网络中各节点以不同形式、不

同时间随机发生的信息不完全现象.因此,本文针对
不同的传感器节点,采用由时变函数τi(t)决定的非

均匀采样方式,从而保证不同采样节点的采样间隔随
时间变化,且独立有界.

令状态估计误差 x̃i(t) = x(t) − x̂i(t),非线性误
差f(x̃i(t)) = f(x(t)) − f(x̂i(t))以及输出估计误差

ẑi(t) = z(t)− z̃i(t),由式(1)和(11)可得

˙̃xi(t) = Ax̃i(t) + f(x̃i(t)) +Bω(t)−

Ki

∑
j∈Ni

aij(1− ᾱi)β̄iCj x̃j(t− τi(t))−

Ki

∑
j∈Ni

aij(1− ᾱi)β̄iΨ(Cj x̃j(t− τi(t)))−

Ki

∑
j∈Ni

aijᾱiCj x̃j(t− τi(t))−

Ki

∑
j∈Ni

aij [(1− αi(t))βi(t)− (1− ᾱi)β̄i]·

LiCjx(t− τi(t))−

Ki

∑
j∈Ni

aij [(1− αi(t))βi(t)− (1− ᾱi)β̄i]·

Ψ(Cjx(t− τi(t)))−

Ki

∑
j∈Ni

aij(αi(t)− ᾱi)Cjx(t− τi(t))−

Ki

∑
j∈Ni

aijDjvj(t− τi(t)),

ẑi(t) = Mx̃i(t).

(12)

记

K̄
∆
= diagi

N{Ki}, Ā
∆
= diagN{A}, B̄ ∆

= colN{B},

C̄
∆
= colN{Ci}, C̃

∆
= diagi

N{Ci}, D̄
∆
= coliN{Di},

Ū
∆
= diagN{U}, M̄ ∆

= diagN{M},

x̃(t)
∆
= coliN{x̃i(t)}, ẑ(t)

∆
= coliN{ẑi(t)},

x̃τ (t)
∆
= coliN{x̃i(t− τi(t))},

F (x̃(t))
∆
= coliN{f(x̃i(t))},

vτ (t)
∆
= coliN{v(t− τi(t))},

⌣

L
∆
= diagi

N{LiI},
⌢

L
∆
= diagi

N{LiI},

Λ̄α
∆
= diagi

N{ᾱiI}, Λ̄α(t)
∆
= diagi

N{αi(t)I},

Ii
∆
= {0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, I, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−i

},

Λ̄β
∆
= diagi

N{β̄iI}, Λ̄β(t)
∆
= diagi

N{βi(t)I}.

估计误差系统(12)可以进一步改写为

˙̃x(t) = Āx̃(t) + F (x̃(t)) + B̄ω(t)−
N∑
i=1

(I − Λ̄α)Λ̄β

⌣

LK̄Ii(W ⊗ I)C̃x̃τ (t)−

N∑
i=1

(I − Λ̄α)Λ̄βK̄Ii(W ⊗ I)Ψ(C̃x̃τ (t))−

N∑
i=1

Λ̄αK̄Ii(W ⊗ I)C̃x̃τ (t)−

N∑
i=1

[(I − Λ̄α(t))Λ̄β(t) − (I − Λ̄α)Λ̄β]·

⌣

LK̄Ii(W ⊗ I)C̄xτ (t)−
N∑
i=1

[(I − Λ̄α(t))Λ̄β(t) − (I − Λ̄α)Λ̄β]·

K̄Ii(W ⊗ I)Ψ(C̄xτ (t))−
N∑
i=1

(Λ̄α(t) − Λ̄α)K̄Ii(W ⊗ I)C̄xτ−

N∑
i=1

K̄Ii(W ⊗ I)D̄vτ (t),

ẑ(t) = M̄x̃(t).

(13)

令 ς(t)
∆
= [xT(t), x̃T(t)]T, z̄(t) ∆

= [zT(t), ẑT(t)]T,
可得如下增广估计误差系统:

ς̇(t) = Aς(t) + Cςτ (t) + F(ς(t))+

J Ψ(C̄ςτ (t)) + Bω(t) +Dvτ (t),

z̄(t) = Mς(t).

(14)

其中

A ∆
=

[
A 0

0 Ā

]
, B ∆

=

[
B

B̄

]
, C ∆

=

[
0 0

χ1 χ2

]
,

D ∆
=

[
0

χ5

]
, F(ς(t))

∆
=

[
f(x(t))

F (x̃(t))

]
,

U ∆
=

[
U 0

0 Ū

]
, J ∆

=

[
0 0

χ3 χ4

]
, M ∆

=

[
M 0

0 M̄

]
,

ςτ (t)
∆
= coliN{ς(t− τi(t))},

Ψ(C̄ςτ (t))
∆
= coliN{Ψ(Ciς(t− τi(t)))},

χ1
∆
= −

N∑
i=1

(Λ̄α(t) − Λ̄α)K̄Ii(W ⊗ I)C̄−

N∑
i=1

[(I − Λ̄α(t))Λ̄β(t) − (I − Λ̄α)Λ̄β]·
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⌣

LK̄Ii(W ⊗ I)C̄,

χ2
∆
= −

N∑
i=1

Λ̄αK̄Ii(W ⊗ I)C̃−

N∑
i=1

(I − Λ̄α)Λ̄β

⌣

LK̄Ii(W ⊗ I)C̃,

χ3
∆
= −

N∑
i=1

[(I − Λ̄α(t))Λ̄β(t) − (I − Λ̄α)Λ̄β]·

K̄Ii(W ⊗ I),

χ4
∆
= −

N∑
i=1

(I − Λ̄α)Λ̄βK̄Ii(W ⊗ I),

χ5
∆
= −

N∑
i=1

K̄Ii(W ⊗ I)D̄.

本文的主要目的是设计形如式(1)的分布式状态
估计器,以便同时满足以下两个要求:

1)当vτ (t) = 0,ω(t) = 0时,估计误差系统 (14)
是均方渐近稳定的;

2)在零初始条件下,对于所有非零的 vτ (t)和

ω(t), z̄(t)满足

E
{ w ∞

0
∥z̄(t)∥2dt

}
⩽

E
{
γ2

w ∞

0
(∥ω(t)∥2 + ∥vτ (t)∥2)dt

}
, (15)

其中γ > 0表示给定的抗扰动水平.
定义2 [23] 如果对于任意标量κ > 0,当满足

sup
−d̄⩽s⩽0

E{|ϕ(s)|2} < δ(κ)时,存在φ(κ) > 0,使得

E{|x2(t)|} < κ成立,则估计误差系统在vτ (t) = 0

和ω(t) = 0的情况下均方稳定.另外,对于任意初始
条件,如果 lim

t→∞
E|x2(t)| = 0,则估计误差系统被认为

是均方渐近稳定的.
为得到主要结果,需要用到以下引理.
引理1 [24] 对于任意正定矩阵R ∈ Rn×n,标量

h > 0和向量值函数 ẋ : [−h, 0],有以下积分不等式:

−
w t

t−h
ẋT(s)Rẋ(s)ds ⩽ − 2

h
ζT
1 (t)

[
R −R

−R R

]
ζ1(t),

其中ζT
1 (t) =

[ 1
h

w t

t−h
xT(s)ds, xT(t− h)

]
.

引理 2 [25] 对于任意向量函数x ∈ [0, dM ]→
Rn,时变延迟d(t) ∈ [0, dM ],对称矩阵V > 0以及任

意矩阵T1满足

[
V1 T1

∗ V1

]
⩾ 0,其中V1 = diag{V, 3V },

可得

−
w t

t−d(t)
ẋT(s)V ẋ(s)ds−

w t−d(t)

t−dM

ẋT(s)V ẋ(s)ds ⩽

− 1

dM
ζT
2 (t)

[
W1

W2

]T [
V1 T1

∗ V1

][
W1

W2

]
ζ2(t).

其中

ζ2(t) =

[xT(t), xT(t− d(t)), xT(t− h), υT
1 (t), υ

T
2 (t)]

T;

ei = [0n×(i−1)n, I, 0n×(5−i)n], i = 1, 2, . . . , 5;

W1 =

[
e1 − e2

e1 + e2 − 2e4

]
, W2 =

[
e2 − e3

e2 + e3 − 2e5

]
;

υT
1 (t) =

1

d(t)

w t

t−d(t)
x(s)ds,

υT
2 (t) =

1

h− d(t)

w t−d(t)

t−dM

x(s)ds.

2 主要结果

本节主要针对系统 (1)和传感器网络 (3),在给定
H∞性能水平γ下,设计随机饱和和测量缺失影响下
的分布式H∞状态估计器.
定理1 给定抗扰动指标γ > 0.对于具有随机

饱和和测量缺失的非线性系统 (1)和传感器 (3),如果
存在标量ε1 > 0, ε2 > 0以及具有适当维数的矩阵

P2 > 0,P3 > 0,Q1 > 0,R1 > 0,Q2i > 0,R2i >

0(i ∈ V),对角矩阵P1 = diagi
N{P1, P1im}, X̄ =

diagi
N{Xi}和任意矩阵Si =

[
Si1 Si2

Si3 Si4

]
(i ∈ V)满足

以下LMIs,则估计误差系统 (14)是均方渐近稳定的,
且具有H∞性能指标:

Ξ
[τi(t)=τd]

Π1 Π2 Π3 Π4

∗ −γ2I 0 BTP1 0

∗ ∗ −γ2I DTP1 0

∗ ∗ ∗ −2P1 + Y 0

∗ ∗ ∗ ∗ −2P1 + Y


< 0,

(16)

Ξ
[τi(t)=τD]

Π1 Π2 Π3 Π4

∗ −γ2I 0 BTP1 0

∗ ∗ −γ2I DTP1 0

∗ ∗ ∗ −2P1 + Y 0

∗ ∗ ∗ ∗ −2P1 + Y


< 0,

(17)[
Q̃2i Si

∗ Q̃2i

]
⩾ 0, i = V, (18)

且估计器参数Ki = P−1
1i Xi.

其中

Ξ
∆
= [Ξpq]9×9;

Ξ11
∆
= P1A+ATP1 + τ2

dR1 + ε1UTU+
N∑
i=1

τ2
sR2i +MTM;

Ξ13
∆
= −Xδ1 −Xδ2 ; Ξ15

∆
= P1; Ξ16

∆
= X̄δ3 + ε2Lc;
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Ξ22
∆
= −P2 + P3 − 2Q1 − 4

N∑
i=1

Q2i;

Ξ23
∆
= −2Q̄2i − S̄i1 − S̄i2 − S̄i3 − S̄i4;

Ξ24
∆
=

N∑
i=1

(Si1 + Si3 − Si2 − Si4);

Ξ29
∆
= 2S̄i2 + 2S̄i4;

Ξ33
∆
= −8Q̂2i + sym{ŜT

i1 + ŜT
i2 − ŜT

i3 − ŜT
i4};

Ξ34
∆
= −2Q̄T

2i − S̃i1 + S̃i3 − S̃i2 + S̃i4;

Ξ38
∆
= 6Q̂T

2i + 2ŜT
i3 + ŜT

i4;

Ξ39
∆
= 6Q̂T

2i − 2Ŝi2 + 2Ŝi4;

Ξ44
∆
= −P3 − 4

N∑
i=1

Q2i; Ξ48
∆
= −2S̄T

i3 + 2S̄T
i4;

Ξ55
∆
= −ε1I; Ξ66

∆
= −ε2I; Ξ77

∆
= −2Q1 − τ2

dR1;

Ξ88
∆
= −12Q̂2i − τs(τi(t)− τd)R̂2i;

Ξ99
∆
= −12Q̂2i − τs(τD − τi(t))R̂2i;

Π1
∆
= [BTP1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

T;

Π2
∆
= [DTP1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

T;

Π3
∆
= [P1A, 0,Π33, 0,P1,−X̄δ3 , 0, 0, 0]

T;

Π4
∆
= [0, 0,Π43, 0, 0,−X̄ρ3

, 0, 0, 0]T;

Π33
∆
= −X̄δ1 − X̄δ2 ; Π43

∆
= −X̄ρ1

− X̄ρ2
;

Lc
∆
=

[
0 0

0
⌣

LC̄

]
; X̄δ1

∆
=

[
0 0

0 X̄δ1

]
; X̄δ2

∆
=

[
0 0

0 X̄δ2

]
;

X̄δ3
∆
=

[
0 0

0 X̄δ3

]
; X̄ρ1

∆
=

[
0 0

0 X̄ρ1

]
;

X̄ρ2

∆
=

[
0 0

0 X̄ρ2

]
; X̄ρ3

∆
=

[
0 0

0 X̄ρ3

]
;

φ2i
∆
= β̄i(1− ᾱi)− β̄i

2
(1− ᾱi)

2;

φ1i
∆
= ᾱi(1− ᾱi); X̄δ1

∆
= veciN{X̄Ii(W ⊗ I)ᾱiC̄};

X̄δ2
∆
= veciN{X̄Ii(W ⊗ I)(1− ᾱi)β̄i

⌣

LC̄};

X̄δ3
∆
= veciN{X̄Ii(W ⊗ I)(1− ᾱi)β̄i};

X̄ρ1

∆
= veciN{X̄Ii(W ⊗ I)

√
φ1iC̄};

X̄ρ2

∆
= veciN{X̄Ii(W ⊗ I)

√
φ2i

⌣

LC̄};

X̄ρ3

∆
= veciN{X̄Ii(W ⊗ I)

√
φ2i};

R̂2i
∆
= diagi

N{R2i}; R̄2i
∆
= veciN{R2i};

Q̂2i
∆
= diagi

N{Q2i}; Q̄2i
∆
= veciN{Q2i};

Ŝig
∆
= diagi

N{Sig}; S̄ig
∆
= veciN{Sig};

S̃ig
∆
= coliN{Sig}; g = 1, 2, 3, 4;

Y
∆
=

N∑
i=1

τs
2Q̂2i

2
+

τ1
2

2
Q1.

证明 考虑如下Lyapunov-Krasovskii泛函:
V (ς(t)) = V1(ς(t)) + V2(ς(t)). (19)

其中

V1(ς(t)) =ς(t)P1ς(t) +
w t

t−τd
ςT(s)P2ς(s)ds+w t−τd

t−τD
ςT(s)P3ς(s)ds, (20)

V2(ς(t)) =τd
w t

t−τd

w t

θ
ςT(s)R1ς(s)dsdθ+

τs

N∑
i=1

w t−τd

t−τD

w t

θ
ςT(s)R2iς(s)dsdθ+

τd
w t

t−τd

w t

θ
ς̇T(s)Q1ς(s)dsdθ+

τs

N∑
i=1

w t−τd

t−τD

w t

θ
ς̇T(s)Q2iς̇(s)dsdθ. (21)

误差系统的无穷小生成算子可表示为

LV(ς(t)) =

lim
∆→0+

1

∆
{E{V (ς(t+∆))|ς(t)}−V (ς(t))}, (22)

则当ω(t) = 0, vτ (t) = 0时,可得
LV1(ς(t)) =

2ςT(t)P1ς̇(t) + ςT(t)P2ς(t)− ςT(t− τD)P3ς(t−

τD)+ςT(t−τd)P3ς(t− τd)−ςT(t−τd)P2ς(t− τd),

(23)

LV2(ς(t)) =

τ2
d ς̇

T(t)Q1ς̇(t)−τs

N∑
i=1

w t−τd

t−τD
ςT(s)R2iς(t)ds−

τd
w t

t−τd
ς̇T(s)Q1ς̇(t)ds+

N∑
i=1

τ2
s ς̇

T(t)Q2iς̇(t)−

τs

N∑
i=1

w t−τd

t−τD
ς̇T(s)Q2iς̇(t)ds+ τ2

d ς
T(t)R1ς(t)+

τ2
s

N∑
i=1

ςT(t)R2iς(t)− τd
w t

t−τd
ςT(s)R1ς(t)ds. (24)

利用引理1可得
− τd

w t

t−τd
ς̇T(s)Q1ς̇(s)ds ⩽[

η1(t)

ς(t− τd)

]T [
−2Q1 2Q1

2Q1 −2Q1

][
η1(t)

ς(t− τd)

]
. (25)

根据引理2,对于任意矩阵Si,在

[
Q̃2i Si

∗ Q̃2i

]
⩾ 0

条件下可得

− τs

N∑
i=1

w t−τd

t−τD
ς̇T(s)Q2iς̇(s)ds =
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−
N∑
i=1

τs
w t−τd

t−τi(t)
ς̇T(s)Q2iς̇(s)ds−

N∑
i=1

τs
w t−τi(t)

t−τD
ς̇T(s)Q2iς̇(s)ds ⩽[

W1i

W2i

]T [
−Q̃2i −Si

∗ −Q̃2i

][
W1i

W2i

]
. (26)

其中

W1i =

[
ς(t− τd)− ς(t− τi(t))

ς(t− τd) + ς(t− τi(t))− 2η2(t)

]
,

W2i =

[
ς(t− τi(t))− ς(t− τD)

ς(t− τi(t)) + ς(t− τD)− 2η3(t)

]
.

此外,由Jensen积分不等式可得

− τd
w t

t−τd
ςT(s)R1ς(s)ds ⩽ −ηT

1 (t)τ
2
dR1η1(t),

(27)

− τs

N∑
i=1

w t−τd

t−τD
ςT(s)R2iς(s)ds ⩽

−
N∑
i=1

ηT
2 (t)τs(τi(t)− τd)R2iη2(t)+

ηT
3 (t)τs(τD − τi(t))R2iη3(t). (28)

其中

η1(t) =
1

τd

w t

t−τd
ς(s)ds,

η2(t) =
[ 1

τ1(t)− τd

w t−τd

t−τ1(t)
ς(s)ds, . . . ,

1

τi−1(t)− τd

w t−τd

t−τi−1(t)
ς(s)ds,

1

τi(t)− τd

w t−τd

t−τi(t)
ς(s)ds

]
,

η3(t) =
[ 1

τD − τ1(t)

w t−τ1(t)

t−τD
ς(s)ds, . . .

1

τD − τi−1(t)

w t−τi−1(t)

t−τD
ς(s)ds,

1

τD − τi(t)

w t−τi(t)

t−τD
ς(s)ds

]
.

注3 由于本文采用的估计器结构包含了传感

器网络拓扑信息,并且每个传感器的采样间隔是随时
间变化的,泛函的构造和积分项的放缩方法对结果的
复杂程度和保守性有着至关重要的影响.为此,在构
造泛函时引入单重和双重积分项,充分利用非均匀采
样带来的时滞信息,并且没有引入复杂的多重积分型
和增广型泛函项,有效避免了不必要的计算负担.同
时,在处理LV2中积分项 τs

w t−τd

t−τD
ς̇(s)Q2iς̇(s)ds时,

进行时滞分割,得到了 τs
w t−τd

t−τi(t)
ς̇(s)Q2iς̇(s)ds和

τs
w t−τi(t)

t−τD
ς̇(s)Q2iς̇(s)ds,然后采用引理2进行估计,

产生 η2(t)和 η3(t)两个受网络节点个数影响且随

时间变化的向量,通过引入自由矩阵Si,建立η2(t)、

η3(t)与状态向量 ς(t− τd)、ς(t − τi(t))、ς(t− τD)

之间的交叉关系.与现有分布式状态估计中普遍采
用 Jensen不等式相比[15,20],提高了泛函导数的放缩
精度,有助于降低保守性;与时滞系统稳定性分析中
采用的基于Free-matrix和Auxiliary-function方法相
比[8],大大减少了引入的决策变量,降低了复杂程度.
此外,由假设2和式(23)∼ (28)很容易得出

LV(ς(t)) ⩽

ϖT(t)Φ̃ϖ(t)− ε1FT(ς(t))F(ς(t))−

ε2Ψ
T(C̄ςτ (t))(Ψ(C̄ςτ (t))− Lcς(t))+

HT
α(t)YHα(t) +HT

α(t)(t)YHα(t)(t) =

ϖT(t)Ξ̃ϖ(t) +HT
α(t)YHα(t) +HT

α(t)(t)YHα(t)(t).

(29)

其中

Ξ̃
∆
=

Ξ̃11 0 Ξ13 0 Ξ15 Ξ16 0 0 0

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 0 0 2Q1 6Q̄2i Ξ29

∗ ∗ Ξ33 Ξ34 0 0 0 Ξ38 Ξ39

∗ ∗ ∗ Ξ44 0 0 0 Ξ48 6Q̄2i

∗ ∗ ∗ ∗ −ε1I 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ77 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ88 −4Ŝi4

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ99



,

Ξ̃11
∆
= P1A+ATP1 + ε1UTU + τ2

dR1 +

N∑
i=1

τ2
sR2i,

ϖ(t)
∆
= [ςT(t), ςT(t− τd), ς

T
τ (t), ς

T(t− τD),

FT(ς(t)), ΨT(C̄ςτ (t)), η
T
1 (t), η

T
2 (t), η

T
3 (t)]

T,

Hα(t)
∆
=

Aς(t) + F(ς(t))−

[
0 0

0 χ2

]
ςτ (t)−

[
0 0

0 χ4

]
Ψ(C̄ςτ (t)),

Hα(t)(t)
∆
=

Aς(t) + F(ς(t))−

[
0 0

χ1 0

]
ςτ (t)−

[
0 0

χ3 0

]
Ψ(C̄ςτ (t)).

由Schur补引理和式 (16)、(17)可得LV(ς(t)) <

0.由此可以说明,估计误差系统 (14)在ω(t) = 0,
vτ (t) = 0情况下均方渐近稳定.
接下来,对所有非零ω(t) ∈ L2[0,∞)和vτ (t) ∈

L2[0,∞),估计误差系统 (14)的H∞性能可以由式

(29)得到,即
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E{LV(ς(t)) + ∥z̄(t)∥2 − γ2∥ω(t)∥2 − γ∥vτ (t)∥2} ⩽

E{ξT(t)Φ̃ξ(t) + ς̇T(t)Y ς̇(t)}. (30)

其中

ξ(t)
∆
= [ϖT(t), ωT(t), vT

τ (t)]
T,

Φ̃
∆
=


Ξ Π1 Π2

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −γ2I

 .

运用Schur补引理,并结合Xi = P−1
1i Ki可得

Ξ Π1 Π2 Π3 Π4

∗ −γ2I 0 B̄TP1 0

∗ ∗ −γ2I DTP1 0

∗ ∗ ∗ −P1Y
−1P1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −P1Y
−1P1


< 0.

(31)

进一步,结合定理1可以推导出

E{LV(ς(t))+∥z̄(t)∥2−γ2∥ω(t)∥2−γ2∥vτ (t)∥2}<0.

(32)

在零初始条件下,对于所有非零vτ (t),ω(t)可得

E
{ w t

0
(∥z̄(s)∥2 − γ2∥ω(s)∥2 − γ2∥vτ (s)∥2)ds

}
⩽

E
{ w t

0
(∥z̄(s)∥2 − γ2∥ω(s)∥2−

γ2∥vτ (s)∥2 + LV(ς(s)))ds− V (ς(t)) + V (ς(0))
}
⩽

E
{ w t

0
(∥z̄(s)∥2 − γ2∥ω(s)∥2−

γ2∥vτ (s)∥2ds+ LV(ς(s)))ds
}
< 0. (33)

由此可得,式 (15)成立.同时,如果LMI (31)成立,则
结合不等式−P1Y

−1P1 < −2P1 + Y ,定理 1中的
LMIs (16)和(17)也得以满足. 2
3 仿真分析

本节通过仿真分析说明所提出的分布式H∞状

态估计器设计方案的有效性.
传感器网络的拓扑为G = (V,O,W),其中节点

集为V = {1, 2, 3, 4},边集为O = {(1, 1), (2, 1), (2,
2), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 3), (4, 4)},邻接矩阵为W =
1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

0 0 1 1

.考虑具有以下参数的非线性系统 (1)和

传感器网络(3),有

A =

[
−0.6 0.2

0 −0.8

]
, B =

[
0.5

1

]
, M =

[
0.1

0.1

]T

,

C1 = [0.1, 0], C2 = [0.2, 0.1],

C3 = [0.5, 0.7], C4 = [0.1, 0.2],

D1 = 1, D2 = 0.5, D3 = 0.7, D4 = 0.5,

并且非线性函数f(x(t))为

f(x(t)) =
[ 0.2x1(t)

2x2
2(t) + 1

, 0.1 sin(x1(t))x2(t)
]T

.

容易看出,当U = diag{0.2, 0.15}时,条件 (2)成
立.在本例中,概率 ᾱi(i = 1, 2, 3, 4)分别为 0.9, 0.8,
0.85, 0.7. β̄i(i = 1, 2, 3, 4)分别为0.1, 0.15, 0.1, 0.2.扇
形有界条件取自文献 [5],且Li(i = 1, 2, 3, 4)分别为

0.3, 0.4, 0.2, 0.1,Li(i = 1, 2, 3, 4)分别为 0.7, 0.8, 0.9,
0.7.饱和水平为vmax = 0.3.通过选取不同的τ ,最小
H∞性能指标可由定理1计算得到,如表1所示.

表 1 不同τ下的H∞性能指标γmin

τd = 0.1
τD

0.2 0.4 0.8 1

γ 0.005 7 0.018 4 0.058 3 0.087 5

本例在文献 [5]中也进行了分析,当τd = 0.1, τD
= 0.2时,取其给出的最小γ = 1.021 4,求解LMIs (16)
∼ (18)获得如下一组可行解:

K1 =

[
0.001 7

−0.000 1

]
, K2 =

[
0.003 6

0.001 6

]
,

K3 =

[
0.000 9

0.001 1

]
, K4 =

[
0.009 5

0.015 2

]
.

当只受饱和影响,即αi(t) ≡ 1时,保持其他参数
不变,可得

K∗
1 =

[
0.060 8

−0.002 8

]
, K∗

2 =

[
0.053 0

0.025 2

]
,

K∗
3 =

[
0.114 7

0.141 3

]
, K∗

4 =

[
0.056 5

0.094

]
.

在仿真分析中,初始状态x(0) = [−0.3, 0.2]T,
x̂i(0)(i = 1, 2, 3, 4)在均匀分布区间 [−0.3, 0.2]T中随

机获取,外部扰动为

ω(t) = e−0.2t sin t, v(t) =
sin(10t+ 1)

3t+ 1
.

仿真结果如图2∼图8所示.
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图 2 真实状态x1(t)及其估计 x̂1i(t)(i = 1, 2, 3, 4)
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图 3 真实状态x2(t)及其估计 x̂2i(t)(i = 1, 2, 3, 4)
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图 4 有随机饱和与测量缺失的

估计误差 ẑi(t)(i = 1, 2, 3, 4)
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图 5 仅受饱和影响下的估计误差 ẑi(t)(i = 1, 2, 3, 4)
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图 6 大扰动条件下真实状态x1(t)及

其估计 x̂1i(t)(i = 1, 2, 3, 4)
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图 7 大扰动条件下真实状态x2(t)及

其估计 x̂2i(t)(i = 1, 2, 3, 4)
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图 8 大扰动条件下的估计误差 ẑi(t)(i = 1, 2, 3, 4)

由图2和图3可以看出,在充分考虑传感器网络
存在随机饱和与测量缺失的情况下,各节点估计值
x̂i(t)与系统状态x(t)轨迹基本一致,各传感器节点
均能实现对系统状态的跟踪.另外,从图4可以得到,
各节点的估计误差 ẑi(t)(i = 1, 2, 3, 4)范围一直保持

在−0.01 ∼ 0.01之间,并最终趋于稳定,与文献 [5]中
的−0.02 ∼ 0.02相比,范围缩小了1倍.此外,由图4
和图5不难看出,系统在受随机饱和与测量缺失的影
响以及仅受饱和的影响两种情况下,估计误差均能趋
于稳定.
为了进一步体现本文算法效果,保持上述算例不

变,在初始状态x(0) = [−1.5, 1.0]T且外部扰动增大

为ω(t) = e−0.01t sin t时,由图6∼图8可以看出,状态
整体波动较大,但最终依旧能趋于稳定.以上结果均
能说明,本文提出的具有随机饱和与测量缺失的分布
式H∞状态估计算法是有效的,并且降低了现有结论
的保守性.

4 结 论

本文研究了随机饱和与测量缺失影响下非线性

系统的分布式H∞状态估计问题,提出了一种更具一
般性的传感器模型.利用输入延迟的方法,将基于非
均匀采样方法的分布式H∞状态估计问题转化为有

界时滞的分布式H∞状态估计问题,并利用Lyapunov
泛函方法设计了满足性能要求的分布式状态估计器,
降低了结论的保守性.最后通过仿真分析进行了验
证.在接下来的研究中将进一步优化模型,使其能在
统一框架下包含更多随机发生的信息不完全现象,并
探索分布式状态估计降低结论保守性的新方法.
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