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脉冲推力作用下半被动双足机器人的行走动力学分析

周观凤1, 江 波2, 蒋贵荣2†

(1. 桂林电子科技大学电子工程与自动化学院，广西桂林 541004；
2. 桂林电子科技大学数学与计算科学学院，广西桂林 541004)

摘 要: 为了提高半被动双足机器人在水平地面上行走的稳定性,研究一种脉冲推力作用下半被动双足机器人的
行走动力学行为.以最简单的特殊行走模型为动力学模型,采用支撑腿脚后跟脉冲推力作为双足机器人行走动力
源.鉴于系统模型的高度非线性,将连续阶段的非线性微分方程线性化;利用角动量守恒和脉冲推力构造一个二
维离散映射;采用离散映射的不动点及其特征值分析系统周期步态的存在性和稳定性;接着讨论系统的倍周期分
岔.在理论分析的基础上,通过Matlab软件对半被动双足机器人的行走动力学进行仿真实验. 仿真结果表明,在水
平地面上行走的半被动双足机器人具有稳定的周期-1步态和周期-2步态.
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Walking dynamic analysis of semi-passive biped robot under impulse
thrust
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Abstract: In order to improve the walking stability of a semi-passive biped robot on horizontal ground, the walking
dynamic behavior of the semi-passive biped robot under impulse thrust is studied. Taking the simplest special walking
model as the dynamic model, the impulse thrust of the heel of the stance leg is used as the walking power source of
the biped robot. In view of the highly nonlinear of the system model, the nonlinear differential equation in continuous
phase is linearized. A two-dimensional discrete map is constructed by using the conservation of angular momentum
and impulse thrust. The existence and stability of the periodic gait of the system are analyzed by using the fixed points
and their eigenvalues of the discrete map. The period-doubling bifurcation of the system is discussed. On the basis
of theoretical analysis, the walking dynamics of the semi-passive biped robot is simulated by Matlab software. The
simulation experiment shows that the semi-passive biped robot walking on the horizontal ground has stable period-1 gait
and period-2 gait.
Keywords: semi-passive biped robot；impulse thrust；period gait；bifurcation

0 引 䀰

双足机器人具有与人类相似的步行能力,能适应
人类的生活方式,如能适应街道、楼梯、废墟等复杂
的地形环境,也可以代替人类从事救援、医疗、勘测、
服务等行业.双足机器人以低能耗、步态与人类相似
和易于揭示人类行走内部原理的特点而引起人类的

广泛关注[1].
20世纪90年代,文献[2]提出“被动动态行走”概

念,讨论机器人不需要依靠外力,在重力作用下沿斜
面向下稳定的行走.被动动态行走概念的提出引起
了科学研究人员的广泛关注.文献 [3]研究发现,斜坡
参数发生变化时系统出现周期1-步态(指半被动双足
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机器人每走一步的初始状态是一样的,会维持机器
人稳定地行走,是指周期步态)、周期-2步态 (指半被
动双足机器人每走两步状态相同,会维持机器人稳定
地行走,是周期步态;由周期-1步态进入周期-2步态,
表明机器人的周期-1步态失去稳定性,周期-2步态是
稳定的)及混沌步态.文献[4]研究最简单的被动双足
机器人模型,利用文献 [5]的小参数法,得到了周期-1
步态的存在性和稳定性.文献 [6]使用4阶贝塞尔函
数设计被动动态的轨迹,控制被动动态获得周期-1步
态.文献 [7]分析了两种可行运动切换模式的双足机
器人的行走,通过庞加莱映射雅可比矩阵的特征值,
验证了运动模式的稳定性,确定了这些稳定模式之
间的切换,研究了各种模型参数对系统动力学行为的
影响.结果表明,在一定的参数范围内,该模型是混沌
的.
文献 [8]发现斜坡角度的不断增大会导致倍周

期步态的出现,并呈现出混沌状态.双足机器人行走
的每一步中摆动腿与地面的冲击都存在能量损失,
这使得被动行走双足机器人在水平面上不能长时间

行走.于是,学者们开始研究半被动双足机器人.文
献 [9]利用Lyapunov定理证明了双足机器人的稳定
性.文献 [10]研究了4阶段模型,结合线性反馈和基
于有限时间的滑动模式控制方法,得到了双足机器人
行走渐近稳定性.文献 [11]利用一阶泰勒级数和平
衡点,将非线性方程线性化,研究了非线性方程转化
成线性方程的误差.文献 [12]在髋关节设计了一种
弹性制动器,研究了倍周期分岔、N-S分岔、N-S-2分
岔并利用OGY方法对分岔进行控制.
对于半被动双足机器人,模型的建立是一个非常

重要的环节.为了实现在水平地面上持续行走,往往
考虑脉冲推力.文献 [13]在半被动双足机器人支撑
腿脚后跟施加脉冲推力,利用庞加莱映射分析了半
被动双足机器人的稳定性问题.文献 [14]通过在双
足机器人支撑腿脚后跟施加脉冲推力来研究人类行

走的能量学和行走速度与步长之间的关系.文献 [15]
分析了一个简单的驱动倒立摆模型,研究了具有能量
的步态,在模型中同时加入了关节力矩和推力冲量,
讨论了不同关节力矩配置、不同行走速度和步长组

合下的步行步态.文献 [16]利用庞加莱映射线性化
和人工神经网络的混沌控制算法来控制被动动态双

足机器人.文献 [17]利用混沌原理来控制混沌步态
模式的被动两足步行模型,研究了髋关节驱动系统改
变导致了混沌吸引子中任何稳定模式的快速转变.
在水平地面上行走的双足机器人很多时候只考

虑在髋关节处施加控制力矩,同时考虑在连续动力

学阶段施加力矩和在离散阶段施加脉冲推力的动力

学有待进一步研究.复杂脉冲推力在现实中确实存
在,但在建立数学模型时通常被简化.在上述脉冲推
力的文章中,施加在支撑腿脚后跟的脉冲推力是常
值和线性形式的,这是对脉冲推力简单和理想化的处
理.事实上,机器人行走的推力是很复杂的.考虑到
这些因素,本文研究一种具有非线性脉冲推力 (二次
多项式形式) 的半被动双足机器人行走模型,得到了
系统周期步态的存在性和稳定性的条件,并在理论上
严格分析了倍周期分岔.

1 双足机器人的动力学模型

双足机器人行走模型如图1所示.质量集中在髋
关节和足部,髋关节的质量为mH ,足部质量为m, l为

双足机器人腿的长度, g为重力加速度.假设足部质
量远远小于髋关节质量(m/mH ≪ 1).定义系统位置
的广义坐标为q = [θ, γ]T.其中: θ为支撑腿与地面法
线的夹角, γ为摆动腿与地面法线的夹角,α为双足机
器人两腿间的夹角,u是施加在髋关节上的力矩.机
器人步行过程如图2所示.

u

y

x

mH

m
m

α

γ θ

图 1 半被动双足机器人模型

u u u u

I!" II!" I II !" IV!"

P
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图 2 半被动双足机器人行走过程

机器人的数学模型受到很多因素的影响,为了方
便分析,在这里对模型做如下理想化假设:

1) 机器人的两条腿是完全一样的刚性直腿并且
没有弹性形变;

2)髋关节处没有阻尼摩擦,摆动过程中摆动腿末
端与地面的“摩擦”现象忽略不计.
如图2所示,双足机器人的每一步行走分为4个

状态 (I, II, III, IV). I状态至 III状态为双足机器人的连
续动力学阶段,此时双足机器人的支撑腿做倒立单摆
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运动,摆动腿离开地面围绕髋关节做单摆运动. III状
态表示双足机器人摆动腿运动到最高处时,摆动腿从
高处往下落,发生回摆现象.由拉格朗日法推导摆动
阶段动力学方程为

θ̈(t)− sin θ(t) = 0,

γ̈(t)− cos(θ(t)− γ(t))θ̈(t)+

θ̇2(t) sin(θ(t)− γ(t)) + sin γ(t) = u,

(1)

其中时间t是标准化时间
√

l/g[18].
半被动双足机器人行走过程中的 IV状态 (图2)

是机器人的摆动腿与地面发生碰撞.为了建立机器
人摆动腿与地面瞬间碰撞模型,做如下假设:

1) 半被动双足机器人的摆动腿与地面的碰撞是
完全弹性碰撞,并且满足角动量守恒定理;

2)摆动腿与地面发生碰撞是瞬间完成的,机器人
的角度在碰撞前后不发生变化,角速度发生突变;

3) 半被动双足机器人与地面接触的支撑腿不会
与地面发生相对滑动.
当摆动腿运动到支撑腿前且状态面满足Φ =

{(θ, θ̇, γ, γ̇)|2θ+β = 0}时,半被动双足机器人的摆动
腿与地面发生碰撞 (图2中的 IV状态),同时支撑腿在
脉冲推力的作用下离地,两腿发生互换.
碰撞模型如图 3所示. v+表示摆动腿与地面发

生碰撞后髋关节质点mH的运动速度, v−表示脉冲
推力作用前髋关节质点mH 的运动速度,P是施加在
支撑腿脚后跟的脉冲推力,β是大于0的常数为碰撞
时的角度.由图3可得,机器人的摆动腿与地面发生
碰撞前后机器人的角度应满足下列关系:

θ+ = γ−, γ+ = θ−. (2)

其中: θ+表示摆动腿与地面碰撞后新的支撑腿与地
面法线的夹角, θ−表示脉冲推力作用前原来的支撑
腿与地面法线的夹角, γ+表示摆动腿与地面碰撞后

新的摆动腿与地面法线的夹角, γ−表示脉冲推力作

用前原来的摆动腿与地面法线的夹角.

mH

mH

ββ

β

v
+

v
-

P

P

!"#
$%&'

图 3 半被动双足机器人的瞬间碰撞模型

鉴于v+ = lθ̇+, v− = lθ̇−,由图3可得

θ̇+ = θ̇− cosβ +
p

lmH
sinβ. (3)

其中: θ̇+表示摆动腿与地面碰撞后新的支撑腿的角
速度, θ̇−为脉冲推力作用前支撑腿的角速度, p =

P/
√
l/g.
由摆动腿关于髋关节的角动量守恒可得

γ̇+ = θ̇+ cosβ, (4)

其中 γ̇+表示摆动腿与地面碰撞后新的摆动腿的角

速度.由式(2)∼ (4)可得
θ

θ̇

γ

γ̇


+

= h1


θ

θ̇

γ

γ̇


−

+ h2. (5)

其中

h1 =


0 0 1 0

0 cosβ 0 0

1 0 0 0

0 cos2 β 0 0

 , h2 =


0

sinβ

0

cosβ sinβ

 p

lmH
.

由于脉冲推力是施加在支撑腿脚后跟的,在一定
程度上与支撑腿的角速度有关,而文献 [13-17]已经
考虑了常值和线性脉冲推力,常值和线性脉冲推力是
最简单的脉冲推力.事实上,脉冲推力可能是非线性
形式的,因此考虑脉冲推力为下列形式:

p = a(θ̇−)2 + c, (6)

其中a和c是脉冲推力调节参数, a > 0, c < 0.

2 周期步态的存在性和稳定性

非线性微分方程(1)不允许直接在理论上求解析
解,因此在θ = 0, γ = 0以及 θ̇ = 0处,按照泰勒级
数[11]展开得 

θ̈ − θ = 0,

γ̈ − θ̈ + γ = u.
(7)

令

θ(t) = x1(t), θ̇(t) = x2(t), γ(t) = x3(t),

γ̇(t) = x4(t), x = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))
T.

其中:x1为支撑腿与地面法线的夹角 (θ(t)),x2为支

撑腿的角速度 (θ̇(t)), x3为摆动腿与地面法线的夹角

(γ(t)), x4表示摆动腿的角速度(γ̇(t)),则有
ẋ = f(x), x /∈ Φ,

x+ = h1(β)x
−(β) + h2(β), x ∈ Φ.

(8)

其中

f(x) = (x2(t), x1(t), x4(t), x1(t)− x3(t) + u)T.
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如图 4所示,实线表示摆动腿 (x3, x4)行走的相

图,虚线表示支撑腿(x1, x2)行走的相图,点划线表示
在脉冲推力作用下两条腿互换产生的跳跃.机器人
运动轨迹如图5所示.

( 2-β/ ,x4k) ( 2β/ ,x2( +1)k )

( 2β/ ,x2k)

!"/deg

!
#

"
/

(d
e
g

/s
)

图 4 机器人行走的相图
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"

#
/

(d
e
g

/s
)

t /s

图 5 机器人运动轨迹

系统(8)的轨迹从初始点Ak(β/2,x2k,−β/2, x4k)

在时间 t = τ到达Āk(−β/2, x̄2k, β/2, x̄4k),由于脉冲
推力的作用跳到点Ak+1(β/2, x(2k+1),−β/2, x4(k+1)),
其中 

x2(k+1) = cosβx̄2k +
p sinβ

lmH
,

x4(k+1) = cos2 βx̄2k +
p sinβ cosβ

lmH
.

(9)

由式(6)可得p = a(x̄2k)
2 + c,系统(8)的特解是

x1(t) =
1

2

(β
2
+ x2k

)
et + 1

2

(β
2
− x2k

)
e−t,

x2(t) =
1

2

(β
2
+ x2k

)
et − 1

2

(β
2
− x2k

)
e−t,

x3(t) = −
(3β

4
+ u

)
cos t+ (x4k −

x2k

2

)
sin t+

x1(t)

2
+ u,

x4(t) =
(3β

4
+u

)
sin t+

(
x4k−

x2k

2

)
cos t+ x2(t)

2
.

(10)

根据−β/2 = x1(τ)和β/2 = x3(τ)有

τ = ln 2x2k − β

2x2k + β
:= τ2k, (11)

u =

3β

4
(cos τ + 1)−

(
x4k −

x2k

2

)
sin τ

1− cos τ := u12k.

(12)

根据式 (9)和 p = a(x̄2k)
2 + c,假设x2(k+1) =

xk+1, x4(k+1) = yk+1,有
xk+1 = xk cosβ +

sinβ(ax2
k + c)

lmH
:= f1(xk, a),

yk+1 =

cos γ
(
xk cosβ +

sinβ(ax2
k + c)

lmH

)
:= f2(xk, a).

(13)

映射(13)的不动点是

x01 =

1− cosβ −
√
(cosβ − 1)2 − 4ac

(sinβ

lmH

)2

2a
sinβ

lmH

,

y01 =

cosβ
1− cosβ −

√
(cosβ − 1)2 − 4ac

(sinβ

lmH

)2

2a
sinβ

lmH

.

(14)

映射(13)的不动点对应系统(8)周期-1步态

x1(t) =

1

2

(β
2
+ x01

)
et−kτ01 +

1

2

(β
2
− x01

)
e−(t−kτ01),

x2(t) =

1

2

(β
2
+ x01

)
et−kτ01 − 1

2

(β
2
− x01

)
e−(t−kτ01),

x3(t) =

−
(3β

4
+ u101

)
cos(t− kτ01) +

(
cosβx01−

x2k

2

)
sin(t− kτ01) +

x1(t)

2
+ u101,

x4(t) =(3β
4

+ u101

)
sin(t− kτ01) +

(
cosβx01−

x01

2

)
cos(t− kτ01) +

x2(t)

2
,

(15)

其中t ∈ (kτ01, (k + 1)τ01].
由于x01 < 0,有2x01 − β < 0.注意到

2x01 − β

2x01 + β
> 1,

则有

1− cosβ −
√
(cosβ − 1)2 − 4ac

(sinβ

lmH

)2

a
sinβ

lmH

+ β < 0.

(16)
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由式 (14)可知,半被动双足机器人行走形成周期
步态.由于摆动腿发生回摆现象,由图4可知机器人
在 t = τ01时到达 Āk.在 t = τ01时摆动腿的速度小

于支撑腿的速度,则有

− 3β sin τ01
2(cos τ01 − 1)

− y01 + x01 <

1

2

(β
2
+ x01

)
eτ01 − 1

2

(β
2
− x01

)
e−τ01 . (17)

在式 (16)和 (17)下,机器人的摆动腿发生回摆现
象,系统(8)有周期-1步态如式(15)所示.
下面讨论周期-1步态的稳定性.通过式 (13)和

(14),不动点x01的特征值是

λ01 = f ′
1(x01) = 1−

√
(cosβ − 1)2 − 4ac

(sinβ

lmH

)2

.

当 |λ01| < 1时系统(8)的周期-1步态是稳定的,即

− 1 < 1−
√

(cosβ − 1)2 − 4ac
(sinβ

lmH

)2

< 1,

a <
4− (cosβ − 1)2

−4c sin2 β
l2m2

H := a1. (18)

当a < a1时,系统(8)有一个唯一稳定的周期-1步态.
定理1 在式 (16)和 (17)下,半被动双足机器人

的摆动腿发生回摆,系统 (8)有周期-1步态.当a < a1

时,这个周期步态是稳定的.
在半被动双足机器人的行走过程中,在平衡点处

展开的基础上得到机器人周期步态的存在性和稳定

性.因此,线性模型 (8)对于机器人两腿间夹角β很小

的情况是有效的.也就是说,半被动双足机器人在行
走过程中能被视为一直在平衡点附近.

接下来,利用映射 (13)和下列引理[19]来分析系

统(8)的倍周期分岔.
引理1 令fµ是一个单参数映射,且fµ0

是特征

值为−1的不动点,同时在(x0, µ0)处满足下列两个条

件:
(C1)

∂f

∂µ

∂2f

∂x2
+ 2

∂2f

∂x∂µ
̸= 0;

(C2) ā = 1
2

(∂2f

∂x2

)2

+
1

3

( ∂f

∂x3

)
̸= 0.

则fµ0
在点(x0, µ0)处发生倍周期分岔.
如果 ā > 0,周期-2轨道是稳定的,如果 ā < 0,周

期-2轨道是不稳定的.

3 倍周期分岔

定理2 系统(8)在a = a1处发生倍周期分岔,且
对于某个ε > 0,当a ∈ (a1, a1 + ε) 时,系统 (8)有稳
定的周期-2步态.
证明 当λ01 = −1时,有

−1 = 1−
√
(cosβ − 1)2 − 4ac

(sinβ

mH

)2

,

计算可得

a =
4− (cosβ − 1)2

−4c sin2 β
l2m2

H := a1, (19)

则有

x01(a1) =
−2c sinβ(cosβ + 1)

lmH [(cosβ − 1)2 − 4]
.

映射(13)在点(x01(a1), a1)处有

∂f1
∂a

∂2f1
∂x2

+ 2
∂2f1
∂x∂a

=

2c sin2 β(cosβ + 1)2(−4 cosβ − 3)

((cosβ + 1)2 − 4)l2m2
H

̸= 0,

ā =
1

2

(∂2f1
∂x2

)2

+
1

3

(∂f3
1

∂x3

)
=

sin2 β((cosβ − 1)2 − 4)2

8c2m2
H

> 0.

由引理1可知,系统 (8)在式 (19)时发生倍周期分
岔.在a = a1时,一个周期-2步态从周期-1步态分岔
出来.由于 ā > 0,周期-2步态是稳定的,对某个参数
ε > 0, 当a ∈ (a1, a1 + ε)时系统 (8)有稳定的周期-2
步态. 2
为了研究周期-2步态,考虑下列映射:

xk+1 = f2
1 (xk, a) =

G3
1(a)x

4
k + 2G2

2(a) cosβx3
k +G3(a)x

2
k+

G4(a)xk +G5(a). (20)

其中

G1 = a
sinβ

lmH
,

G2 = c
sinβ

lmH
,

G3 = 2G2
1G2 + cos2 βG1 +G1 cosβ,

G4 = 2G1G2 cosβ + cos2 β,

G5 = G1G
2
2 +G2 cosβ +G2.

映射 (13)的两个不动点也是映射 (20)的两个不
动点,则有

G3
1(a)x

4
0 + 2G2

2(a) cosβx3
0 +G3(a)x

2
0+

(G4(a)− 1)x0 +G5(a) =

(x0 − x01)(x0 − x02)[G
2
1(a)x

2
0+

(cosβ + 1)G1(a)x0 +G1(a)G2 + 1 + cosβ].

由xk+1 − f2
1 (xk, a) = 0可得

G2
1(a)x

2
0 + (cosβ + 1)G1(a)x0+

G1(a)G2 + 1 + cosβ = 0. (21)

计算得到方程(21)的解为
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x03 =
−(cosβ + 1)

2G1(a)
+√

(cosβ + 1)2 − 4(G1(a)G2 + 1 + cosβ)
2G1(a)

,

x04 =
−(cosβ + 1)

2G1(a)
−√

(cosβ + 1)2 − 4(G1(a)G2 + 1 + cosβ)
2G1(a)

.

(22)

因为映射x03 = f1(x03), x04 = f1(x04),所以不
动点x03和x04是迭代映射 (20)的不动点,同时对应
系统 (8)的周期-2步态.类似周期-1步态的推导,可以
得到

τ03 = ln 2x03 − β

2x03 + β
,

τ04 = ln 2x04 − β

2x04 + β
;

(23)



u103 =

−3β

4
cos τ03 +

(
x03 cosβ − x03

2

)
sin τ03 −

3β

4
cos τ03 − 1

,

u104 =

−3β

4
cos τ04 +

(
x04 cosβ − x04

2

)
sin τ04 −

3β

4
cos τ04 − 1

.

系统(8)的周期-2步态如下所示:

x1(t) =

1

2

(β
2
+ x04

)
et−kτ04 +

1

2

(β
2
− x04

)
e−(t−kτ04),

x2(t) =

1

2

(β
2
+ x04

)
et−kτ04 − 1

2

(β
2
− x04

)
e−(t−kτ04),

x3(t) =

−
(3β

4
+ u104

)
cos(t− kτ04) +

(
cosβx04−

x2k

2

)
sin(t− kτ04) +

x1(t)

2
+ u104,

x4(t) =(3β
4

+ u104

)
sin(t− kτ04) +

(
cosβx04−

x04

2

)
cos(t− kτ04) +

x2(t)

2
,

(24)

其中t ∈ ((k + 1)τ03, (k + 1)τ03 + τ04].
定理3 当a ∈ (a1, a1 + ε)时,系统(8)有稳定的

周期-2步态.

4 仿真实验

类似于文献 [13],取mH = 10 kg,m = 1 kg, l =
1m, g = 9.8m/s2.在Matlab环境下,取β = 0.4deg,
a = 117, c = −5.5.通过计算,得到

(x01, y01) = (−0.208 3, 0.191 9),

τ01 = 3.894 0, a1 = 119.709 2,

− 3β sin τ01
2(cos τ01 − 1)

− y01 + x01 = −0.252 6 <

1

2

(β
2
+ x01

)
eτ01 − 1

2

(β
2
− x01

)
e−τ01 = −0.208 3,

1− cosβ −
√
(cosβ − 1)2 − 4ac

(sinβ

lmH

)2

a
sinβ

lmH

+ β =

− 0.013 3 < 0.

图6表示支撑腿和摆动腿在二维平面的相图,其
中实线为摆动腿行走的相图,虚线为支撑腿行走的相
图,点划线表示摆动腿与地面发生碰撞.
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图 6 周期-1步态

图7表示半被动双足机器人角度和角速度随时
间变化的曲线图,可以看出摆动腿的角度变化曲线和
正弦函数曲线大致相似,支撑腿的速度始终小于0.
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-0.2

40 80 120 160
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0

-0.2

t /s

t /s

图 7 周期-1步态的时间序列

由定理2可知,在a1 = 119.709 2时系统 (8)发生
倍周期分岔;对于a ∈ (0, 119.709 2),系统 (8)有一个
稳定的周期-1步态;在a = a1 = 119.709 2时,一个
周期-2步态从周期-1步态分岔出来.分岔图如图8所
示,可以看出随着参数a的增大,系统出现倍周期分
岔,而倍周期分岔是产生混沌的一条道路.
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0.2
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-0.2

0

0 100 200 300

x
2

k
β=0.4

a1( ) = 119.709 2β

a

图 8 系统 (8)在c = −5.5时的分岔图, a ∈ (0, 300)

取a1 = 120, c = −5.5.图9表示半被动双足机
器人行走的周期-2步态.可以看出,当双足机器人的
摆动腿摆动到最大角度时角速度等于0,摆动腿从高
处往下落时,摆动腿的角度逐渐减小,最终趋向于0.2;
图10表示半被动双足机器人周期-2步态的角度和角
速度的时间序列图.
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图 9 周期-2步态
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图 10 周期-2步态的时间序列

由于半被动双足机器人摆动阶段的连续动力学

模型 (1)是非线性的,在分析周期-1步态的存在性和
稳定性时使用了线性化.为了准确预测双足机器人
的周期步态,接下来使用文献 [5, 20]的摄动理论来分
析一阶非线性方程.令

θs(t) = εΘ(t), θns(t) = εΨ(t).

其中: ε是小参数,Θ(t)和Ψ(t)是放缩变量.使用二阶

泰勒级数,则一阶非线性方程为
Θ̈ −Θ +

1

6
Θ3 = 0,

Ψ̈ − Θ̈ + Ψ +
1

2
(Θ − Ψ)2Θ̈ − 1

6
Ψ3 = u.

(25)

方程 (25)是非线性方程 (1)的一阶非线性方程.
同样,转换冲击条件2Θ + β = 0,对于转化方程有
Θ

Θ̇

Ψ

Ψ̇


+

=


0 0 1 0

0 cosβ 0 0

1 0 0 0

0 cos2 β 0 0



Θ

Θ̇

Ψ

Ψ̇


−

+


0

sinβ

0

cosβ sinβ

 p

mH
.

(26)

方程 (25)和 (26)组成了一阶非线性方程,接下来
利用数值模拟一阶非线性方程.取 mH = 10 kg,m =

1 kg, l = 1m, g = 9.8m/s2, β = 0.4deg, a = 117, c =

−5.5.图 11和图 12展示了半被动双足机器人在相
空间中形成一个稳定的极限环.可以看出,对于一阶
非线性方程,系统 (25)有一个稳定的周期-1步态.此
外,线性系统 (8)有一个稳定的周期-1步态 (如图6所
示).由图6,图11和图12可以看出,系统 (8)的周期步
态可以准确预测系统(1)的行走模式[11].
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图 11 一阶非线性系统的相图
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图 12 一阶非线性系统的时间序列

5 结 论

本文提出了一种具有非线性脉冲推力的半被动

双足机器人动力学模型.在机器人的行走过程中,为
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了减少能量损耗,在支撑腿脚后跟沿支撑腿的方向施
加脉冲推力.由于非线性形式的脉冲推力比常值和
线性形式的脉冲推力的半被动双足机器人模型的动

力学性质更复杂,可利用非线性脉冲推力来建立数学
模型.考虑到半被动双足机器人模型是高阶的复杂
非线性系统,将连续阶段的非线性微分方程线性化,
运用庞加莱映射和Floquet理论,给出了系统周期-1
步态的存在性和稳定性条件;使用分岔理论,验证了
系统周期步态的倍周期分岔现象.仿真实验表明,非
线性脉冲推力可以实现半被动双足机器人在水平地

面上稳定地行走.
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