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带有资源约束的模糊DEA线性生产博弈模型及分配

南江霞1, 吴小勇1, 李西娜2†, 张茂军1

(1. 苏州科技大学商学院，江苏苏州 215009；2.山东财经大学管理科学与工程学院，济南 250000)

摘 要: Owen线性生产博弈假设生产技术和资源的边际贡献固定不变,但实际上,生产技术和资源边际贡献并非
固定不变而是随生产改变.基于此,为了刻画具有模糊性和动态性的生产过程,提出模糊DEA线性生产博弈.首先
构建2种合作水平 (同时共享技术和资源、仅共享资源)、3种资源类型 (最低资源、最佳资源、有效资源)和2种收益
角度 (乐观、悲观)构成的复杂生产模型,并通过上述3种因素解释合作生产具有互利性,资源带来的收益具有“先
增后平”的变化趋势以及可能获得的最大收益区间;然后,利用α-核心求解此博弈,在特定情况下无需利用对偶理
论即可得到α-核心分配,从而简化了计算步骤;最后,通过解决云服务虚拟机转化过程中建模和收益分配问题表
明所提出模型和方法的实际意义与理论价值.
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Abstract: Owen’s linear production game makes a fixed assumption on the marginal contribution of production technology
and resources. However, production technology and the marginal contribution of resources change with production all the
time in fact. Based on this, in order to describe the production process with fuzziness and dynamics, this paper proposes
a fuzzy DEA linear production game. Firstly, the complex production models composed of two cooperation scenarios
(sharing technology and resources and sharing resources only), three resource types (the minimum resources, the optimum
resources, the effective resources) and revenues from two perspectives (optimistic and pessimism) are established. This
paper explains the mutual benefit of cooperative production, the change trend of“increase first and then smooth”in the
revenue brought by resources, and the possible maximum revenue range by the above three factors. Secondly, α-core is
used to solve this game, and it is found that the α-core allocation can be obtained without using duality theory in specific
cases, which simplifies the calculation steps. Finally, the practical significance and theoretical value of this model and
method are illustrated by solving the problems of modeling and revenue allocation in the process of cloud service virtual
machine transformation.
Keywords: fuzzy DEA linear production games；resources constraints；α-core；cloud service

0 引 言

云计算是互联网企业的重要技术. 2019年,阿
里、美团点评和拼多多利用云计算业务实现理想收

入[1].云计算是一个动态可扩展的共享资源池,用户
可通过网络访问并获得所需服务.其中,基础设施服
务 (Iaas)是云服务供应商利用虚拟技术将有限资源
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组建成不同类型的虚拟机并租赁给用户以获得收

益.随着用户数量的急剧增长,线上交易不断扩大,为
了满足更高的服务需求,云服务供应商之间更加趋向
于合作模型,从而汇集资源、共享技术形成云联盟,共
同生产以获得更多收益.云服务供应商共享技术或
汇集资源进行联合生产及收益分配问题实际上是一

类合作博弈.合作博弈理论与方法成为解决供应商
合作行为和收益分配等问题的主要途径.学者们也
利用合作博弈解决云服务供应链中的各种问题.如
在网格计算下基于代理资源管理架构,文献 [2]为了
解释联盟共享资源可实现运营成本最小化,提出了联
盟形成算法;文献 [3]通过Shapley值解决虚拟机资源
重新分配问题;文献 [4]考虑内部随机需求的云服务
供应商联盟,研究随机合作博弈的核心分配,并在考
虑联盟成本的情况下分析了联盟结构的稳定性;文
献[5]基于演化博弈理论和遗传算法研究云联盟形成
问题;文献 [6]利用非合作-合作两型博弈解决了云服
务供应链中合作利益分配和非合作策略选择问题.
线性生产博弈是假设生产技术固定不变,局中人

在一定资源约束下进行生产,最大化收益并分配给局
中人的合作博弈[7-16].线性生产函数是线性生产博弈
中的主要特征,刻画其生产技术系数成为了研究线性
生产博弈的主要问题.文献 [17]第1次将DEA(数据
包络分析)方法分析范式引入线性生产函数中,定义
了DEA生产博弈. DEA生产博弈将投入-产出数据视
为生产技术系数,使得生产技术时刻随生产而发生变
化,不再固定不变,动态地反映了生产过程.此博弈的
提出引起了学者们的广泛关注.随后,学者们做了关
于DEA生产博弈的相关研究.如文献 [18]探究DEA
生产博弈与线性生产博弈之间的关系,证明了DEA
生产博弈是广义的线性生产博弈;文献 [19]为使资源
再分配后收益达到最大,建立了用于选择最佳合作伙
伴的DEA生产博弈模型;文献 [20]提出向量值DEA
生产博弈并研究了其性质和核心分配;文献 [21]构建
了资源共享前后的三阶段网络DEA博弈模型并利用
Shapley值解决了共享所带来的利润分配问题;文献
[22]利用修正的Shapley值解决了当投入产出数据为
模糊数时如何将资源在决策单元之间进行公平分配

的问题.
虽有学者在 DEA 线性生产博弈方面做了相关

研究,但仍存在以下问题:
1)资源作为DEA生产过程中不可或缺的关键要

素,未见学者在资源数量对DEA生产过程的影响方
面展开详细的研究.文献 [20]虽提到资源可能造成

DEA生产方案不可行,但并未分析资源对收益模型
的具体影响,也未得到一般性结论.

2)文献 [23]为获得简便计算方法,仅仅考虑价格
为模糊数的DEA线性生产博弈,未全面考虑生产参
数均为模糊数的情况.

3)在特定条件下, DEA线性生产博弈求解核心
分配不需要求解对偶问题即可得到,原因在于每个局
中人的产出可通过原问题求解得到,这是与传统线性
生产博弈的不同之处,但未见已有文献研究.

4)未见学者从乐观、悲观角度分析DEA线性生
产博弈的收益值.
为解决生产参数具有模糊性、收益分配以及资

源冗余或不足给生产带来的问题,本文提出了生产技
术动态变化的模糊DEA线性生产博弈,用于解决云
服务线性生产与收益分配问题.
本文贡献在于:
1)考虑了DEA线性生产博弈中所有生产参数均

为不确定性的情况,完善模糊DEA线性生产博弈的
理论研究;

2) 考虑了资源对联盟收益模型的影响,降低α-
DEA线性生产博弈中联盟不可行的可能性以及避免
联盟资源冗余问题;

3)在规模收益可变且资源大于等于最佳资源的
情形下,发现了计算模糊DEA线性生产博弈的α-核
心的简单方法,从而简化了繁琐的计算步骤.
本文提出的模型和方法不仅丰富了DEA理论框

架,也拓展了合作博弈在互联网行业的应用领域.

1 基本ᾲᘥ、符号

定义1 [24] 令N = {1, 2, . . . , n}为局中人集合,
P (N)为N的幂集, ṽ : P (N) → ℜ为模糊支付函数,
若满足:

1) ṽ(∅) = 0;
2) 对于任意的S, T ∈ P (N)且S

∩
T = ∅,有

vRα (S
∪
T ) ⩾ vRα (S) + vRα (T ), vLα(S

∪
T ) ⩾ vLα(S) +

vLα(T ),α ∈ [0, 1];
则称二元数组 (N, ṽ)为模糊合作博弈,其全体记为
G = (N, ṽ).这里 [vLα(S), v

R
α (S)]是 ṽ(S)的α-截集,表

示支付值区间.
本文所使用的区间运算法则定义如下.
定义2 [25] 设 ā = [aL, aR]和 b̄ = [bL, bR]为区间

值R̄集合上的两个区间值, γ ∈ R为任意实数,则有:
1) ā = b̄ =当且仅当aL = bL和aR = bR;
2) ā+ b̄ = [aL + bL, aR + bR];
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3) γā =

[γaR, γaL], γ < 0;

[γaL, γaR], γ ⩾ 0.

Lozano认为生产技术可由一组投入-产出数据
表示,可与其他生产者进行共享并且考虑了两种生产
合作水平,即同时共享技术和资源的合作水平 (记合
作水平 I)与仅共享资源的合作水平 (记合作水平 II),
从而定义了DEA线性生产博弈.因此, DEA线性生产
博弈可以刻画生产者更多的合作选择问题.
在合作水平I下,X(S)、Y (S)和b(S)均为联盟S

下的投入-产出数据矩阵、资源向量,除资源共享带来
的收益外,还有生产技术提升带来的收益;而合作水
平 II仅仅存在资源b(S)所带来的收益,因此合作水
平I的收益等于或高于合作水平II.

文献 [26]和文献 [27]分别提出了规模收益可变
和规模收益不变两种生产可能集. ΛV =

{
λ(S)

∈ RD(S)|λij ⩾ 0,
∑

j∈D(S)

λij = 1, i ∈ S, j ∈ D(S)
}

是参数λ在规模收益可变生产可能集中满足的条

件;ΛC = {λ(S) ∈ RD(S)|λij ⩾ 0, i ∈ S, j ∈ D(S)}
是参数λ在规模收益不变生产可能集中满足的条

件.将ΛC和ΛV 统记为Λ.
本文所涉及的参数符号和变量如表1所示.

表1 建立模型所用参数及变量

符号 解释说明

x 表示局中人 i

y 表示j个观测值

λ 表示资源种类

η 表示产品种类

X 表示投入观测值矩阵

Y 表示产出观测值矩阵

b 表示资源向量

c 表示价格向量

u 表示分配向量

Λ 表示规模收益集合

i 表示预计投入向量

j 表示预计产出向量

r 表示生产强度向量

m 表示资源约束下的对偶问题最优解向量

α 表示置信水平

L 表示区间值左端点

R 表示区间值右端点

V 表示规模收益可变

C 表示规模收益不变

D(S) 表示联盟S观测值集合

2 模糊 DEA线性生产博弈收益模型
本节研究模糊情况下的DEA线性生产收益模

型及博弈性质. DEA线性生产博弈的基本要素是产
品价格、资源和投入-产出数据.在现实市场中由于
动态的供需关系导致生产出来的产品市场价格在

一定范围内波动,造成一定的不确定性,并且根据市
场需求的变动以及生产过程中由于外部因素造成的

生产误差,使得资源储备和投入-产出数据等具有模
糊性.本文假设生产过程中所涉及到参数有模糊价
格、模糊资源、模糊投入-产出数据. α-截集在处理
模糊数时具有简单方便、易于操作,因而被学者们
广泛使用[13,15,23,28].文献 [13]将模糊数通过α-截集转
化为区间数并且从乐观角度和悲观角度计算联盟收

益,获得了区间收益值.本文引用文献 [13]中计算联
盟收益的方法,利用模糊数的α-截集将生产参数分
别表示为区间值, c̄α = [cL, cR], b̄α = [bL, bR], X̄α =

[XL, XR], Ȳα = [Y L, Y R].
从以下两个角度求解联盟区间收益值:
1)乐观角度.针对投入-产出观测区间值,采取低

投入-高产出观测值作为参考点,即(XL, Y R),拥有最
大限度的资源、乐观的市场价格,即 (bR, cR),生产并
出售虚拟机,乐观地估计联盟收益值,将其作为收益
值上界vR(S)[29].

2)悲观角度.针对投入-产出观测区间值,采取高
投入-低产出观测数据作为参考点,即(XR, Y L),拥有
最低限度的资源、悲观的市场价格,即 (bL, cL),生产
并出售虚拟机,悲观地估计联盟收益值,将其作为收
益值下界vL(S)[29].
本文采用乐观角度和悲观角度计算联盟收益是

希望更好地涵盖所有可能的收益取值情况,使区间值
最大限度地包含联盟所有可能创造的收益,能够更全
面地描述联盟收益情况.
给出α-DEA线性生产博弈定义.
定义3 [29] 任意联盟S ⊆ N,N = {1, 2, . . . , n},

在α-截集下,由生产参数 (XL, Y R, bR, cR)和 (XR,

Y L, bL, cL)产生的DEA线性生产博弈联盟的区间
收益值为 [vLα(S), v

R
α (S)],且满足 [vLα(∅), vRα (∅)] =

[0, 0],称为α-DEA线性生产博弈,记为(N, v̄).

2.1 合作水平I下α-DEA线性生产收益模型

合作水平 I需要局中人之间彼此信任、协调合
作、互利共赢,对局中人合作要求较高,但也获得较高
收益.
从乐观角度分析,局中人采取低投入-高产出观
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测值、高定价、多资源,即(XL, Y R, bR, cR),建立如下
联盟收益模型作为S ⊆ N局中人联盟区间收益值上

界 [29]:

vIR
α (S) = max cRt

∑
i∈S

yR(i).

s.t.



XL(S)λ(i) ⩽ xL(i), i ∈ S;

Y R(S)λ(i) ⩾ yR(i), i ∈ S;

xL(S) ⩽ bR(S);

λ(i) ∈ ΛS , S ⊆ N.

(1)

其中:xL(S) =
∑
i∈S

xL(i);λ(i)为D(S)维观测数据的

参数向量; bR(S) =
∑
i∈S

bR(i)是α-截集下局中人形

成联盟S汇集的资源向量.此模型最大限度地估计
局中人联盟收益值.

从悲观的角度分析,局中人采取高投入-低产出
观测值、低定价、少资源,即(XR, Y L, bL, cL),建立如
下联盟S ⊆ N收益模型作为收益值下界:

vIL
α (S) = max cLt

∑
i∈S

yL(i).

s.t.



XR(S)λ(i) ⩽ xR(i), i ∈ S;

Y L(S)λ(i) ⩾ yL(i), i ∈ S;

xR(S) ⩽ bL(S);

λ(i) ∈ ΛS , S ⊆ N.

(2)

合作水平 I虽能够极大化收益,但它要求局中人
之间具有高度信任,在实际问题中,局中人之间也存
在竞争、信息不对称等问题,同时共享技术和资源往
往实施起来比较困难.因此,建立合作水平 II下的博
弈模型具有重要意义.

2.2 合作水平II下α-DEA线性生产收益模型

合作水平 II在现实生产中更加普遍.局中人根
据自身投入-产出观测值作为生产技术进行生产.类
似2.1节,建立乐观收益模型如下:

vIIR
α (S) = max cRt

∑
i∈S

yR(i).

s.t.



XL(i)λ(i) ⩽ xL(i), i ∈ S;

Y R(i)λ(i) ⩾ yR(i), i ∈ S;

xL(S) ⩽ bR(S);

λ(i) ∈ Λi, S ⊆ N.

(3)

其中:XL(i)和Y R(i)分别是局中人i的r ×D(i)维低

投入和m×D(i)维高产出矩阵,λ(i)是D(i)维观测数

据的参数向量,与式 (1)中XL(S)和Y R(S)投入-产出

不同.悲观收益模型类似,这里不再赘述.
合作水平 I和合作水平 II是两种相互对立、互不

包含的合作情况.单个局中人 i不存在合作水平 I和
合作水平II之间的区别.

综上所述,α-DEA线性生产博弈 (N, v̄)在合作

水平 I下,联盟S的收益值表示为 v̄I(S) = [vIL
α (S),

vIR
α (S)];在合作水平 II下,收益值表示为 v̄II(S) =

[vIIL
α (S), vIIR

α (S)].不作特殊说明时, (N, v̄)表示两种

合作水平下的联盟区间收益值.下面分析α-DEA线

性生产博弈的性质.
定义4 α-DEA线性生产博弈 (N, v̄),在任意合

作水平下,若联盟S, T ⊂ N,S
∩

T = ∅的特征值
满足 vLα(S

∪
T ) ⩾ vLα(S) + vLα(T )和 vRα (S

∪
T ) ⩾

vRα (S) + vRα (T ),则称α-DEA线性生产博弈具有超可
加性.
定理1 α-DEA线性生产博弈是满足超可加性

的.
定理2 给定α ∈ [0, 1],在规模收益不变时,局中

人形成的任意联盟S ⊆ N在两种合作水平下收益相

同,即 [vIL
α (S), vIR

α (S)] = [vIIL
α (S), vIIR

α (S)].

定理1和定理2的证明过程略.

3 不同资源类型对α-DEA线性生产博弈的
影响

文献 [30-32]分别研究了资源配置对DEA各个

阶段效率的提升和总体收益的影响.由于传统线性

生产博弈的假设过于理想化,使其在任意的资源数

量下生产都是可行的.为弥补不足, DEA线性生产博

弈在规模收益可变假设下,考虑资源类型对该博弈收

益高低以及生产可行性的影响.文献 [20]对博弈的

收益模型可能出现无解的情况,解释为Xλ形成的凸

包x(S)不满足x(S) ⩽ b(S)条件,但未见文献从资源

分类角度考虑对模型的影响.本文在规模收益可变

假设下,讨论资源类型来帮助决策者制定生产计划所

需的资源数量,避免资源无法满足生产需求或资源过

剩.因此,本文对资源进行分类,给出如下定义.
定义 5 [29] 在规模收益可变情况下,称使得

DEA线性生产博弈收益模型可行的第r种资源的最

低数量为最低资源,记为bmin
r .

定义 6 [29] 在规模收益可变情况下,称使得
DEA线性生产博弈收益模型可行但收益不随第r种

资源增加而增大的最小数量为最佳资源,记为bopt
r .

定义7 [29] 若联盟收益模型可行且随着第r种

资源增加而增大,则称此数量下的资源为有效资源,
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记为beff
r .
记最低资源向量、最佳资源向量和有效资源向

量分别为bmin、bopt和beff.
如何确定最低资源、最佳资源和有效资源的

范围是探究收益高低和生产可行性首要解决的问

题.第1步先求解最低资源和最佳资源,第2步再确定
有效资源的范围.通过命题1∼命题3来确定3种资
源向量以及α-DEA线性生产博弈收益模型的影响.

命题1 在两种合作水平下,λ(i) ∈ ΛV ,任意联
萌S ⊆ N ,最低资源为最小投入值,即 bmin(S) =

xmin(S),这里xmin(S) =
∑
i∈S

xmin(i).在无资源约束

下可获得最佳资源向量为bopt(S) =
∑
i∈S

X(S)λ∗(i),

λ∗(i)是收益模型的最优参数解,有效资源br(S)满足

条件bmin
r (S) ⩽ br(S) ⩽ bopt

r (S).
命题1的结论在规模收益可变且合作水平 II下

同样成立,此时bopt(S)
∑
j∈S

x∗(i) =
∑
j∈S

X(i)λ∗(i).

由命题1得到最佳资源、最低资源和有效资源
后,资源类型对收益的影响总结为如下命题.
命题2 在合作水平 I下,λ(i) ∈ ΛV ,S ⊆ N且

S ̸= ∅,若b(S) ⩾ bopt(S),则联盟获得最大收益;联
盟中任意局中人资源消耗相等且具有相同的产出

能力,即b(i) = b(j)且y(i) = y(j), i, j ∈ S.若存
在资源r,满足br < bmin

r ,则生产不可行,局中人将无
法获得收益;若联盟拥有有效资源br(S),则其收益随
br(S)增加而增大.
命题2的意义在于,在实际生产中可以帮助局中

人预测所需资源和生产数量,便于生产管理.局中人
可以以最佳资源bopt(S)和最低资源bmin(S)作为阈

值条件,判断收益是否达到上限或下限,同时bmin(S)

也是判断生产是否可行的依据.文献 [20]生产不可
行的原因是资源低于最低资源;文献 [18]在合作水平
I下求得大联盟中每个局中人预计投入-预计产出相
等,但作者没有解释其形成原因.本文通过命题2解
释其原因并得到一般性结论.
然而,在λ(i) ∈ ΛC且合作水平 II下,命题2不成

立.因为每个局中人的投入-产出观测值不同,导致形
成的预计最佳资源bopt

r (i)和预计产出y∗m(i)也不同.
当λ(i) ∈ ΛC时,由于λ(i)仅需满足λ(i) ⩾ 0,

DEA线性生产博弈的收益模型总是可行的.
命题3 在两种合作水平下,λ(i) ∈ ΛC ,S ⊆ N

且S ̸= ∅, DEA线性生产博弈在任意资源向量b(S)

下,生产均可行.
命题1、命题2和命题3的证明过程略.

本文定义的资源类型在λ(i) ∈ ΛC情况下对联

盟生产可行性和收益不再产生特殊影响,即任意资源
类型下,模型均可行且收益随资源的增大而增加.此
时, DEA生产博弈等价于线性生产博弈 [23].
为说明上述3个命题,给出如下示例.
例 1 假设局中人 1和局中人 2均拥有 3种资

源生产两种产品,他们的观测数据分别为DMU 1、
DMU 2和DMU 3、DMU 4,如表2所示.

表2 局中人1和局中人2的投入-产出观测数据

编号 DMU 1 DMU 2 DMU 3 DMU 4

1 74 80 88 33

投入 2 156 156 166 66

3 14 600 16 200 17 200 6 740

产出
1 10 15 13 11

2 10 10 12 3

产品单价分别为0.04元/个、0.46元/个,不考虑资
源限制,局中人选择合作水平 I,假设规模收益可变,
总收益模型如下:

v1,2(1, 2) =

max {0.04(y1(1) + y1(2)) + 0.46(y2(1) + y2(2))}.

s.t.



74λ11 + 80λ12 + 88λ13 + 33λ14 ⩽ x1(1),

74λ21 + 80λ22 + 88λ23 + 33λ24 ⩽ x1(2);

156λ11 + 156λ12 + 166λ13 + 66λ14 ⩽ x2(1),

156λ21 + 156λ22 + 166λ23 + 66λ24 ⩽ x2(2);

14 600λ11 + 16 200λ12 + 17 200λ13+

6740λ14 ⩽ x3(1),

14 600λ21 + 16 200λ22 + 17 200λ23+

6740λ24 ⩽ x3(2);

10λ11 + 15λ12 + 13λ13 + 11λ14 ⩾ y1(1),

10λ21 + 15λ22 + 13λ23 + 11λ24 ⩾ y1(2);

10λ11 + 10λ12 + 12λ13 + 3λ14 ⩾ y2(1),

10λ21 + 10λ22 + 12λ23 + 3λ24 ⩾ y2(2);

λ11 + λ12 + λ13 + λ14 = 1,

vλ21 + λ22 + λ23 + λ24 = 1;

λ11 ⩾ 0, λ12 ⩾ 0, λ13 ⩾ 0, λ14 ⩾ 0,

λ21 ⩾ 0, λ22 ⩾ 0, λ23 ⩾ 0, λ24 ⩾ 0.

(4)

由命题1可知,式 (4)可得局中人大联盟收益值
为v1,2(1, 2) = 12.08,最优解λ∗(1) = λ∗(2) = (0, 0,
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1, 0).预计最优产出为y∗(1) = y∗(2) = (y∗1 , y
∗
2) =

(13, 12),即有y∗(N) = (26, 24),此时收益达到最大.
预计投入向量x∗(1) = x∗(2) = (88, 166, 17 200),可
得到大联盟N的最优投入资源向量bopt(N) = (176,

332, 34 400),命题2得证;局中人1和局部人2关于3
种资源的最低资源向量为xmin(1) = xmin(2) =

(33, 66, 6 740),即有bmin(N) = (66, 132, 13 480),结果
如图1所示.

b N
min

( )=1322

b N
opt

( )=3322

b N
opt

( )=1761

b N
min

( )=661

b N
opt

( )=34 4003

b N
min

( )=13 4803

b1

e

b
hg
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a k
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j c

d fb2 b3

!"#$b
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!%#$b
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图 1 最低资源、有效资源和最佳资源

由命题2可知,△abc外任意一点收益模型不可

行; 3种有效资源分别在66 < bopt
1 (N) < 176、132 <

bopt
2 (N) < 332和13 480 < bopt

3 (N) < 34 400范围内,
即由3种资源的最佳资源和最低资源围成的六边形
ghijkl阴影部分中,大联盟收益会随着每种资源数量
增加而增加;在△bgh中,冗余的第1种资源不会产生
额外收益;在△alk中,增加第2种资源数量,收益不会
增加;同理,△cij中任意数量下的第3种资源收益均
相等 [29].

由命题 3可知,在规模收益不变下,仅需λij ⩾
0, i, j = 1, 2,收益模型在任意资源数量下可行且随
之正向变化.

4 模糊DEA线性生产博弈的收益分配
4.1 模糊DEA线性生产博弈的α-核心

上述是从乐观和悲观角度分析联盟的区间收益

值.如何合理地分配大联盟创造的收益是本节需要
解决的重要问题.文献 [13]定义了α-核心,其收益分
配使得联盟稳定,即任意局中人离开大联盟,所获收
益均不会高于在大联盟中得到的收益 [29].

定义8 [13] 给定α ∈ [0, 1],任意联盟S ⊆ N ,若
α-转归向量u满足vLα(S) ⩽ u(S)和vLα(N) ⩽ u(N)

⩽ vRα (N),则称由这种向量组成的集合为α-核心.
由α-核心定义可知,从乐观角度和悲观角度分

析的优点是可以获得联盟收益值使得α-核心包含更
多的分配向量.要证α-DEA线性生产博弈α-核心非
空,即证该博弈为α-平衡博弈.

定义9 给定α∈ [0, 1],若α-DEA线性生产博弈,

对于任意 i ∈ N每组向量{γS}S⊆N满足
∑

S⊆N,i∈S

γS

= 1和γS ⩾ 0都有
∑

S⊆N,i∈S

γSv
L
α(S) ⩽ vRα (N)成立,

则称α-DEA线性生产博弈是α-平衡博弈.

定理3 任意α ∈ [0, 1], α-DEA线性生产博弈
(N, v̄)是α-核心非空当且仅当该博弈是α-平衡博弈.

4.2 求解 α-核心

经典线性生产博弈通过求解大联盟对偶问题得

到核心中稳定分配的一个子集,称为Owen集.如何
求α-核心是本节需要解决的问题.本节根据不同资
源类型,通过两种方式求解:一是在规模收益可变、资
源向量大于等于最佳资源向量时,直接求解大联盟原
问题得到α-核心分配;二是在规模收益可变且资源
为有效资源的情形和规模收益不变且资源为任意数

量的情形,通过求解大联盟收益模型的对偶问题,得
到各个局中人的收益分配区间值 [29].

1)规模收益可变且资源大于等于最佳资源的情
形.
相比于线性生产博弈收益模型仅能获得大联盟

的总产出, DEA线性生产博弈收益模型可求出各个
局中人产出数量.因此线性生产博弈在求解核心分
配时,需要求解对偶问题获得每个局中人的产出并以
此分配利润.而当局中人汇集的每种资源达到最佳
资源或超过最佳资源时,局中人在合作水平 I下可直
接通过式 (1)和式 (2)获得α-核心中的收益分配区间
值;合作水平 II类似.因此,在规模收益可变且资源大
于等于最佳资源的情形下,局中人分配可通过求解原
问题得到,无需求解对偶问题,大大简化了计算步骤.

定理4 在资源充足、规模收益可变条件下,若
y∗R(i)为大联盟收益值 vIRα (N)的最优产出,y∗L(i)

为大联盟收益值vILα (N)的最优产出,令u为合作水

平 I下局中人 i ∈ N的收益分配区间值向量,则 ūI
i =

[cLty∗L(i), cRty∗R(i)]为α-核心中的分配.
2)规模收益可变且资源为有效资源的情形.
有效资源数量下,生产收益受到资源约束的影响

时,直接求解原问题模型无法得到α-核心分配区间
值,需要通过对偶问题获得 [29].
定理5 在规模收益可变情况下,局中人拥有有

效资源情况,合作水平 I下的α-核心收益分配向量u

满足

ūI
i = [uL

α(i), u
R
α (i)] =

3∑
r=1

[bLr (i)η
∗L
r + ξ∗Li , bRr (i)η

∗R
r + ξ∗Ri ].
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(η∗Rr , ξ∗Ri )和 (η∗Lr , ξ∗Li )是式 (1)和式 (2)对偶问
题的最优解.这里 ξ表示约束

∑
j∈D(S)

λij = 1在对偶

问题中最优解向量.
3)规模收益不变且资源为任意数量的情形.
生产在规模收益不变下,任意资源向量均可行.

α-核心收益分配区间类似定理5.
定理6 在规模收益不变、任意资源向量下,合

作水平 I局中人i ∈ N的α-核心收益分配区间值向量
u满足

ūI
i = [uL

α(i), u
R
α (i)] =

3∑
r=1

[bLr (i)η
∗L
r , bRr (i)η

∗R
r ].

此时, η∗Rr 和η∗Lr 是对偶问题的最优解.合作水平 II局
中人收益分配区间值类似表示.
定理4、定理5和定理6在合作水平II下结论也成

立.限于篇幅,定理3∼定理6证明略.

5 数值实例

云服务供应商利用虚拟化技术将一台物理服务

器虚拟成多台虚拟机提供给用户,有效提高了资源利
用率.假设3个云服务供应商进行合作,他们均拥有
3种资源: CPU、内存、存储;产出以Amazon EC2为
例,分为 small、medium、large、extra-large四种类型,
其余参数设置参考Amazon EC2(https://amazonaws-
com/cn/ec2/pricing/on-demand/2020-05-08).假设每种
虚拟机的价格、云服务供应商所拥有CPU、内存、存
储数量均为三角模糊数,如表3所示.
每个云服务供应商都有3组投入-产出的观测数

据,记为DMU 1、DMU 2、DMU 3.云服务供应商模糊
生产参数、观测记录见表3∼表6[29].本文用双轴图
描述资源数量刻度差异过大的情况,其中 y轴-上轴
表示存储数量与大联盟收益构成的平面; y轴-下轴
表示CPU或内存数量与大联盟收益构成的平面 [29].

表3 云服务供应商的模糊资源数量和虚拟机的模糊价格

云服务供应商1 云服务供应商2 云服务供应商3 大联盟

CPU (50, 75, 100) (320, 340, 360) (58, 79, 100) (428, 494, 560)

内存 (100, 134, 168) (660, 763, 866) (119, 125, 131) (879, 1 022, 1 165)

存储 (9 800, 9 850, 9 900) (86 400, 86 500, 86 600) (10 800, 15 350, 19 900) (107 000, 11 170, 116 400)

small medium large extra-large

$/h (0.038, 0.04, 0.042) (0.225, 0.312 5, 0.4) (0.37, 0.515, 0.66) (0.5, 0.7, 0.9)

表4 云服务供应商1的资源投入-虚拟机产出模糊观测数据

参数 DMU 1 DMU 2 DMU 3

投入-CPU (60, 69.5, 79) (75, 95.5, 116) (15, 31.5, 48)

投入-内存 (110, 138, 166) (130, 184, 238) (35, 87, 99)

投入-存储 (10 286, 13 468, 16 650) (7 988, 15 794, 23 600) (3 688, 6 644, 9 600)

产出-small (1, 2, 3) (2, 3, 4) (4, 5, 6)

产出-medium (1, 1.5, 2) (2, 3.5, 5) (2, 3, 4)

产出-large (1, 2.5, 4) (10, 12.5, 15) (1, 2, 3)

产出-extra-large (6, 7, 8) (2, 4, 6) (1, 2, 3)

表5 云服务供应商2的资源投入-虚拟机产出模糊观测数据

参数 DMU 1 DMU 2 DMU 3

投入-CPU (264, 290.5, 317) (328, 348.5, 369) (521, 550.5, 580)

投入-内存 (547, 602, 657) (679, 722.5, 766) (1 073, 1 136, 1 199)

投入-存储 (51 600, 57 900, 64 200) (66 600, 70 600, 74 600) (104 800, 110 775, 116 750)

产出-small (27, 28.5, 30) (35, 37.5, 40) (50, 52.5, 55)

产出-medium (20, 21.5, 23) (20, 22.5, 25) (47, 48.5, 50)

产出-large (16, 18, 20) (23, 24.5, 26) (40, 42.5, 45)

产出-extra-large (19, 21, 23) (23, 24, 25) (31, 33, 35)
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表6 云服务供应商3的资源投入-虚拟机产出模糊观测数据

参数 DMU 1 DMU 2 DMU 3

投入-CPU (39, 60.5, 82) (49, 68.5, 88) (16, 36, 56)

投入-内存 (82, 101.5, 171) (101, 143.5, 186) (33, 72, 111)

投入-存储 (8 150, 12 555, 16 960) (10 000, 13 950, 17 900) (3 260, 7 010, 10 760)

产出-small (1, 2, 3) (2, 4, 6) (1, 4, 7)

产出-mmLarge (2, 4, 6) (6, 7, 8) (1, 2, 3)

产出-extra-large (4, 5.5, 7) (3, 4.5, 6) (1, 2, 3)

首先验证本文划分资源类型对生产收益的影响.
1)两种规模收益假设下,不同资源下的收益变化

趋势.
以α = 0.2时收益值vL0.2(N)为例,在合作水平 I

中,假设规模收益可变,考虑一种资源 (其余资源趋于
∞)变化对大联盟收益产生的影响.这里令曲线 f1、

f2、f3分别表示CPU、内存、存储与收益的关系,如
图 2所示.通过计算, f1中 CPU数量小于最低资源
277.8 (即空心方形处)时,生产无法进行;在有效资源
[277.8, 1 722.3]之间时,大联盟收益随着其数量增加
而增大,当达到最佳资源 1 722.3 (即灰色方形处)时,
获得最大收益 145.43美元,之后收益不会随资源数
量增大; f2中内存在3 559.2 GB (即灰色圆形处)时为
最佳投入资源,此时获得最佳收益145.46美元,介于
有效资源 [134.1, 3 559.2]之间时,收益不断增加; f3同
样在 [27 026.4, 346 665]中,大联盟收益始终增加,在
346 665 GB之后,收益保持 139.57美元不变,验证了
命题2. 3条曲线展示了资源变化带来的收益“先增后
平”的变化趋势 [29].
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图 2 规模收益可变, 3种资源对联盟收益值影响趋势

由此可知,通过本文提出的资源分类,明确了 3
种资源的最佳资源数量.当3种资源均达到最佳资源
时,云服务供应商可获得最大收益.云服务供应商也
掌握了生产可行的最低资源数量,避免CPU、内存
和存储数量低于各自资源的最低数量,使得资源不匹

配,无法进行虚拟化过程.因此,命题 2为云服务供应
商带来的管理作用是便于对资源的储备和利用,以便
获得最大的收益.
图 3中, l1、 l2和 l3分别表示CPU、内存和存储

数量与收益的线性函数,其中CPU每增加100核,收
益增加 8.1美元;内存每增加 100 GB,收益增大 3.92
美元;存储每增加 10 000 GB,收益增加 4.02美元;因
此, CPU边际贡献大于内存边际贡献,大于存储边际
贡献.收益模型在任意3种资源数量下均可行,故命
题3被验证.云服务供应商在这种规模假设下应尽可
能地配置充足的资源.图2和图3展示了本文资源分
类的作用和意义,即帮助云服务供应商明确投入最
佳资源数量和预计获得的最大收益状况.若在规模
收益可变时,不存在资源分类,云服务供应商无法明
确使得虚拟化可进行的资源配置,可能会导致资源配
置不足无法产生虚拟机或资源配置冗余,造成资源浪
费,并且云服务供应商无法预知其收益状况 [29].
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图 3 规模收益不变, 3种资源对联盟收益值影响趋势

2)云服务供应商收益及分配.
通过计算得到的收益值和核心分配见表 7∼表

11[29].单个云服务供应商不存在共享技术、共享资
源的情况,因此,表7和表8中单个云服务供应商的收
益相同,即 v̄I(i) = v̄II(i).其余联盟在合作水平 I下的
收益总是比合作水平 II下得到的收益要高 vI(S) >

vII(S),说明若云服务供应商在不考虑合作成本、竞争
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等因素时进行生产技术和资源共享,则对所有的云服
务供应商都是有利的.这与实际生产情况相吻合,因
为高度合作意味着利益互利,促进合作方“双赢”.在
实际虚拟化过程中,若云服务供应商仅仅提供资源支
持,则对于合作联盟来说,只能弥补因资源缺失所造
成的收益损失,无法补偿因生产技术落后导致的收益
损失,而同时共享技术和资源可以弥补这两种因素造
成的收益损失,故合作水平 I下的收益是优于合作水
平 II下的收益,云服务供应商应尽力促使更深层次的
合作 [29].
通过计算在规模收益不变时两种合作水平下的

收益,得到表9,验证了定理2在规模收益不变下,两种
合作水平收益相等的结论,即 v̄I(S) = v̄II(S),说明两
种合作水平等价.与规模收益可变假设不同,由于生
产强度变量λ ⩾ 0,云供应商的单位资源所产生的收
益不变,即任意资源数量下供应商可获得相同规模收
益.此时,云供应商对资源筹备应“多多益善”,资源
越多形成收益越大.当合作水平 I与合作水平 II的收
益无差距时,对云服务供应商而言,应该更倾向于合
作水平 II,因为合作水平 II的合作难度要比合作水平
I的难度小,更容易实现 [29].

表7 在规模收益可变和合作水平 I下,不同α水平得到的联盟区间收益值

特征值 α = 0 α = 0.2 α = 0.4 α = 0.6 α = 0.8

v̄α(1) [1.50, 17.47] [1.95, 15.92] [2.78, 12.63] [3.62, 9.78] [4.67, 7.64]

v̄α(2) [21.08, 58.98] [22.48, 54.31] [27.26, 49.83] [30.47, 45.56] [33.95, 41.49]

v̄α(3) [1.37, 12.53] [2.28, 11.47] [3.36, 10.46] [4.38, 9.49] [5.50, 8.08]

v̄α(1, 2) [24.05, 80.84] [28.10, 73.16] [32.31, 65.88] [36.84, 58.92] [41.71, 52.50]

v̄α(1, 3) [3.37, 34.94] [4.87, 31.84] [6.69, 27.26] [8.91, 22.15] [11.47, 18.29]

v̄α(2, 3) [23.81, 80.17] [27.90, 72.79] [32.29, 65.80] [37.39, 59.18] [41.95, 53.03]

v̄α(N) [26.27, 102.01] [31.20, 91.44] [36.62, 81.46] [45.73, 72.05] [48.88, 63.47]

表8 在规模收益可变和合作水平 II下,不同α水平得到的联盟区间收益值

特征值 α = 0 α = 0.2 α = 0.4 α = 0.6 α = 0.8

v̄α(1) [1.50, 17.47] [1.95, 15.92] [2.78, 12.63] [3.62, 9.78] [4.67, 7.64]

v̄α(2) [21.08, 58.98] [22.48, 54.31] [27.26, 49.83] [30.47, 45.56] [33.95, 41.49]

v̄α(3) [1.37, 12.53] [2.28, 11.47] [3.36, 10.46] [4.38, 9.49] [5.50, 8.08]

v̄α(1, 2) [22.60, 80.26] [27.01, 72.54] [30.75, 65.22] [35.87, 58.30] [40.90, 52.00]

v̄α(1, 3) [2.90, 30] [4.63, 27.39] [6.56, 24.90] [8.80, 21.72] [11.44, 18.01]

v̄α(2, 3) [22.77, 79.86] [27.90, 72.41] [31.98, 65.34] [37.64, 58.71] [41.15, 52.50]

v̄α(N) [24.31, 101.14] [29.66, 90.64] [35.31, 80.73] [42.71, 71.45] [48.11, 63.01]

表9 在规模收益可变、合作水平 I和合作水平 II下,不同α水平得到的联盟区间收益值

特征值 α = 0 α = 0.2 α = 0.4 α = 0.6 α = 0.8

v̄α(1) [2.17, 21.65] [2.53, 16.49] [3.41, 12.85] [4.23, 10.16] [5.25, 8.11]

v̄α(2) [23.55, 60.49] [24.41, 55.15] [29.06, 50.18] [32.03, 45.57] [35.15, 41.91]

v̄α(3) [2.43, 30.86] [2.93, 22.04] [3.84, 16.21] [4.65, 12.13] [5.59, 9.16]

v̄α(1, 2) [27.11, 176.19] [30.71, 135.16] [34.39, 104.84] [38.30, 80.84] [42.47, 61.51]

v̄α(1, 3) [4.63, 70.44] [5.98, 49.41] [10.84, 35.67] [9.63, 26.19] [11.94, 19.38]

v̄α(2, 3) [27.79, 223.50] [31.30, 156.49] [34.96, 113.23] [40.83, 83.51] [42.97, 62.22]

v̄α(N) [31.36, 272.09] [35.59, 189.39] [40.17, 136.20] [46.65, 99.82] [50.30, 73.87]

表10 在规模收益可变和两种合作水平下,云服务供应商在α-核心中的分配

参数水平
合作水平 I 合作水平 II

α = 0 α = 0.2 α = 0.4 α = 0.6 α = 0.8 α = 0 α = 0.2 α = 0.4 α = 0.6 α = 0.8

供应商1 [1.51, 21.17] [2.40, 18.17] [3.42, 15.36] [5.90, 12.75] [5.84, 10.44] [1.52, 21.28] [2.48, 18.23] [3.12, 13.67] [4.66, 11.12] [4.67, 8.77]

供应商2 [22.54, 59.67] [25.85, 55.00] [29.44, 50.52] [33.83, 46.25] [37.3, 42.21] [21.08, 58.98] [24.60, 54.31] [28.34, 51.45] [32.19, 47.28] [35.96, 43.33]

供应商3 [2.22, 21.17] [2.95, 18.28] [3.76, 15.57] [6.00, 13.06] [5.66, 10.82] [1.72, 20.88] [2.58, 18.10] [3.85, 15.61] [5.86, 13.06] [7.48, 10.91]
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表11 在规模收益不变下,云服务供应商在α-核心中的分配

参数水平 α = 0 α = 0.2 α = 0.4 α = 0.6 α = 0.8

云服务供应商1 [3.57, 48.59] [4.19, 32.90] [4.87, 22.97] [5.82, 16.30] [7.32, 11.65]

云服务供应商2 [23.55, 174.92] [26.69, 123.31] [30.09, 89.86] [34.91, 66.75] [35.15, 50.10]

云服务供应商3 [4.25, 48.59] [4.71, 33.18] [5.21, 23.38] [5.93, 16.76] [7.82, 12.12]

在本例中假设任意联盟S所拥有的资源数量均

为有效资源数量,因此,定理4对此例不适用.基于有
效资源数量,求解合作水平 I和合作水平 II下的两种
规模收益假设的区间收益值可利用定理5和定理6,
获得了每个云服务供应商在α-DEA核心中的收益分
配区间值,见表10和表11[29].

6 结 论

实际生产中诸多不确定性导致生产参数带有模

糊性.针对这类问题,本文研究了模糊DEA生产博弈,
分析了不同资源类型对生产的影响,解决了云服务
供应商联合生产虚拟机收益分配问题.具体贡献在
于: 1)从乐观和悲观角度分析收益区间值,从而更好
地涵盖所有可能的取值情况; 2)在规模收益可变下
定义了3种资源类型,分析其对联盟收益模型可行性
和最优性的影响; 3)在规模收益可变且资源为最佳
资源情况下,发现可直接求解原问题得到α-核心分
配,极大简化了计算步骤.本文提出的模型和方法具
有一定理论价值和实用性,其模型和结论等可以直接
应用到区间值DEA线性生产博弈中 [29].
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