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摘 要: 随着科学技术的发展,冗余机械臂凭借其多自由度的特性获得学者的广泛关注.其中包括执行指定任务
时,需要将任务路径转换为关节空间轨迹,进行逆运动学求解,求取非线性函数的连续逆映射.该求解过程尤为重
要且非常复杂,国内外学者对此开展了大量研究.这里将冗余机械臂逆运动学求解方法进行分类,归纳整理出各
类求解方法,分别概述解析法、数值解法、智能算法以及对应子方法的基本原理、对比及研究现状.最后,指出逆运
动学求解方法面临的核心问题以及发展趋势.
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Abstract: With the development of science and technology, redundant manipulators have attracted extensive attention
from scholars. When the redundant manipulator completes the specified task, it is required to transform the task path
into the trajectory of joints, in which continuous inverse mapping of nonlinear functions is required to solve to develop
the inverse kinematics solution. The solving process is particularly important and complex, and related researchers have
conducted a lot of research on it. In this paper, the methods of solving inverse kinematics of the redundant manipulator are
classified, and various methods with different characteristics are summarized. Besides, the basic principles and research
status of the analytical method, numerical method, intelligent algorithm, and corresponding sub-method are described
respectively. Finally, the development trend and existing challenges of inverse kinematics are pointed out.
Keywords: redundant manipulator；inverse kinematics；analytical method；numerical method；intelligent algorithm

0 引 言

当冗余机械臂的自由度n大于任务空间维数m

(n > m)时,该类机械臂存在多种运动模式与多目
标优化能力,具备极好的环境适应性与极高的避障能
力.逆运动学求解是冗余机械臂的核心问题,即根据
机械臂末端位姿求解各关节的位置变量,得到对应的
机械臂构形.冗余机械臂的逆运动学模型是一个多
输入、多输出的系统,可将模型求解转变为多目标优
化求解或非线性方程组求解.但多自由度系统尤为

复杂,如何求解且从无限解中选择一个最优解,受到
学术界的广泛关注[1].
本文首先叙述冗余机械臂逆运动学求解方法的

分类.然后,概述解析法、数值解法、智能算法的基本
原理与研究现状.解析法包括末端跟随法、脊线法、
分段法与位姿分离法、等效法、参数化法;数值解法包
括伪逆法、阻尼最小二乘法、梯度投影法、增广雅可

比矩阵法、加权最小范数法;智能算法包括神经网络
算法、粒子群算法、遗传算法及其他智能算法.最后,
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指出逆运动学求解方法面临的核心问题与发展趋势.

1 逆运动学问题概述

1.1 建系方法

在冗余机械臂逆运动学求解中,首先需要建立
运动学模型,以指定规则设立各关节/连杆的坐标系,
分析各坐标系之间的转换关系,构建机械臂关节空
间与操作空间位置级/速度级的映射关系.目前存在
多种建系方法[2]: T矩阵法、DH (denavit hartenberg)
法、MDH (modified DH)法、CPC (complete and para-
metrically continuous)法、MCPC (modified CPC)法、
旋量法、四元数法[3]等.

1.2 原始逆运动学求解存在的问题

建立运动学模型后,可整理出逆运动学方程.该
方程为非线性超越方程,求解尤为复杂.原始求解方

法存在下列问题: 1)解不唯一,指定末端位姿存在多
组解; 2)无解,无法抵达末端执行器的特殊位姿,或者
超过关节限位,无法求得对应关节角度; 3)解无效,求
解过程中未考虑环境约束,求解出的机械臂构形不符
合要求,例如出现奇异问题、碰到障碍物、连杆位于
危险地带、干涉其他机械臂运动等,即得到的解不可
行.针对这些问题,涌现出诸多改进求解方法.

1.3 逆运动学求解方法的分类

针对冗余机械臂逆运动学求解的复杂性及存在

的问题,学者们提出了多种求解方法,方法的分类也
多种多样.
1.3.1 第1种分类—–位置级、速度级、加速度级

从位置、速度、加速度层面[4]对冗余机械臂逆运

动学求解方法进行分类,如图1所示.
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图 1 位置、速度、加速度层面的方法分类

1)位置级.位置级的逆运动学将机械臂末端位
姿转化为各关节旋转角度或平移距离.位置级通常
为非线性方程组求解,拥有诸多求解方法,例如位姿
分离法、降低自由度法、臂角法、固定角度法等.由于
冗余机械臂逆运动学解的个数可能无穷个,从位置级
求逆解存在一定难度.

2)速度级.速度级的逆运动学根据机械臂末端
速度求解对应的关节角速度或平移速度.利用该方
法求得关节速度后,通过积分可获得关节位置,即速
度级上的运动学逆解只是一种速度解,位置精度难以
保证.速度级通常为线性方程组求解,代表方法包括
雅可比伪逆法、加权最小范数法、梯度投影法等,需要
计算冗余机械臂的雅可比矩阵及其伪逆矩阵,存在计
算量大、误差累计等问题,方法中的控制周期还会影
响位置精度.从速度级进行逆运动学求解,还存在雅
可比逆矩阵奇异等不足.

3)加速度级.从位置级和速度级求解逆运动学,
难以应用于由加速度控制的冗余机械臂,可借助二
阶海塞矩阵 (Hessian)从加速度级分析逆运动学求
解.其中的最小化加速度范数法将关节加速度平方

和作最小化处理,使得该方法不仅应用于由加速度控
制的冗余机械臂,还可通过解析得到速度,进而用于
由速度控制的冗余机械臂.
1.3.2 第2种分类—–去冗余法、最优化法、任务扩

充法

在冗余机械臂逆运动学求解方法中,有些方法通
过减少变量求得唯一解,有些方法寻找最优值,还有
一些方法通过增加约束求得唯一解.

1)去冗余法.消去部分冗余参数,进而简化运算,
完成逆运动学的封闭求解.
常用的去冗余法是将关节角参数化,在确定7自

由度机械臂一个关节的位置后,将冗余逆运动学问题
转变为非冗余逆运动学问题. Yahya等[5]采用等角度

优化,将相邻连杆夹角设为相同.还可以利用冗余机
械臂的部分自由度进行逆运动学求解,例如: 1 仅改

变机械臂前端自由度,后端自由度数值为定值; 2 仅

改变后端自由度,前端自由度数值为定值; 3 仅改变

中间自由度.
通过去冗余法降低了逆运动学求解的复杂程度,

可以得到相应解.但该方法将冗余机械臂转换为非
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冗余机械臂,无法体现冗余机械臂的易避障、避奇异、
灵活性好等特点.

2)最优化法.设定目标函数,从所有解中找到一
个最优解,实现目标优化,或者求得最小范数解.
该方法的基本思想是建立表征机械臂逆运动学

问题的目标函数,将逆运动学问题转变为非线性最优
化问题,然后借助合适的优化算法寻找最优解.最优
化模型中的目标函数即为逆运动学优化指标,可设定
为最短时间、避关节运动极限、运动避障、最小动能、

运动灵活等.模型中的约束条件是末端执行器位姿、
障碍物位置、奇异点等因素.
最优化法根据设定条件选择一个解,但一些冗

余机械臂对应的非线性模型过于复杂,无法通过6个
(少量)约束条件求解20个(甚至更多)自由度.

3)任务扩充法.针对多任务或自由度冗余的情
况,人们提出了任务扩充法,该方法又称为扩充任务
法、任务分层法、多目标优先排序法、任务加权法、

排序逆运动学法等.任务扩充法在满足主要任务 (如:
末端执行器在任务空间中的位置和方向、避极限、避

障)的前提下,尽可能地满足次要任务 (如:避奇异、力
矩优化、能量优化、笛卡尔轨迹跟踪和抖动抑制).如
果无法同时满足,则在满足主要任务的前提下,使次
要任务所对应的误差最小化.
冗余机械臂末端任务的维数小于自由度个数,即

雅可比矩阵为长方矩阵.若增加末端任务的维数,使
其等于自由度个数,则雅可比矩阵可整理为方阵形式

的增广雅可比矩阵,使逆运动学存在确定解.
Baillieul[6]提出了任务扩充法,将避障、避奇异

作为次要任务,使得逆运动学存在确定解. Nakamura
等[7]提出一种零空间内的任务扩充法,基于速度/加
速度实现多级任务优化,但求解过程为瞬时优化,
无法预测未来状态,并且次要任务影响主要任务的
实现. Chembuly等[8]提出一种全局搜索和多启动框

架来确定给定任务位置下的多种运动学构型,选择
关节距离最小化和避碰等二级准则实现冗余分解.
Sekiguchi等[9]提出一种求解多目标优化逆运动学的

新方法,基于虚拟弹簧模型和基于节点的阻尼控制来
调整虚拟弹簧的效果,对目标进行优化排序,该方法
易于实现、收敛速度快、鲁棒性好. Žlajpah等[10]提

出一种用于冗余度分解的任务空间分解 (task space
decomposition, TSD)方法,利用任务空间中的冗余自
由度执行次要任务,根据目标函数梯度保证适当的自
运动,并收敛至指定构型.

任务扩充法要求增加的次要任务与机械臂的末

端位姿约束线性无关,即次要任务无法影响主要任
务.增加的次要任务无法用单个普遍的解析表达式
表示,并且增广雅可比矩阵也会造成算法奇异.
1.3.3 第3种分类—–解析法、数值解法、智能算法
冗余机械臂逆运动学求解方法还可分为解析法、

数值解法、智能算法,具体分类如图2所示.下面概述
3种方法的概念及特点,在第2∼第4节分别介绍对应
子方法的原理与研究现状.
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图 2 冗余机械臂逆运动学求解方法的分类框图

1)解析法.又称为解析解法、封闭法、封闭解等.
解析法通过几何关系或代数变换求解逆运动学,该方
法通过封闭公式确定末端姿态与各个关节角度之间

的关系.
在解析法中,通过机械臂结构得到求解方程式,

无需提供初始值,将数据代入方程即可求得许多解,
通过设定条件选择唯一解.在解析法中还可采用变
换解法,如:欧拉变换解法、RPY (roll-pitch-yaw)变换
解法、球面变换解法等.通过解析法可求得许多解,不

存在奇异值问题,该方法的计算速度、效率、精度均优
于需要迭代求解的数值解法,且计算复杂度低于数值
解法,便于实现冗余机械臂的实时控制.但解析法仅
适用于指定构型和几何结构参数的冗余机械臂,通用
性和灵活性差,无法处理优先约束问题.解析法求解
过程复杂,在消元、去冗余、约分的过程中易出错,难
以获得正确的一元高次方程,需要与其他算法相结合
筛选出最优解,使得求解过程更为复杂,也难以满足
避障等约束条件.在机械臂不符合Pieper准则的情况
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下,使用解析法进行逆运动学求解困难.
采用解析法求解逆运动学问题的思路较为简单,

但复杂的机械臂结构使得解析法求解过程变得尤为

困难.因此,机械臂结构中的特殊几何关系可采用几
何法简化,有效降低求解计算的复杂程度.对于具有
复杂结构或多自由度的冗余机械臂,可采用数值解法
代替解析法求解逆运动学.

2)数值解法.冗余机械臂逆运动学求解问题通
过数值解可转化为优化问题,确定好目标函数后,进
行迭代求解.
数值解法借助迭代方法和优化目标函数求得期

望解.该方法对冗余机械臂构型和几何参数的依赖
性不强,计算过程灵活,具备通用性.
数值解法的求解过程是寻找最优解或近似解的

过程,求解速度不仅与求解算法相关,还与求解精度
成反比,故数值解法无法兼顾实时性和高精度的要
求.初始点的设定也影响数值解法能否收敛,因为存
在诸多迭代,在相同精度要求下,数值解法的求解速
度比解析法慢.总之,数值解法存在累计误差,既费时
又不稳定,难以得到所有解.

数值解法是进行复杂机械臂逆运动学求解的主

要方法,但求解时存在雅可比矩阵的奇异性,计算量
较大.针对这些问题,国内外学者结合智能算法对解
析法和数值解法进行了相应改进.

3)智能算法.随着智能化时代的发展,越来越多
的智能优化算法被相继提出,可将冗余机械臂的逆运
动学求解问题转换为最优化问题,然后采用智能算法
求解最优值.虽然采用智能算法可以求出最优解,但
需要多次迭代,计算时间长,难以应用于实时求解,有
时还会陷入局部最优或不收敛.因此,针对不同最优
化模型使用适合的智能算法,可在较短的迭代过程中
求解出最优解.
1.3.4 各类求解方法的特点

通过不同分类方式得到诸多类逆运动学求解方

法,每种方法的优缺点如表1所示.
在逆运动学求解过程中,针对具体结构的机械臂

可选用解析法,对于自由度较多的机械臂可选用数值
解法,而任务较多或优化条件苛刻的机械臂可选用智
能算法.

2 解析法

解析法是冗余机械臂逆运动学求解方法中最早

出现的一种方法,该方法针对具体的机械臂结构进
行简化,利用臂杆之间的几何关系建立关节变量与末
端执行器位姿的约束方程,根据末端位姿求解关节变

表1 各类求解方法的特点

类型 优点 缺点

位置级 位置精度高
求解困难,且求解结果对应
的速度变化不平稳

速度级 速度平稳变化
位置精度低、计算量大、存

在累积误差与奇异现象

加速度级 加速度变化小且平稳
机械臂末端速度不为零,难
以控制位置及速度

消元法
求解过程简单,可得唯
一解

限制了参数,未充分利用
冗余性

最优化法
可满足对应指标,并实现
目标优化

求解过程复杂,易陷入局部
最小值或无解

任务扩充法
尽可能地满足次要任务,
鲁棒性好

模型复杂,存在算法奇异

解析法

模型简单,求解速度快,
可实现实时求解、保证

高精度

通用性和灵活性差,求解过
程复杂,无法处理优先约束
问题

数值解法

通用性和灵活性好,可构
建通用的求解框架,求解
过程简单,可实现避障

求解速度慢,无法兼顾实时
性和高精度的要求,受初始
点的影响,存在累积误差和
奇异现象

智能算法
适用于复杂机械臂,可实
现多目标优化以及避障

模型复杂,求解过程复杂且
求解速度慢,实时求解困难,
可能陷入局部最小值或无解

量.求解过程分为3步: 1)确定冗余机械臂构型; 2)求
解各个关键点坐标; 3)求解各个关节变量值.
解析法通过几何或代数方法,用简单的方程表

征冗余机械臂运动学,进而获取非线性函数的逆函
数.该方法具备良好的几何直观性、计算成本低等优
点.解析法可分为末端跟随法、脊线法、分段法、等效
法、参数化法等.

2.1 末端跟随法

末端跟随法又称为重复规划法、蛇形运动等,关
节中心点跟随末端执行器做运动,如图 3所示,可按
照末端到初始端的顺序,依次求解每个关节的位置,
所得结果确定且唯一.

1983年, Asano等[11]首次提出末端跟随法,简化
了冗余机械臂逆运动学求解过程. Sreenivasan等[12]

提出一种采用曳物线解冗余的方法,给定连杆末端的
运动,通过末端关节在曳物线的运动确定连杆空间位
置,使得所有关节在指定路径上的偏差最小.由于末
端跟随法未考虑关节约束和方向, Aristidou等[13]提

出一种新方法:正逆向逼近逆运动学方法,该方法令
关节下一时刻的位置在当前位置和前一个关节目标

位置的连线上. Palmer等[14]提出一种序列二次规划

方法进行优化,优化目标为末端位置误差最小化,但
存在计算量大、位置精度低等缺点.
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图 3 末端跟随法示意

近5年来,国内外学者依旧热衷于末端跟随法的
研究.王俊刚等[15]在末端跟随法的基础上,使用线性
插值优化法及迭代步长顺序查找法,快速且精确地匹
配关键点与离散路径曲线. Palmer等[16]提出一种主

动卷取的方法,利用跟随法控制冗余机械臂做盘绕运
动.针对冗余机械臂逆运动学计算复杂、关节偏角超
出范围的问题, Jia等[17]在末端跟随法的基础上,提出
一种限制关节偏角的改进方法,不仅降低了逆运动学
计算成本,还实现了机械臂避障.针对冗余机械臂在
深腔环境的运动, Xie等[18]提出一种用于刚性骨干蛇

形机械臂的末端跟随法,该方法定位精度高、计算时
间少.

末端跟随法适用于蛇形机械臂、绳驱机械臂、连

续型机械臂、柔性机械臂的逆运动学求解,但所得解
唯一,运动路径曲率不能过大,机械臂运动空间受限,
降低了冗余机械臂的灵活性,该方法只能应用于已知
环境中.

2.2 脊线法

基于末端跟随法,延伸出一种考虑时变特性的解
析法—–脊线法.末端跟随法和脊线法将机械臂末端
及关键点拟合至指定路径上,在脊线法中需要借助模
态函数使得脊线随时间而变化,在末端跟随法中无需
模态函数,且路径与时间无关.

脊线法又称为脊骨曲线 (backbone curve)法,是
Chirikjian等[19]提出的一种适用于冗余机械臂逆运

动学求解的几何方法,利用模态法 (modal approach)
构造分段连续的脊骨曲线,描述机械臂的宏观几何构
型,将逆运动学求解问题转换为分析时变脊骨曲线问
题.
在脊线法中,根据需求选择模态函数,拟合得到

脊骨曲线,利用拟合算法求出各关节点在脊线的坐
标,即求得运动学逆解.脊线法包括两步: 1)确定脊骨

曲线,机械臂的重要宏观特性可被脊骨曲线捕捉,采
用工程近似法突出机械臂运动的几何特征; 2)求得
关节位姿,使用连续脊骨曲线指定关节位姿,通过拟
合过程使机械臂精确地接近脊骨曲线.
在笛卡尔空间坐标系中,脊线可表达为

X(s, t) =
w s

0
l(σ, t)u(σ, t)dσ. (1)

其中: s ∈ [0, 1]为无量纲参数,是t时刻沿脊线的距离

度量,脊线基底位于s = 0处;X(s, t)是从脊线基底

到s点的向量; l(σ, t)是脊线切线的长度;u(σ, t)是脊
线在s点处的切线向量.图4为脊线法模型,µr、µb、µf

是脊线上的3个点; sb、sf分别为运动波后面、前面的
主曲线参数值;Fr、Fb、Ff分别为µr、µb、µf处的

坐标系.该模型采用基于振幅变化的参数化脊线法
和行波步态分析机械臂的运动学,通过抽象的骨干曲
线/脊线评估冗余机械臂的运动.
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图 4 脊线法模型

脊线法作为一种有效的逆运动学求解方法,许多
学者开展了大量研究. Fahimi等[20]研究工作空间对

模态函数和脊线起始点斜率的影响,利用分段连续
脊线捕捉机械臂的宏观几何特性,借助递归拟合方
法确定连杆在脊线上的位置和关节角,通过模态方
法将逆运动学问题简化为约束问题,采用脊线概念
和模态方法对机械臂进行逆运动学求解. Zhen等[21]

基于脊线法提出一种用于波纹管模型曲率积分的计

算简化方法,赋予机械臂在非结构环境中的自适应能
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力. Song等[22]将脊线设定为贝塞尔曲线,通过拟合多
个二次贝塞尔曲线制定形状重构算法,从而估计机械
臂的实时位置和形状信息.传统脊线法将所有关节
点均拟合至脊线,降低了机械臂的冗余特性,对此, Xu
等[23]提出一种改进模态函数法,该方法中的偶数关
节不再限制在脊线上,从而提高了机械臂的可调节
性. Zhang等[24]基于脊线法设计螺旋曲线的表达式,
提出一种形状拟合算法来约束机械臂的宏观形状,采
用移相和角度求解算法求得运动过程中各关节的角

度值.
脊线法降低了逆运动学求解的难度,但也会降低

冗余机械臂的冗余特性及灵活性.脊线法常用于蛇
形机械臂、冗余机械臂、连续型机械臂,尤其是自由
度数大于20的超冗余机械臂.

2.3 分段法

针对冗余机械臂逆运动学求解复杂的问题,国内
外学者将机械臂分成几段进行运动学分析,例如在图
5中,将 7自由度机械臂分成肩-肘-腕 3部分.分段法
分为几段以及每段几个关节均不确定,例如图5(a)将
前3个关节和后3个关节视为肩和腕,中间一个关节
当成肘;图5(b)将前2个关节和后2个关节当成肩和
腕,中间3个关节视为肘.

(a) 1$% (b) 2$%
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图 5 分段法示意

Wang等[25]将机械臂划分为虚拟段,并将扩散方
程生成的工作空间级联,该工作空间生成算法的计算
复杂度与机械臂的自由度数无关,该方法适用于冗余
机械臂的逆运动学求解. Moradi等[26]建立了冗余机

械臂的封闭解模型,分析了引入的附加参数与关节限
位之间的关系,以肘段运动最小化为目标进行逆运动
学求解. Mu等[27]指出分段法的关键在于确定肩段、

肘段、腕段的节点,根据这3个关键点获得各个节点
的空间位置及角度,对每段进行独立求解,通过分段
法使得机械臂尽可能地接近期望位置. Zhou等[28]针

对蛇形机械臂,提出一种基于分段运动学的头部控制
策略,对头部、颈部、基础部分进行分段控制,该方法
在未知环境中仍可实现机械臂头部的精确控制.
分段法将机械臂分成几段,进行逆运动学求解,

降低了求解复杂性,简化了逆运动学计算.然而分成
几段,每段包含几个自由度,这些都存在不确定性.
分段法中有一种将机械臂分成两段的位姿分离

法,该方法分段控制机械臂的位置与姿态,通过前几
个关节控制末端位置,通过后几个关节控制末端姿
态.例如潘博等[29]结合位姿分离法,将冗余自由度视
为优化条件,降低了计算量,提高了运动精度.位姿分
离法简化了冗余机械臂模型的复杂程度,可规划出期

望位姿,但该方法的求解结果通常不是最优解,并且
无法实现避障功能.

2.4 等效法

等效法又称为转换法,可将冗余机械臂的几个关
节等效为一个关节.例如将具备旋转自由度的3个关
节等效为一个球(spherical)关节,如图6所示.
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图 6 等效法示意

许多学者在逆运动学求解的过程中,通过等效法
将实际关节等效为虚拟关节.针对7自由度冗余机械
臂, Yu等[30]提出一种等效法进行逆运动学求解,将具
备偏移量的腕部关节等效为具有3个自由度的虚拟
球关节,通过机械臂位姿和末端关节角度求解虚拟机
械臂的位姿,进而求解虚拟机械臂的逆运动学,最终
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得到实际机械臂的逆运动学求解结果. Faria等[31]在

考虑奇异性与关节极限的基础上,推导关节角与臂
角的转换关系,借助臂平面将关节极限和奇点转换为
臂角,然后基于位置的逆运动学算法计算关节角度,
并采用冗余分解策略来避免奇异和关节限制. Lou
等[32]在相邻万向节之间引入虚拟旋转,将万向节等
效为球关节,通过机械臂绘制直线路径和圆形路径,
验证了等效法的正确性和有效性.
等效法将多自由度合并,通过重新规划机械臂的

形状与布局,简化了机械臂模型和逆运动学求解.但
该方法仅适用于指定结构,通用性差.

2.5 参数化法

参数化法是一种将关节角参数化的方法,该方法
通过引入关节/臂角参数的数值,或者关节/臂角参数
之间的关系,或者额外的参数约束,进而得到冗余机
械臂的参数化解析解,最终采用代数法或其他算法完
成求解.
参数化法分为等角度法、固定角度法和臂角

法等,该方法使用等效法将多个关节角等效为臂角.
1)等角度法令机械臂中的每个关节偏角都相等或部
分关节偏角相等. 2)固定角度法通过固定某些关节
角度,将冗余机械臂等效为非冗余机械臂,通过基础
的逆运动学求解出未固定关节的角度.固定角度法
虽然简单且实用,但无法体现出冗余机械臂的冗余特
性. 3)在臂角法中选择冗余机械臂的某种构型,通过
臂角约束机械臂构型,进行逆运动学求解.

给定机械臂末端执行器的位姿后, Kreutz-
Delgado等[33]通过一个变量将冗余度进行参数化处

理,该变量定义了臂平面与参考平面之间的角度,最
终求得逆运动学的唯一解.针对冗余造成的多解现
象, Samer团队[4,34]采用一种可操作度指标表征机械

臂与奇异位形的距离,将相邻关节角度设为相等,从
逆运动学的解集中选出一组解,简化求解过程,避免
了关节共线及奇异现象. Shimizu等[35]基于参数化

法推导出封闭式逆运动学解,通过关节角范围获得
可行解,总结出保证关节角不超出极限范围的方法.
Zaplana等[36]根据工作空间或执行任务定义不同的

优化函数,选择一组冗余关节进行参数化处理,将冗
余机械臂简化为非冗余机械臂,应用封闭解析方法进
行逆运动学求解. Jiokou等[37]将冗余机械臂关节进

行参数化处理,将生长神经网络用于工作空间聚类,
将邻域函数引入构型空间聚类,消除每个聚类中过
于接近的关节角向量,求得集合解或随机解. Zhang
等[38]提出一种基于固定关节角参数优化的关节极限

最优逆运动学解,将固定关节逆解的解析法与关节极
限优化的数值方法相结合.这种半解析方法收敛于
封闭形式的定解,并具有对称性,避免了伪逆解的非
保守性. Ma等[39]还基于臂角参数化,推导无偏置下
的球-滚-球式的冗余机械臂的逆运动学解析解,证明
了臂角参数化方法优于关节角参数化方法.
通过构建各个参数之间的关系,参数化法计算简

单,可快速确定可行的关节位置解,但仅适用于特殊
构型的机械臂,降低了机械臂的冗余性能.

2.6 各种解析法的特点

通过分析各种解析法的原理及研究现状,总结出
对应优缺点、应用对象及应用环境,如表2所示.

表2 各种解析法的特点

各种解析法 优点 缺点 应用对象及应用环境

末端跟随法[11-18] 逆运动学求解简单,运动协调,容易控制机械臂

的位置,定位精度高

逆解唯一,机械臂运动空间与灵活性受限,降低

了冗余特性,且运动环境需已知

蛇形机械臂、连续型

机械臂,静态障碍物

脊线法[19-24] 逆运动学求解简单,具备可调节性,可实时避障 逆解唯一,降低了灵活性与冗余特性
蛇形机械臂、超冗余

机械臂,动态障碍物

分段法[25-28]
通过分段简化逆运动学可解决奇点问题,可控

制机械臂位置与姿态

不好确定如何分段,求解结果非最优结果,甚至

无解

DOF⩾ 7的机械臂,无

障碍物

位姿分离法[29] 可分别控制位置和姿态,降低计算量,提高工作

效率
求解结果不是最优解,无法实现避障

DOF⩾ 7的机械臂,无

障碍物

等效法[30-32] 简化了机械臂模型,可实现关节角与臂角之间

的转换,可避免关节奇异和关节限制

求解困难,通用性差,等效后的虚拟臂杆长度

不确定

DOF⩾ 7的无球关节

的机械臂,无障碍物

参数化法[33-39] 可构建各个参数之间的关系,减小计算量,避免

奇异现象
降低了冗余特性,求解结果不是最优解

DOF⩾ 7的特殊构型

的机械臂,无障碍物
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3 数值解法

数值解法通过分析冗余机械臂末端执行器及各

关节的速度,将逆运动学求解问题转换为数学计算问
题,针对该数学问题进行数值计算与求解.

首先定义具有 n个自由度的冗余机械臂的末

端执行器的广义位置矢量与速度矢量为x和 ẋ ∈
Rm,关节空间的位置矢量与速度矢量为 q和 q̇ ∈
Rn,J(q) ∈ Rm×n是雅可比矩阵,则机械臂末端速度
与关节速度的关系可表示为

ẋ = J(q)q̇. (2)

其中: ẋ表示机械臂末端广义速度矢量,定义为

ẋ = (vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz)
T ∈ Rm; (3)

m = 6; vx、vy、vz为机械臂末端点的线速度;ωx、ωy、

ωz为机械臂末端点的角速度.
在已知所有关节速度的情况下,可借助雅可比矩

阵求解末端执行器的广义速度的唯一解,如式 (2)所
示,该过程为正运动学.但在实际应用中,需要进行逆
运动学求解,通过末端执行器的广义速度求解关节
速度,该求解过程尤为复杂且解不唯一,故国内外学
者对其开展了大量研究,并改进了对应的数值求解方
法.下面依次介绍5种数值解法:伪逆法、阻尼最小二
乘法、梯度投影法、增广雅可比矩阵法、加权最小范

数法.

3.1 伪逆法

伪逆法 (pseudoinverse)全称为雅可比矩阵伪逆
法,又可称为广义逆法 (generalized inverse)、最小平
方法(least square)、最小范数法(minimum norm).
冗余机械臂的雅可比矩阵是长方矩阵,只有伪

逆,无常规逆,故雅可比矩阵伪逆法是冗余机械臂逆
运动学求解中的一种常用方法.基于伪逆的求解方
法将求解的数学模型整理成最小范数特解加上齐次

解,其思路是让机械臂末端向目标点方向移动.
雅可比矩阵伪逆法由Whitney[40]提出,当时被称

为Moore-Penrose伪逆,该方法对应的逆运动学求解
公式如下:

q̇ = J†ẋ = JT(JJT)−1ẋ, (4)

其中J†∈Rn×m为雅可比矩阵的伪逆,又可称为右广
义逆矩阵.

通过引入零空间项可满足避障、避免关节极限、

避免奇异现象、关节力矩最小化等其他条件,加入零
空间,可将式(4)改为

q̇ = q̇s + q̇h = J†ẋ+ (I − J†J)q̇0. (5)

其中: q̇s为亚定线性方程组的伪逆解,它落在J的行

空间中; q̇h为对应的齐次方程组Jq̇h = 0的通解,
它落在J的零空间中; q̇0是关节空间的任一速度向
量; (I − J†J)是零空间投影矩阵.
通常在末端跟踪误差最小的前提下,使得关节速

度的范数最小,进而构建出下式所示的优化模型:min ∥q̇∥;

s.t. min∥Jq̇ − ẋ∥.
(6)

对J和J†进行奇异值分解,可得

J = UDV T, (7)

J† = UD†V T. (8)

其中:U ∈ Rm×m和V ∈ Rn×n均为正交矩阵;D ∈
Rm×n和D† ∈ Rn×m分别是由J和J†的奇异值组

成的对角矩阵.
若J的奇异值为σ1 ⩾ σ2 ⩾ . . . ⩾ σm,则J†的奇

异值可用下式表示:

D†(i, i) =

1/σi, σi ̸= 0;

0, σi = 0.
(9)

通过式(4)、(8)及(9),求得关节速度范数为

∥q̇∥ =

√√√√ m∑
i=1

(γi/σi)
2, (10)

其中γi满足

[γ1, γ2, . . . , γm] = V UTẋ. (11)

从式 (9)和 (10)可以看出,当J的最小奇异值σm

接近零时,关节速度范数趋近无穷大.换言之,当冗余
机械臂接近奇异构型时,通过伪逆法虽然可以保证末
端执行器的跟踪轨迹精度,但所得关节速度过大,无
法保证机械臂的稳定性.
机械臂运动过程中,雅可比矩阵随时间变化,因

此, Mayorga等[41]将伪逆法与线性代数系统相结合,
提高了伪逆矩阵的鲁棒性. Xiao等[42]将逆运动学求

解等效为二次规划问题,设计出离散时间二次规划求
解器,求解关节加速度下的二次规划问题,解决了关
节角度、速度及加速度的约束. Guo等[43]针对冗余机

械臂系统存在的干扰问题,基于伪逆法,提出一种基
于伪逆式的规划方法,该方法中的笛卡尔误差具有全
局和指数收敛性,从而表明该方法具备抑制干扰的能
力. Guo等[44]提出一种基于雅可比矩阵伪逆的新型

逆运动学方法,利用典型的数值差分规则对已有方法
离散化,新方法以离散时间的形式描述问题,理论证
明了该方法具备良好的性能.

伪逆法具有结构简单且易实现的优点,但在雅可
比矩阵未知的情况下,伪逆法会错误规划机械臂的运
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动.当机械臂构型接近奇异位置时,会遇到矩阵奇异
等问题,利用伪逆法求得的关节速度极大,所求逆解
不收敛,不具备实用性.伪逆法求解过程为数值求解,
存在累积误差,影响控制精度.

3.2 阻尼最小二乘法

针对伪逆法在奇异位置不具备实用性的问题,
Wampler[45]提出了阻尼最小二乘法 (damped least
squares),又称麦夸特法 (Levenberg Marquardt).阻尼
最小二乘法以损失末端精度为代价,避免在奇异位置
附近出现关节速度过大的现象.阻尼最小二乘法在
伪逆法的基础上,将优化模型改为min ∥q̇∥;

s.t. min ∥Jq̇ − ẋ∥+ λ2∥q̇∥2.
(12)

其中λ ∈ R为非零阻尼系数,通过该参数可实现末端
跟踪精度与关节速度的折中.
求解式(12)可得

q̇ = JT(JJT + λ2I)−1ẋ+ (I − J†J)q̇0. (13)

其中JT(JJT + λ2I)−1 = J∗ ∈ Rn×m为雅可比矩

阵的奇异鲁棒性逆,可采用奇异值分解(singular value
decomposition, SVD)、QR分解或Cholesky分解对最
小二乘法中的矩阵进行分解.对J进行SVD分解,可
得

J = UDT(DDT + λ2I)−1V T, (14)

进而求得关节速度的范数为

∥q̇∥ =

√√√√ m∑
i=1

λ2γ2
i

(λ2 + σ2
i )
. (15)

通过式 (15)可以发现,阻尼系数λ设定为合适的

值后,无论冗余机械臂雅可比矩阵的最小奇异值σm

是否接近于零,都不会使得关节速度过大.
通过式(13)可求出末端跟踪误差为

∥ẋ− Jq̇∥2 =
r∑

i=1

γ2
i

[ λ2

(λ2 + σ2
i )

]2
+

m∑
i=r+1

γ2
i , (16)

其中r是雅可比矩阵的秩.从式 (16)可得,当λ不为零

时,会增大末端跟踪误差.
Colomé等[46]将连续任务优先策略与选择性阻

尼相结合,对奇异值进行滤波处理,该方法在雅可比
条件、时间步长、多任务性能等方面取得良好折中,
最终获得了鲁棒性更好的逆解结果,并生成了平滑轨
迹. Wu等[47]使得阻尼因子随着奇异性自适应变化,
解决了奇异位置时的关节速度无限或无法计算的问

题. Wang等[48]提出了基于高斯阻尼最小二乘法的逆

运动学求解方法,引入最优的增强步长系数,使迭代

收敛速度更快、更准确,并将该方法与机器学习相结
合,通过仿真验证了该方法在收敛性、精度和速度方
面具备较好的性能.
相较于伪逆法和转置法,采用阻尼最小二乘法求

解冗余机械臂逆运动学,在奇异位置时的速度平滑且
不会太大,更具实用性,但阻尼最小二乘法的收敛速
度慢且跟踪精度差.采用该方法受到阻尼系数的限
制,阻尼系数越大,机械臂在奇异位置越平稳,但会影
响末端跟踪精度.

3.3 梯度投影法

采用上述方法无法体现冗余性能在指标优化方

面的优势,可设定优化性能指标H(q),使用梯度投影
法 (gradient projection method)改变关节角度和角速
度,从而实现指标优化.
梯度投影法用于解决关节约束问题,该方法借助

梯度方向,在主任务的雅可比零空间中最小化二次惩
罚函数.首先令关节空间速度矢量为

q̇0 = k▽H(q). (17)

其中: k为优化系数,决定优化方向与速度;▽H(q)为

性能指标H(q)的梯度.
进而推导出逆运动学求解公式为

q̇ = J∗ẋ+ k(I − J†J)▽H(q). (18)

其中:前一项为特解,保证末端运动规律;后一项为齐
次解;▽H(q)是在零空间的投影.在不改变末端轨迹
的基础上,实现目标函数的最优化.
机械臂运动过程中,优化系数过大会产生震荡;

优化系数过小,将无法体现梯度投影法的效果.针对
上述问题,文献 [49-50]将优化系数设置为变量或将
梯度投影法与阻尼最小二乘法结合,例如下式:

k =
λ∥J∗ẋ∥

∥(I − J†J)▽H(q)∥
, (19)

其中λ为阻尼因子.还可将比例因子设置如下:

k =



0, 0 < σm < σ0;

km[sin(πσm/σ0 + π/2) + 1]/2,

σ0 ⩽ σm ⩽ 2σ0;

km, 2σ0 < σm.

(20)

其中km为最大优化系数.当最小奇异值σm小于σ0

时,运动学逆解为奇异鲁棒性逆解,会出现末端误差;
当σm大于2σ0时,即为传统梯度投影法.

1977年, Liegeois[51]基于伪逆法提出梯度投影

法,优化指定的性能指标.马如奇等[52]将目标函数设

置为两个机械臂之间的最大距离,利用封闭逆解改进
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梯度投影法,降低了末端累积误差. Ito等[53]基于梯度

投影法,借助新型优化指标最大化关节运动范围,有
效避免了关节限位. Wan等[54]提出加权梯度投影法,
制定分级任务规则,借助加权矩阵排列优先级,将完
成主要任务设为最高优先级,将避免位置限制的任务
设为次要优先级任务,该方法适用于多性能标准要求
的机械臂逆运动学求解.
梯度投影法运用伪逆矩阵的最小范数特性优化

关节速度,借助齐次解优化运动性能.在梯度投影法
的基础上,通过制定不同优化目标、合理分配特解与
齐次解的权重、与其他方法相结合等,可求得期望逆
解.但梯度投影法仍存在以下不足: 1)求解特解需要
伪逆运算,难以满足实时计算; 2)该方法为速度级的
逆运动学求解方法,只有对速度积分才可获得位置数
据,存在累积误差; 3)优化系数k的取值难以确定,过
大或过小都各有优缺点.

3.4 增广雅可比矩阵法

增广雅可比矩阵 (extended Jacobian matrix)法又
称为扩展雅可比矩阵法,该方法将考虑的约束、附加
任务、限定条件等因素转换为矩阵Ja(q),进而将雅
可比矩阵转换为增广矩阵Je(q),从而将冗余机械臂
的冗余性转换为指标优化.若该增广矩阵满秩,则可
求得唯一的运动学逆解.在该方法中,机械臂末端速
度与关节速度的关系如下:

ẋ = Je(q)q̇ =

[
J(q)

Ja(q)

]
q̇. (21)

2011年, Yahya等[5]将躲避障碍物与避免奇异位

置设为指标并添加至运动学约束中,将雅可比矩阵扩
展为一个方阵形式的增广雅可比矩阵,借助该矩阵进
行逆运动学求解. Ratajczak[55]通过分析近似问题来

定义近似误差,在一个区域里最小化近似误差,从而
得到增广雅可比矩阵,该矩阵与伪逆矩阵较为接近,
最后验证了该方法的正确性. Karpińska等[56]对特征

方程进行数值积分,得到了运动学增广函数,使用伪
逆扩展矩阵取代伪逆矩阵,进行逆运动学求解,解决
了雅可比矩阵不可逆的问题. Cao等[57]根据关节角

速度与末端执行器速度的关系建立雅可比矩阵,使用
臂角表征机械臂的冗余特性,借助由臂角建立的增广
雅可比矩阵进行逆运动学求解.
增广雅可比矩阵法将雅可比矩阵转变为方阵,实

现了逆矩阵的简化计算,可提升计算效率.该方法不
但能优化各种指标,还能解决伪逆法中的关节变量不
可积分的问题.但矩阵随时间变化,故该方法不适用
于逆运动学实时求解.

3.5 加权最小范数法

加权最小范数法 (weighted least norm)借助权重
系数实现目标优化.关节角速度的加权范数为

∥q̇∥ =
√
q̇TWq̇, (22)

其中W ∈ Rn×n是加权矩阵,通常为对称正定矩阵.
借助该矩阵,将加权雅可比矩阵JW和加权关节角速

度 q̇W定义如下:

JW = JW−1/2, (23)

q̇W = W 1/2q̇. (24)

其中W ∈ Rn×n定义为

W =


w1 0 . . . 0

0 w2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . wn

 . (25)

wi的取值由优化指标决定,通常定义如下:

wi =


1 +

∣∣∣∂H(q)

∂qi

∣∣∣, ∆∣∣∣∂H(q)

∂qi

∣∣∣ ⩾ 0;

1, ∆
∣∣∣∂H(q)

∂qi

∣∣∣ < 0.

(26)

∆
∣∣∣∂H(q)

∂qi

∣∣∣是当前时刻的指标偏导与上一时刻的指
标偏导的差值.优化指标H(q)定义如下:

H(q) =

n∑
i=1

(qimax − qimin)
2

4(qimax − qi)(qi − qimin)
. (27)

根据式 (27)中的H(q)可保证关节角度不会超过

限制范围,对H(q)求导,有

▽H(q) =

n∑
i=1

(qimax − qimin)
2(2qi − qimax − qimin)

4(qimax − qi)2(qi − qimin)2
.

(28)

根据式 (28)可求得优化方向.通过上述加权转
换,可将式(2)和(22)转换为

ẋ = JWq̇W, (29)

∥q̇∥W =
√

q̇T
Wq̇W. (30)

进行伪逆求解,可得

q̇W = J†
Wẋ, (31)

其中J†
W是JW的伪逆.进而可推得

q̇ = W−1JT(JW−1JT)−1ẋ. (32)

上述过程为加权最小范数法的基础推导过程,仍
需进行伪逆计算,且计算复杂,因此,国内外学者针对
该方法提出了诸多改进方法.

Chan等[58]借助改进权重矩阵,将次要任务指标
添加至加权雅可比矩阵中,采用加权最小范数法进行
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逆运动学求解,保证关节偏角不超过限制范围. Jiang
等[59]提出一种改进的广义加权最小范数法,在虚拟
关节空间中对需要满足时间约束的机械臂进行逆运

动学求解,通过仿真与实验验证了采用该方法可以符
合时间约束,并保证关节角度不超出限制范围. Chen
等[60]将广义加权最小范数法与最小二范数相结合,
提出一种统一加权最小范数法. Yan等[61]在固定角

度法的基础上,提出一种基于加权最小范数的两阶段
计算优化算法,该算法提高了求解精度,缩减了计算
时间,可以在奇异位置进行逆运动学求解.
采用加权最小范数法进行逆运动学求解,既可保

证关节运动范围,又可求得最优解,运行效率高于梯

度投影法.但在求解伪逆矩阵时无法求解,或者计算
量大,并且机械臂接近奇异位置时的关节速度也较
大.加权最小范数法是开环算法,在计算过程中未考
虑误差和精度,无法保证跟踪误差收敛与高精度,还
会引起振动.可以将加权最小范数法与其他方法相
结合[59-61]进行逆运动学求解,也可改进加权最小范
数法,避免伪逆矩阵的计算.

3.6 各种数值解法的特点

通过分析各种方法的原理及研究现状发现,各种
数值解法都适用于DOF⩾ 7的冗余机械臂,总结出每
种数值解法具备的优缺点,以及对应方法如何根据应
用环境进行调节,如表3所示.

表3 各种数值解法的特点

各种数值解法 优点 缺点 可调节性

伪逆法[40-44] 结构简单且易于实现,可避免关节

极限、奇异现象,关节力矩最小化

无法保证稳定性,所得逆解有可能不收敛,存在

累积误差,精度低

可使得关节速度范数最小、

可通过零空间实现避障

阻尼最小二乘法[45-48] 在奇异位置的速度平滑且不会过大 收敛速度慢且跟踪精度差 调节阻尼系数

梯度投影法[49-54] 可解决关节约束问题,优化给定的

性能指标
难以满足实时计算且存在累积误差 调节优化系数

增广雅可比矩阵法 [5,55-57] 简化逆矩阵的计算,提升计算效率,

可优化各种指标

降低了冗余特性,逆解非最优解,不适用于实时

逆运动学求解
增加约束、任务

加权最小范数法[58-61] 限制了关节角度,效率高于梯度投

影法

有时无法求解,奇异位置处的关节速度较大,无法

保证跟踪误差收敛与高精度,还可能引起振动

调节权重系数或与其他

方法相结合

4 智能算法

随着智能时代的到来,国内外学者正在研究如
何利用现代智能算法进行冗余机械臂逆运动学求

解.这些算法将逆运动学求解问题转换为极值求解
问题,可快速找到局部最优解,在传统算法的基础上
加以改进,可快速获得全局最优解.本节以神经网络
算法、粒子群算法、遗传算法及其他智能算法为例,阐
述对应算法的基本原理、发展现状及特点.

4.1 神经网络算法

人工神经网络 (artficial neural network)是由若干
个神经元相互连接形成的网络结构,是一种模仿人类
大脑且具备信息处理能力的系统.根据样本信息和
反馈信息调节神经网络中的权值参数,构建映射关
系,在输入冗余机械臂位姿后,通过神经网络自动映
射出对应关节的数值,实现逆运动学求解.

Edwin等[62]采用一种反向误差传播的监督式多

层前馈神经网络,通过采样关节空间轨迹获取训练
集,借助神经网络保证关节坐标误差平方和最小.
Zhang等[63]提出一种基于相容凸与非凸约束的二

次规划 (compatible convex-nonconvex constrain QP,
CCNC-QP)的双神经网络(dual neural networks, DNN)

方案,用于机械臂逆运动学求解,并证明了该方法不
仅具有DNN的并行处理、实时控制等优点,还具有
CCNC-QP的初始误差归零、考虑凸与非凸约束等
优点. Xu等[64]提出一种新型递归神经网络 (recurrent
neural network, RNN)进行逆运动学求解,设计一种与
关节大小和跟踪误差相关的辨识器,实现了关节运动
参数的在线学习,将冗余求解转换为二次优化问题,
构建RNN循环求解最优值,以关节速度的最小范数
为次要任务. Takatani等[65]建立3个神经网络模型,分
别对应正运动学、运动学逆解和求值函数,可实现独
立于评价函数结构的计算,不加考虑地计算出逆运
动学的解.该方法将包括姿态、终端点及评估值的训
练数据输入自动计算过程,获得神经网络模型,在不
考虑评价函数梯度的情况下获得与传统方法相同的

姿态. Raja等[66]基于Kohonen自组织图建立任务空
间与关节空间的映射,同时解决了系统中存在的冗
余,在解决逆运动学问题时最大程度地提高了机械臂
的可操作性.针对逆运动学求解在学习中的高维问
题, Ren等[67]提出一种改进生成对抗网络方法,该方
法通过学习“产生器”和“判别器”产生与训练数据

分布一样的逆运动学,使用看不见的轨迹进行测试,
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从而验证了“学习”得到的近似逆运动学.
神经网络采用并行计算方法,具有许多优点,例

如:自适应学习、高效、快速、可处理大量非线性关系
的数据,借助神经网络泛化逼近冗余机械臂的逆运动
学模型,可实现精准的运动规划与控制.但需要构建
笛卡尔空间、关节空间、驱动空间之间的映射关系,因
为神经网络难以学习一对多的映射关系,所以获取的
样本集无法直接用于神经网络的参数学习,且所得样
本集无法保证模型的充分优化.样本集大小随着自
由度的增多而增大,也会因为学习过程的延长而无法
满足实时性.可通过调节计算精度和计算速度,采用
不同的目标函数改善逆运动学求解结果.

4.2 粒子群算法

粒子群算法(particle swarm optimization, PSO)从
随机解出发,迭代寻找最优解,依据适应度评价所得
解的优劣.

任子武等[68]将解析法与数值解法相结合进行逆

运动学求解,在机械臂几何解的基础上,将远离极限
位置的程度设为目标函数,借助粒子群优化算法探索
关节角度的最优组合解,不仅提高了求解速度、无理
论误差、远离关节极限位置,还从多解中选出了最优
解.在粒子群算法中,增大惯性权重可增强算法的全
局搜索性能,减小惯性权重可增强算法的局部搜索性
能. Wang等[69]为了克服奇异现象,在考虑运动方程
并满足特定目标和约束的情况下,采用具有自适应
惯性权值的约束粒子群算法求解关节最优解.传统
粒子群算法虽然朝着目标点迭代,但会陷入局部最优
区域,针对该问题, Sancaktar等[70]提出一种自适应粒

子群优化算法,在运行一定步数后,若仍未满足要求,
则停止粒子群算法,把当前点设为新起点,进行重复
定位,直至满足要求.与此类似,朱经纬等[71]提出一

种自适应弹射粒子群算法进行逆运动学求解,解决陷
入局部最小值的问题. Ram等[72]提出一种双向粒子

群优化方法求解冗余机械臂逆运动学,以关节总运动
最小为主要任务,避障为次要任务,采用该方法进行
双向搜索寻找最优解,证明了该方法搜索到最优解的
速度比传统粒子群算法更快.根据机械臂的运动约
束, Chen等[73]采用粒子群算法调整Bezier曲线的控
制点,在末端跟随法中,通过离散轨迹跟踪获得可行
的避障路径. Dereli等[74]提出一种量子粒子群算法,
并证明该方法的运动学逆解相对于标准粒子群算法、

人工蜂群算法、萤火虫算法更有效,该改进算法的优
点是计算时间短、迭代次数少、粒子数少. Dereli等[75]

还将粒子群算法中的粒子运动与游戏中的高尔夫球

运动相关联,当粒子接近目标时,粒子速度转换为抛
物线下降的结构.这种元启发式技术被称为惯性权
重粒子群算法,将该方法应用于7关节机械臂的逆运
动学求解,位置误差小于传统算法.
粒子群算法具有结构简单、参数易于调整的特

点.但粒子群算法的局部搜索能力差,搜索精度低且
依赖参数.在采用粒子群算法对冗余机械臂进行逆
运动学求解的过程中,其迭代范围广,可求得最优解,
但计算时间长,难以用于实时求解.

4.3 遗传算法

遗传算法 (genetic algorithm)通过模拟自然简化
过程初始化种群,计算个体适应度,进行选择运算、交
叉运算、变异运算,判断是否满足终止条件,最终输出
最大适应度个体.随着遗传算法的改进,诸多算法广
泛应用于冗余机械臂的逆运动学求解.

Parker等[76]首次将遗传算法应用于冗余机械臂

的逆运动学求解,该方法在定位精度方面存在提升空
间. Köker[77]将遗传算法与神经网络相结合,每个网
络的浮点部分与随机解的浮点部分一起放置在遗传

算法的初始种群中,使得末端执行器误差最小化,将
误差减小至微米级. Yesid等[78]提出一种改进遗传算

法进行逆运动学求解,采用遗传算法对肩关节求解,
在复合方位要求的前提下减小定位误差,提高求解精
度.林阳等[79]提出一种并行求逆的算法,采用多种群
遗传算法进行逆运动学求解,将位姿设为目标函数,
提高了机械臂的位姿精度,通过交叉算子解决局部收
敛问题,通过变异算子提高收敛速度.
遗传算法作为一种进化算法,具备很好的鲁棒

性、收敛性、可扩展性等,但存在参数较多、编程复
杂、搜索速度较慢、计算效率较低等问题,无法保证解
算时间,依赖初始种群.

4.4 其他智能算法

目前,还有多种其他智能算法应用于冗余机械
臂逆运动学求解,例如:支持向量机 (support vector
machine, SVM)、模糊映射法 (fuzzy inverse kinematic
method, FIKM)、蚁群 (ant colony, ACO)算法、人工蜂
群(artificial bee colony, ABC)算法、萤火虫算法(firefly
algorithm, FA)、差分进化 (differential evolution, DE)
算法、基于生物地理学的优化算法 (biogeography-
based optimization, BBO)、长短期记忆(long short-term
memory, LSTM)、变异果蝇优化算法 (hybrid mutation
fruit fly optimization algorithm, HMFOA)等.

Morell等[80]采用SVM为机械臂精确建模,该方
法在给定位姿后可快速准确地求解出所有关节角,求
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解精度高,满足实时性要求. Lin等[81]提出FIKM来求
解存在奇异性的逆运动学,该方法计算量小,对奇异
性具有鲁棒性,存在多目标优化特点,但仍需结合其
他方法使用. Zhao等[82]采用ACO算法优化旋转角度
参数,利用几何法检测机械臂与障碍物的碰撞,并通
过10自由度冗余机械臂验证了该方法的有效性.
传统 ABC 无法折中探索与开发, 对此, El-

Sherbiny等[83]提出一种基于知识的人工蜂群算法

(knowledge-based ABC, K-ABC),该算法能够快速收
敛并探索预期搜索空间中最有前途的领域,实验验
证了K-ABC算法的平均平方误差比传统ABC算法
减少60 %. Dereli等[84]将ABC算法与PSO算法进行
对比,通过仿真表明了ABC算法适用于寻找最佳关
节角度及逆运动学求解,但该算法中的参数多且搜索
时间长.李娜托等[85]将目标函数设置为位置误差和

姿态误差的标准差,通过改进ABC进行逆运动学求
解. Zhang等[86]提出一种混沌并行人工蜂群算法,利
用混沌映射优化初始食物源的种群分布以摆脱局部

优化,通过引入两个控制参数调整搜索步骤和优化参
数在搜索新食物源时的变化频率,仿真验证了该算法
相对于其他智能算法具有更强的全局搜索能力和更

快的收敛速度.
Dereli等[87]还采用FA进行逆运动学求解,该算

法在速度和准确性方面优于PSO算法和ABC算法,
求解的关节角度位置误差最小. Hernandez-Barragan
等[88]提出一种改进多模态优化FA求解逆运动学问
题,提供多个关节配置,无需雅可比矩阵求逆,避免了
奇异性.

DE算法作为一种基于群体的并行迭代优化算
法,鲁棒性强且简单有效,但存在姿态与位置的收敛
精度不相同、搜索易停滞等问题.对此,谢习华等[89]

在传统DE算法的基础上,借助自适应权值系数平衡

收敛精度,提出了改进自适应变异DE算法,仿真结果
表明,改进算法不仅提高了收敛速度与精度,还提高
了算法稳定性. Li等[90]使用改进DE算法研究机械臂
逆运动学问题,采用随机变化交叉,避免陷入局部最
优.

Ren等[91]将 DE差分策略与 BBO迁移策略相
结合,提出一种基于生物地理学的混合优化 (hybrid
BBO, HBBO)算法,减轻了算法后续的进化问题.将
逆运动学问题表述为等价极小化问题,再采用改进算
法进行求解.

周恒旭等[92]针对在奇异点无法逆运算的问题,
在LSTM的基础上提出一种新型求解算法,通过正运
动学得到诸多关节空间数据,以及对应末端姿态数
据,将这些数据设为下一步的训练样本,通过训练得
到高精度的逆运动学解.该方法相较于传统方法,具
有求解速度快且稳定的优点.
为实现末端执行器位姿误差最小, Shi等[93]构造

一种适应度函数,将逆运动学求解问题转换为最优
化问题,采用群智能优化算法求解,提出一种HMFOA
平衡探索与开发,提高了算法的收敛速度.为提高求
解精度并降低计算量,杨帅[94]提出一种改进果蝇优

化算法,增加最差个体学习的改进策略,达到优化进
化方程以及避免陷入局部最优的目的.

除了上述智能算法,还有禁忌搜索算法[95]、模拟

退火算法[96-97]、改进天牛须算法[98]、自适应微分进化

算法[99]、免疫算法等智能算法应用于冗余机械臂的

逆运动学求解.

4.5 各种智能算法的特点

通过分析各种方法的原理及研究现状发现,各种
智能算法都适用于DOF⩾ 7的冗余机械臂,总结出每
种智能算法具备的优缺点,以及该方法根据应用环境
如何调节,如表4所示.

表4 各种智能算法的特点

各种智能算法 优点 缺点 可调节性

神经网络算法[62-67] 可处理大量非线性关系的数据,

实现精准的运动规划与控制

不能保证充分的优化,模型复杂,
学习过程较长

制定网络架构、调节目标函数,
可调节的参数较多

粒子群算法[68-75] 参数易于调整,可求得最优解,
简单且容易实现

局部搜索能力差,搜索精度低且
依赖参数,难以实时求解

需要调节的参数较少,调节惯性
权重以及速度参数

遗传算法[76-79]
鲁棒性、收敛性、可扩展性好

参数多、编程复杂、搜索速度慢、

计算效率低,并依赖于初始种群
制定适应度函数、调节各个参数

5 核心问题以及解决情况

5.1 核心问题

冗余机械臂逆运动学求解过程中,遇到的核心问
题包括: 1)奇异现象; 2)多任务; 3)多约束; 4)不确定

性; 5)计算资源有限.
1)奇异现象.奇异点位于机械臂两轴共线处,由

于冗余机械臂中的臂杆数量较多,发生奇异点的位置
与机会也随之增加.奇异现象使得机械臂速度、力矩
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等参数发生突变,影响系统鲁棒性.
2)多任务.由于冗余机械臂的逆解不唯一,可完

成非冗余机械臂无法完成的任务,并在完成主要任务
的前提下,额外完成许多次要任务,但难以合理分配
各个任务所占权重.

3)多约束.冗余机械臂在运动过程中存在各种
约束条件,例如在关节空间中存在:关节偏角约束、速
度约束、加速度约束、力或力矩约束.除了关节空间
存在约束以外,运动空间、承载范围等也存在约束,而
逆运动学求解结果不一定满足约束条件.冗余机械
臂运动空间中的障碍物也是一种约束条件,需要避免
机械臂触碰障碍物.

4)不确定性.在冗余机械臂逆运动学求解过程

中会遇到诸多不确定性,例如:参数变化、干扰/扰
动/抖动、容错问题等.冗余机械臂系统中的参数存在
不确定性,求解方法中也存在诸多参数,这些参数如
何取值以及如何自适应调节都是棘手问题.

5)计算资源有限.求出高精度解需要大量时间,
难以进行实时逆运动学求解.

5.2 核心问题攻关

针对上述核心问题,学者们提出了相应的解决
措施,各种逆运动学求解方法的攻关过程如图 7所
示.图7中归纳总结了以下内容: 1)求解方法的发展
过程和特点; 2)核心问题以及问题之间的关联; 3)每
种问题对应的求解方法.
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1 1 8 2 4 5 7 13各问题的解决方法：

方法序号：

图 7 逆运动学求解方法及核心问题分布

1)在第2∼第4节中,详细叙述了各种求解方法
的发展过程及特点,图7中展示了每种方法的提出年
份、参考文献、核心内容,并通过序号表示每种方法.
例如序号为 1 的伪逆法[40]于1969年提出,借助零空
间投影矩阵,解决冗余求解问题.

2)整理第5.1节的内容,列举出冗余机械臂逆运
动学求解中存在的核心问题.各种核心问题之间存
在关联性.例如:将避障[59]、避极限[64]、避奇异[6]、力

矩优化、能量优化和抖动抑制等因素作为附加任务,
将末端执行器位姿、障碍物位置[6]等因素作为约束

条件,将多任务问题[36]、耦合约束问题[26,68]转化为最

优化问题进行求解,等.
3)整理历年研究成果,总结出5种问题所对应的

求解方法,并从近两年研究成果中列举具体事例.
1 文献 [6, 31, 34, 47, 61, 69, 81, 88]采用阻尼最

小二乘法或其他改进方法解决奇异问题.例如
Sun[100]在阻尼最小二乘法的基础上引入修正系数,
得到改进奇异鲁棒反演方法,并通过冗余机械臂空间

直线轨迹和曲线轨迹的应用实例验证了改进奇异鲁

棒反演方法具有更好的优化性能和稳定性,可以解决
奇异问题.

2 针对多任务中存在的主要任务、次要任务、附

加任务,文献 [6-10, 36, 46, 54, 58, 72]通过合理分配任
务的权重或结合其他算法完成多任务逆运动学求

解.例如Žlajpah等[10]提出一种任务空间分解方法,
根据目标函数的梯度保证适当的自运动,从而收敛至
正确的构型,该方法优于扭转分解法.

3 在每种求解方法中,均存在解决约束问题的
事例[17,26,31,35,42,47,53,58-59,68-69,88].例如 Woliński[101] 提

出一种基于二次规划方法的速度级逆运动学求解方

法,该方法允许在位置、速度和加速度级别实现关节
约束.为了实现冗余机械臂在运动过程中的避障,文
献 [17, 72-73]采用粒子群算法、末端跟随法、脊线法,
或者将避障问题转换为多任务、多约束问题,进而实
现避障.在数值解法与智能算法中,可将机械臂与障
碍物的距离转换为参数,通过制定目标函数或任务实
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现避障.例如Jia[17]在末端跟随法中,根据障碍物位置
规划路径,使得末端执行器及各个关节中心点均沿着
该路径运动,进而求解出各参数变化规律,保证冗余
机械臂不触碰障碍物.

4 针对不确定性,文献 [33-37, 43, 102]借助伪逆
法、参数化法以及智能算法进行解决.例如Shi等[93]

提出具备平衡探索与开发的自适应方法,根据不确定
性因素的实时数据,调节逆运动学求解系统.

5 为了协调高精度、偏差小、实时性,学者们提
出了许多措施.针对实时偏差与累计误差,文献 [12,
55, 62-63, 77-80, 83, 87]借助末端跟随法、阻尼最小
二乘法、智能算法来减小误差.在智能算法中,将误
差最小化转换为优化问题,使误差减小至微米级[77].
Morell等[80]采用智能算法提高精度,满足了实时性
要求. Xu等[102]针对计算耗时长的问题,提出一种基
于关节摄动和关节运动优先级的实时方法.该方法
同时微调不同角度偏差的所有关节,在位姿集合中寻
找最接近目标位姿的解,以该解为初解迭代计算,直
到误差小于指定误差.

5.3 研究方向

针对冗余机械臂逆运动学求解方法,人们在解析
法、数值解法、智能算法的基础上提出了改进方法.通
过整理、分析、比较这些改进方法,发现许多值得研究
的方向,结合作者见解归纳如下.

1)热门话题1:最优化求解.
许多学者[62-99]将冗余机械臂的逆运动学问题转

换为多目标优化问题,再通过优化算法进行求解.随
着信息化与智能化的发展,越来越多的智能算法应用
于逆运动学求解.在配备充足计算资源的基础上,智
能算法通过随机、变异等方式求取下一个迭代值,分
析最优解方向,快速求得最优解.
目前,通过已有的优化算法可处理大量非线性关

系的数据,获得最优解,具备很好的鲁棒性、收敛性
和可扩展性.未来研究方向是: 1 针对冗余机械臂的

特点、应用环境或求解过程中的问题,制定相应的改
进优化算法; 2 针对优化算法中的参数多、学习过程

长、难以实时求解的问题,需要简化模型,提高算法的
计算效率与搜索速度; 3 通过设定优化算法中的目

标函数、可调节参数,优化求解模型,解决本系统中的
多任务、多约束问题; 4 由于优化算法的收敛性和求

解效率受到初始点/初始种群的影响,可提出改善初
始点/初始种群或改进算法的方案.

2)热门话题2:多约束求解.
针对机械臂结构、运动空间中存在的约束问

题,在每种方法的基础上均提出了相应的改进方
法[17,26,31,35,42,47,53,58-59,68-69,72-73,88].这些改进方法从理
论上分析了机械臂参数、约束参数与运动参数之间

的关系,通过构建约束方程组或参数的选取范围限制
求解空间,从而满足约束要求.

目前,在位置、速度、加速度层面以及避障方面,
通过改进方法使得冗余机械臂满足基本的约束条

件.未来研究方向是: 1 在多约束条件下合理分配各

约束条件的权重,分析如何避免各约束之间耦合及冲
突,或者根据多约束制定多目标耦合函数J ; 2 将约

束问题转换为最优化问题或多任务问题[26,64,59,68],针
对不同的应用对象或应用环境等因素,该思路仍存在
宽阔的发展空间; 3 将约束参数等效成运动参数的

约束,例如将关节约束等效成路径参数约束[17],将障
碍物约束等效成关节参数约束等.

3)热门话题3:多目标求解.
在冗余机械臂运动中,目标可设定为:能量最小、

时间最短、安全性高、工作寿命长、运动平稳等,目标
可分为主要目标、次要目标.未来研究方向是: 1 根

据应用场景及运动对象分析制定哪些目标,如何分配
权重,通过自调节加权策略自动调节权重[103]; 2 根

据多目标分析如何设定价值函数.
4)热门话题4:实时性求解.
冗余机械臂可应用于复杂环境中,执行复杂任

务,但实时逆运动学求解的难度也随之增加.未来研
究方向是: 1 利用过去信息和现在信息,结合预测控
制,自适应调节参数,进行实时逆运动学求解; 2 根

据冗余机械臂的特性,完善模型理论或建模方法,从
而提高求解速度,实现高精度实时求解.

5)话题5:构建简化模型或通用模型.
1 在诸多求解问题中,均需构建数学模型,可以

针对机械臂或几个关节的特点构建相应的通用化模

块.在求解前,将复杂机械臂模型分模块简化,提升冗
余机械臂逆运动学求解的效率及通用性. 2 结合运

动学建系方法,改进冗余机械臂逆运动学求解方法.
6)话题6:方法融合.
分析各种求解方法的原理、优缺点,对比各自的

适用领域,各取所长,提出融合方式,协同解决问题,
以获得更好的求解结果.例如将智能算法与解析法
或数值解法相结合,借助智能算法的特性提升求解速
度,改善求解结果.

7)话题7:创新性方法.
1 根据冗余机械臂具体结构,从位置级提出创

新性的解析法或半解析法; 2 借助雅可比矩阵提出
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创新性的数值解法,或者无需雅可比矩阵,从而降低
计算量,提出改进的求解方法; 3 针对逆运动学求解

问题,提出对应的智能求解算法,或者将其他领域的
新型智能算法应用于逆运动学求解,改善求解过程并
优化求解结果.

8)话题8:多学科交叉.
随着科技发展,传统的逆运动学求解方法无法满

足智能化、可控可调、可视化等要求,需要将求解方
法与计算机、信息、光学、控制、机械、电子等学科相

结合,规划出通用的冗余机械臂逆运动学求解方法,
设计出满足全面要求、具备通用性的逆运动学求解

系统.例如: 1 障碍物信息未知,通过“计算机视觉”
“地图构建”进行障碍物建模,从而实现避障; 2 在冗

余机械臂的运动过程中,通过“模式识别”来判断障
碍物或目标物或所处环境的类别,从而决定机械臂的
运动方向; 3 通过“远程遥控”技术实现远距离的实

时逆运动学求解等.

6 结 论

冗余机械臂逆运动学求解方法的探索横跨半个

世纪,许多解析法、数值解法、智能算法随之涌现.研
究人员通过调节系统指标、改进最优化模型、扩展雅

可比矩阵、融合方法,在奇异现象、多任务、多约束、
不确定性、计算资源有限等核心问题方面均取得了

相应进展.然而,当前逆运动学求解方法缺乏系统性,
通用性不强,不利于该领域的后续发展,亟需领域专
家加强研究,开发出通用性方法.
另一方面,为适应更加复杂的应用场景,冗余机

械臂具有向全柔性发展的趋势,这种机械臂的逆运动
学问题更为复杂,预计将成为新的研究热点.
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