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三阶段拉格朗日启发式算法求解带同时取送货的

绿色车辆路径问题
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摘 要: 针对带同时取送货的绿色车辆路径问题,以最小化带碳排放费用的配送成本为优化目标,建立混合整数
规划模型,并提出一种结合数学规划方法与启发式算法的三阶段拉格朗日启发式算法进行求解.第1阶段,利用拉
格朗日松弛技术得到该问题的拉格朗日对偶模型;第2阶段,设计一种改进的次梯度算法迭代求解该对偶模型,同
时引入修复机制,将每次迭代所得下界对应的解修复为原问题较高质量的可行解,并在下次迭代中利用该可行解
更新次梯度方向和步长;第3阶段,设计一种启发式局部搜索算法,对第2阶段得到的可行解进行优化,进一步改进
解的质量,以得到原问题的近似最优解.实验表明,所提出算法能够获得问题的一个优质解,同时提供一个紧致下
界,用以定量评估解的质量.
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Abstract: For the green vehicle routing problem with simultaneous pickup and delivery, a mixed integer programming
model is developed with the optimization objective of minimizing the distribution cost with carbon emission cost, and a
three-stage Lagrangian heuristic algorithm combining mathematical programming methods and heuristics is proposed for
solving the problem. In the first stage, the Lagrangian dual model of the problem is obtained using Lagrangian relaxation
technique. In the second stage, an improved sub-gradient algorithm is designed to solve the dual model iteratively, and
a repair mechanism is introduced to repair the solution corresponding to the lower bound obtained in each iteration to
a high-quality feasible solution of the original problem. The feasible solution is then used to update the sub-gradient
direction and step size in the next iteration. In the third stage, a heuristic local search algorithm is designed to optimize
the feasible solution obtained in the second stage and further improve the quality of the solution to obtain the approximate
optimal solution of the original problem. Experiments show that the proposed algorithm can obtain a high-quality solution
to the problem and provide a compact lower bound to evaluate the quality of the solution.
Keywords: green vehicle routing problem；simultaneous pickup and delivery；Lagrangian heuristic；feasible solution
repair；relaxation technique；lower bound

0 引 言

车辆路径问题 (vehicle routing problem,VRP)由
Dantzig等[1]于 1959年首次提出,此后得到了广泛

关注,成为组合优化领域的前沿研究热点.面对多
元化的运输需求,基本送达服务已无法满足企业发
展和大众的需求,例如在实际生活中,快递员既要
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将快递送达客户,又要从客户处带回需要邮寄的快
递.因此,考虑同时取送货车辆路径问题 (VRP with
simultaneous pickup and delivery, VRPSPD)的研究
是迫切且必要的.此外,随着温室气体排放量急剧
增加,环境污染问题引起社会高度关注.据统计,
以二氧化碳为主的污染物很大一部分来源于货

物运输[2].在此背景下,考虑油耗和碳排放的绿色
车辆路径问题 (green VRP,GVRP)[3] 一经提出,便
得到了广泛关注.带同时取送货的绿色车辆路径
问题 (green VRPSPD,GVRPSPD)综合了VRPSPD和
GVRP的约束条件,在满足客户取送货需求的同时,
降低了运输过程中的能源消耗,减少了碳排放量.因
VRP问题属于 NP-hard问题,而 VRP又可归类为
GVRPSPD,故GVRPSPD也属于NP-hard[4]问题.因
此,研究GVRPSPD的建模及其求解算法具有重要的
理论价值和实际意义.
近年来,针对VRPSPD、GVRP等各类复杂VRP,

得到了较多的关注与研究. Min[5]于1989年首次提出
VRPSPD,随后,诸多学者致力于建立VRPSPD的数
学模型[6-8]并设计各种有效的求解算法[9-11]. GVRP
目前主要有 3种类型,即污染路径问题 (pollution-
routing problem, PRP)、能源最小化车辆路径问题
(energy minimizing VRP, EMVRP)和低碳车辆路径问
题 (low-carbon VRP, LCVRP).其中: PRP由Bektaş等
首次提出[12],该问题在减少行驶距离、时间等运营
成本的基础上,同时考虑了降低温室气体排放量、燃
料消耗等环境成本[13-15]; EMVRP由Kara等[16-17]首

次提出,该问题可以视为特定情况下的PRP,其优化
目标是使所有车辆的负载与行驶距离乘积之和最

小,即利用车辆负载来最小化燃料消耗或碳排放[18];
LCVRP考虑车辆行驶过程中的碳排放,以最小化碳
排放成本、行驶成本等组成的总运输成本为优化目

标,许多GVRP都可归类为LCVRP. Demir等[19]综述

并比较了多个油耗和碳排放模型[20-23],验证了车辆
负载和行驶速度是对碳排放量影响最大的关键因

素.后续针对LCVRP的研究大都在考虑这两个因素
的基础上进行扩展[24-28].
通过文献调研可知,针对各类复杂VRP模型的

求解算法大致可分为启发式算法[5, 24, 26]、 智能算

法[9-10, 11, 14-15, 28]和数学规划方法[7-8,12-13,16-18,25,27].启
发式算法基于经验、规则和邻域等来构造问题的解,
可在短时间内获取较优解.智能算法包括遗传算法、
微粒群算法、蚁群算法和模拟退火算法等,该类算法
采用某种拟人、拟物机制不断生成新的可行个体或

解,从而实现对问题解空间的搜索,可在合理时间内
获得问题的优质解.数学规划方法包括列生成、分支
定界和拉格朗日松弛等,该类算法利用数学规划模型
的优化目标函数和约束条件式的代数几何结构特性

进行设计,以获取问题的解 (列生成和分支定界)或下
界 (拉格朗日松弛).其中,列生成和分支定界通过构
造遍历或部分遍历解空间的搜索来获取问题的解,可
在一定时间内获取较小规模问题的近似最优或最优

解,但求解较大规模问题时往往时间很长 (求解时间
随问题规模线性增大而指数增长).拉格朗日松弛用
于获取问题的下界,经过合理设计,可较快获取不同
规模问题的较紧下界.
上述算法中,启发式算法和智能算法求解问题的

时间较短且可控,但这两类算法所得解的质量无法被
定量评价.因此,为有效求解复杂组合优化问题并客
观评价求解质量,可将拉格朗日松弛与启发式算法结
合.拉格朗日启发式算法就是在这一背景下形成的
一种混合算法.该算法既能获得下界用以评价解的
质量,又能在较短时间内获得高质量可行解.目前,拉
格朗日启发式算法已成功地用于求解包含VRP在内
的多种组合优化问题[29-31].但由文献调研可知,此类
算法求解复杂VRP的相关研究仍较少,且还存在一
些开放问题.例如:如何有效实现下界对应的非可行
解 (以下简称下界解)到原问题可行解之间的转换;如
何利用下界解中的有效信息帮助启发式算法获取更

高质量的可行解.因此,本文尝试设计一种高效的拉
格朗日启发式算法,以获取较紧下界并实现下界解到
可行解的转换,同时利用下界解中的有效信息来提升
启发式搜索的效率.
本文在考虑碳排放和同时取送货的情况下,以

最小化带碳排放费用的配送成本为优化目标,构
建 GVRPSPD的混合整数规划模型 (mixed integer
programming,MIP),并提出一种三阶段拉格朗日启
发式算法 (three-stage Lagrangian heuristic algorithm,
TSLHA)进行求解.首先,在第1阶段采用改进拉格朗
日松弛技术获取原问题的拉格朗日对偶模型;然后,
在第2阶段设计一种改进次梯度算法迭代更新该对
偶模型的拉格朗日乘子,得到较紧的下界,同时引入
修复机制,将下界解修复为可行解,并在后续次梯度
算法迭代中利用可行解更新次梯度方向和步长;最
后,在第3阶段设计一种高效的启发式局部搜索算法,
对第2阶段得到的可行解进行改进,以得到原问题的
近似最优解.通过对不同测试问题的仿真实验和算
法比较验证了TSLHA的有效性.
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1 问题与模型

1.1 问题描述和符号定义

GVRPSPD描述如下:整个配送网络有一个配
送中心及若干具有不同取送货需求的客户,一批同
质车辆从配送中心出发对所有客户进行服务,满足
客户的取送货需求,服务完成后返回配送中心[32].
GVRPSPD的相关符号释义如表1所示.

表 1 符号及释义

符号 释义

V 节点集,V = {0, 1, . . . , n}(0表示仓库)
V0 客户点集,V0 = {1, 2, . . . , n}
K 车辆集,K = {1, 2, . . . ,m}
distij 点 i与点j之间的欧氏距离; i ∈ V , j ∈ V , i ̸= j

Pi 点 i处的取货量, i ∈ V0

Di 点 i处的送货量, i ∈ V0

c 单位距离行驶成本

Q 车辆最大载重

bi 用于消除子环约束的变量, i ∈ V

yijk 车辆k的在途载货量; i, j ∈ V ,k ∈ K

xijk 决策变量,车辆k从客户 i到客户j时为1,否则为0

1.2 碳排放模型

在本文问题中,车辆需要在客户处取货,故车辆
在行驶全程均接近满载,车辆载重与碳排放之间关联
较大,因此,采用文献 [33]的碳排放计算方法.碳排放
主要包含车辆在运输过程中自身产生的二氧化碳和

由于车辆负载产生的二氧化碳.具体计算公式如下:

ZCO2 =
∑
i∈V

∑
j∈V

∑
k∈K

distijωcEfuelp
Aveh

µ
xijk+∑

i∈V

∑
j∈V

∑
k∈K

distijωcEfuelpyijk. (1)

各参数具体取值如表2所示.

表 2 碳排放计算相关参数

参数 定义 取值

ωc 每升燃油所含二氧化碳的重量/t 0.002 7

Efuel 车辆单位重量单位距离耗油量/(L/t/km) 0.016 53

Aveh 整车质量/t 16.2

µ 车辆质量利用系数 5.017 5
p 排放单位二氧化碳产生的成本 20

1.3 模型构建

建立GVRPSPD的MIP模型如下:

min Z =
∑
i∈V0

∑
j∈V0

∑
k∈K

distijxijkc+ ZCO2
. (2)

s.t.
∑
i∈V

∑
k∈K

xijk =
∑
i∈V

∑
k∈K

xjik = 1, ∀j ∈ V0; (3)

∑
i∈V

∑
j∈V

∑
k∈K

xijk = 0, i = j; (4)

∑
i∈V

xijk −
∑
i∈V

xjik = 0, ∀j ∈ V0, k ∈ K; (5)

∑
j∈V0

x0jk =
∑
i∈V0

xi0k = 1, ∀k ∈ K; (6)

bj ⩾ bi + 1− (n− 1)
(
1−

∑
k∈K

xijk

)
,

0 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ n+ 1; (7)

yijk ⩽ xijkQ, ∀i ∈ V, j ∈ V, k ∈ K; (8)∑
i∈V

∑
j∈V0

Djxijk =
∑
j∈V0

y0jk, ∀k ∈ K; (9)

∑
i∈V

yijk + (Pj −Dj)
∑
i∈V

xijk =
∑
i∈V

yjik,

∀j ∈ V0, k ∈ K; (10)

xijk ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V, j ∈ V, k ∈ K; (11)

yijk ⩾ 0, ∀i ∈ V, j ∈ V, k ∈ K. (12)

其中:式 (2)为模型的目标函数,以最小化带碳排放费
用的总配送成本为优化目标;式 (3)确保各客户点仅
由一辆车进行服务;式 (4)防止车辆在一个节点处循
环;式 (5)为流量平衡约束;式 (6)确保每辆车都从配
送中心出发,并在配送完成后返回配送中心;式 (7)为
子环消除约束;式 (8)表明当车辆k经过弧(i, j)时 (即
xijk = 1),其载重yijk不能超过车辆最大载重Q;式
(9)确保车辆从配送中心出发时的载重等于其行驶路
线上所有客户的送货需求之和;式 (10)表示车辆服务
完某一客户后的载重量;式 (11)表示决策变量为0-1
变量;式(12)表示变量yijk非负.

2 三阶段拉格朗日启发式算法

本文TSLHA分为 3个阶段:基于拉格朗日松弛
的对偶模型获取 (2.1节);基于对偶模型的下界及可
行解获取 (2.2节);基于局部搜索的可行解优化 (2.3
节).

2.1 基于拉格朗日松弛的对偶模型获取

目前,获取下界的主流方法主要有拉格朗日松
弛和线性松弛.通过文献调研可知,采用拉格朗日松
弛得到的下界通常比线性松弛得到的下界更紧[34-35],
因此,采用改进拉格朗日松弛技术对1.3节中的模型
进行松弛.在原模型中,部分约束被称为“复杂约束”,
这些约束将所有的车辆信息结合在一起,使得模型很
难求解.对于GVRPSPD,由于车辆在为各个客户点
送货的同时还要从客户点处取货,车辆在行驶全程
载货量均接近满载.车辆在对各个客户点进行取送
货服务时,需考虑取货之后的载货量是否满足载重
约束.由此可见,载重约束对目标函数的求解影响较
大,基于此,本节将原模型中的载重约束 (式 (8))通过
拉格朗日乘子λ以惩罚项的形式添加到目标函数中,
得到拉格朗日对偶模型如下:
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D2 = max
λ∈Rm

+

min
x∈X

Z(λ) =

max
(
minZ+

∑
i∈V

∑
j∈V

∑
k∈K

λijk(yijk−xijkQ)
)
.

s.t.式(3) ∼ (7), (9) ∼ (12). (13)

2.2 基于对偶模型的下界及可行解获取

本阶段获取原问题下界及可行解.设计一种改
进次梯度算法迭代求解2.1节拉格朗日对偶模型,获
取原问题的拉格朗日下界.同时引入修复机制,设计
一种启发式修复算法,将每次迭代得到的下界解修复
为可行解,并在后续迭代中利用可行解更新次梯度方
向和步长,从而驱动算法搜索过程向可行域逼近.

2.2.1 改进次梯度算法

本节设计一种改进的次梯度算法,在迭代过程中
利用动态的可行解更新次梯度方向和步长.
设 xλ是拉格朗日松弛问题Z(λ)的最优解,则

ξ = y − xλQ是Z(λ)在λ处的次梯度.通过如下方
式进行迭代:

λk+1 = λk + skξ
k. (14)

其中:λk+1是在第k + 1次迭代时,拉格朗日乘子的
值; sk表示沿次梯度方向的一个步长因子; ξk是Z(λ)

在λk处的次梯度.
为防止迭代路线上下波动 (即Zig-Zag现象[36]),

采用偏转次梯度φk代替λk点的次梯度ξk[37],有

φk = ξk + θkφ
k−1, θk ⩾ 0. (15)

其中: θk是偏转系数,当前的迭代方向φk是次梯度ξk

与上次迭代方向φk−1的线性组合.新的迭代计算公
式如下:

λk+1 = λk + skφ
k. (16)

为使λk尽可能接近最优解λ∗,受梯度算法中最
优一维搜索的启示,搜索方向需与上次搜索方向正
交,采用文献[38]中偏转系数θk的取值,有

θk =
(ξk)

T
φk−1

∥φk−1∥2
=

(Z(λ∗)− Z(λk))
T
φk−1

∥φk−1∥2
, (17)

其中公式推导过程见文献[38].
此外,在迭代过程中,算法的步长也会影响算法

性能,步长较大会导致算法稳定性较差,步长较小则
会导致算法过早收敛.设计一种步长更新方式如下:

sk =
αk(Z(λ∗)− Z(λk))

∥φk∥2
, (18)

其中αk是一个适当的正参数,取1 ⩽ αk < 2.在算法
迭代时,若Z(λ)上升,则αk取值不变;若Z(λ)在给定

的若干次迭代没有变化,则取其一半. Z(λ∗)表示原

问题最优解,即Z(λ)的上界.
一般情况下,上界Z(λ∗)是未知的,因此,在算法

第1次迭代时,取Gurobi求解器在规定时间内得到的
解近似替代.而在后续迭代中,为避免次梯度方向偏
离可行域方向,利用下面2.2.3节中修复操作得到的
解近似替代Z(λ∗).因每次迭代过程中,修复操作得
到的可行解不同,故次梯度的方向和步长会随可行解
的变化而做出相应调整,从而驱动算法搜索不断地向
可行域逼近.改进次梯度算法步骤如下.

step 1:令次梯度ξijk = yijk −xijkQ,取Gurobi求
解器在有效时间内获得的原问题解近似代替Z(λ∗),
拉格朗日乘子λ1等于(0, 0.1)中的随机数, k = 1.

step 2: 利用式 (15)和 (17)求迭代方向,利用式
(18)求步长,利用式(16)更新拉格朗日乘子.

step 3:获取下界,并取2.2.3节中修复操作获得的
可行解替代Z(λ∗).

step 4:判断是否满足次梯度算法的终止条件.若
满足,则输出最终下界;否则, k = k + 1,转至step 2.

2.2.2 数学规划解到排序解的转换

在引入修复机制将下界解转换为可行解之前,需
对下界的数学规划解进行编/解码操作转换为排序
解.假设所求数学规划解x0j1k1

= 1,xj1j2k1
= 1,

xj2j3k1
= 1,xj30k1

= 1,则对应的排序解为π1 = {0,
j1, j2, j3, 0},表示车辆k1从配送中心出发,依次服务
完客户j1、j2、j3后,返回配送中心.

2.2.3 修复操作

本节将2.2.1节中每一次改进次梯度算法迭代后
获得的下界解修复为原问题可行解.上文中所得拉
格朗日下界解是通过松弛载重约束求得,由于缺少载
重约束,在使用次梯度算法对对偶模型的目标函数进
行优化时,优化过程不再考虑车辆是否超载,这导致
各点之间的距离成为优化过程中最直接的影响因素,
从而使得拉格朗日下界对应的解中相邻两点间的距

离可能较短.针对这一特点,并结合同时取送货问题
的特征,提出一种启发式修复算法,在修复过程中尽
可能保留下界解中的优质序列,使其进入原问题可行
域后,目标值尽可能靠近下界目标值,以保证解的质
量.设Kf为拉格朗日下界的排序解中可行车辆的集

合,Kinf为不可行车辆的集合,Vinf为一个空集,启发
式修复算法步骤如下.

step 1: 对集合Kinf中的所有车辆进行如下操作:
将当前车辆配送路线中的最后一个点拿出,并判断约
束.若满足约束,则将其放入集合Kf ;否则,重复此操
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作,直到该车辆满足约束; k = 1.
step 2: 将Vinf中最后一个点拿出并放入Kf中第

k辆车的最后一个位置,并判断约束.若满足约束,则
重复step 2,直到该车辆载重饱和;否则, k = k + 1,并
重复step 2,直到k = m.

step 3: 判断Vinf是否为空集.若Vinf为空集,则输
出可行解,算法结束;否则,执行step 4.

step 4:依次对Kf中初始载货量小于最大载重的

车辆进行操作:将送货需求大于取货需求的点插入
该车辆配送序列的初始位置,再将Vinf中的最后一个

点插入该车辆最后一个位置并判断约束.若满足约
束,则转至step 3;否则,切换下一辆车,并重复step 4.

2.3 基于局部搜索的可行解优化

本阶段设计一种启发式局部搜索算法,对2.2节
中得到的所有可行解中质量最高的解进行优化.

2.3.1 邻域算子

本节提出6种邻域搜索算子如下.
1) shift(1.0): 将第k辆车配送路线中的第 i个点

插入到第 l辆车配送路线中的第j个位置.
2) shift(2.0): 将第k辆车配送路线中的第 i个点

及其相邻点插入到第 l辆车配送路线中的第j个位置

及其相邻位置.
3) insert:将第k辆车配送路线中的第 i个点插入

到该路线的第j个位置.
4) swap:将第k辆车配送路线中的第i个点与第 l

辆车配送路线中的第j个点交换位置.
5) exchange: 将第k辆车配送路线中的第 i个点

与该路线的第j个点交换位置.
6) 2-opt:将第k辆车配送路线中的第 i个点与第

j个点及它们之间的所有点逆序.
此外,上述搜索算子由于对邻域结构的影响较

小,算法在到达局部最优后难以跳出,容易陷入局部
最优解.为了使算法具备跳出局部最优的能力,利用
下界解中的部分启发式信息,提出一种基于下界的扰
动算子 lower bound-based search (LBS).如2.2.3节所
述,拉格朗日下界解中相邻两点间的距离可能较短,
根据这一信息,定义LBS算子如下.
从当前解π中的每条配送路线中各选出一个客

户点放入节点池ULBS内,得到解π′.然后将ULBS内的

所有节点按如下规则插入到π′中:对于ULBS内的节

点j,若其在下界解中的序列为 i − j − k,则将其插入
到π′中i的后一个位置及k的前一个位置中使目标值

增量较小的位置,并判断约束;若插入到最佳位置后
不满足约束,则插入到次优位置;若两个位置插入后

都不满足约束,则采用贪婪插入,将其插入到π′中使

目标值最小化且满足约束的位置.

2.3.2 搜索策⮕

由于最终搜索到的解的质量很大程度取决于修

复解的质量,且修复解很可能为当前局部最优解,算
法从搜索宽度及搜索深度两个方向对修复解进行

搜索.为增强算法的搜索宽度,本节使用上述6种算
子 shift(1.0)、shift(2.0)、 insert、swap、exchange和
2-opt作为搜索算子对修复解进行变邻域搜索,并使
用LBS算子作为扰动算子对陷入局部最优的解进行
扰动.为增强算法的搜索深度,对每一种搜索算子,均
在当前邻域随机生成2n (n表示客户点数)个解,将满
足约束的解保留,从中选择最优解.设修复解为序列
π,启发式局部搜索算法步骤如下.

step 1: counter = 1.
step 2:依次使用上述6种搜索算子对当前解π进

行2n次操作,将满足约束的解保留,并保优.
step 3: 判断是否满足局部搜索算法的终止条件.

若满足,则输出最优解,算法结束;否则,执行step 4.
step 4: 判断当前最优解是否优于历史最优.若

是,则 counter = 1,并转至 step 2;否则, counter =

counter+ 1,执行step 5.
step 5:若counter = 3,则使用LBS算子对π进行

扰动,并转至step 1;否则,转至step 2.

3 算法测试及对比

本文实验均在同一实验环境中进行, CPU主
频率为 1.30GHz,内存为 16GB,操作系统为 64位
Windows 10,编程语言为Python3.8.本文选取并改进
标准VRP实例库 (www.bernabe.dorronsoro.es/vrp)中
的24个实例进行测试.这24个实例的客户点数量范
围为 [10, 100],配送中心的车辆数范围为 [3, 20],各客
户点取送货的货物重量范围为Pi, Di ∈ [1, 5],车辆最
大载重Q为20单位及50单位.所有测试算法的终止
条件均设置为相同的算法运行时间.

3.1 改进次梯度算法有效性测试

为验证本文所提出改进次梯度算法的有效性,
将本文改进次梯度算法所得下界与一般次梯度算

法[39]所得下界进行对比.为有效评估下界紧致程度,
选取10个中小规模实例进行测试.各算法运行时间
为20n s.以Gap作为评价指标,有

Gap =
解−下界
下界

× 100%, (19)

用来评价下界与可行解之间的偏离程度.每个问题
对应的最好结果用粗体表示,对比结果如表3所示.
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表 3 不同次梯度算法测试结果

Q n_m Gurobi
一般次梯度 改进次梯度

下界 Gap/% 下界 Gap/%

20

10_3 290.317 283.117 2.54 288.295 0.70

15_3 300.778 291.191 3.29 297.986 0.94

20_5 407.858 393.377 3.68 404.435 0.92

30_5 432.307 411.014 5.18 427.536 1.13

40_10 785.948 763.946 2.88 783.184 0.35

50_10 859.888 807.115 6.54 812.394 4.75

50

40_5 488.662 437.859 11.60 449.040 8.82

50_5 522.171 471.261 10.80 486.738 7.28

55_10 856.200 769.754 11.23 785.412 9.01

60_10 842.237 790.361 6.56 798.978 5.41

由表 3可知,改进次梯度算法所得下界对应的
Gap优于一般次梯度算法所得下界对应的Gap,表明
改进次梯度算法所得下界更紧.原因在于:一般次梯
度算法仅利用初始解引导次梯度方向,且始终不改变
初始解,当次梯度方向偏离可行域方向时,算法无法
做出有效调整,从而导致其收敛速度较慢;而改进次
梯度算法在每次迭代过程中均利用修复操作得到的

可行解来动态引导次梯度方向,可不断驱动算法的搜
索过程向可行域逼近,因此,该算法收敛速度较快,有

助于最终获得更紧或质量更高的下界.

3.2 TSLHA有效性测试

本节验证TSLHA的有效性.因TSLHA基于数学
规划方法和启发式算法,故分别将其与Gurobi求解
器和启发式算法进行比较.

3.2.1 与Gurobi求解器比较

为评估TSLHA与Gurobi求解器的性能,将其各
自所得最优解与相同下界 (即TSLHA所得的拉格朗
日下界)间的Gap作为评价指标.显然, Gap越小,表明
所对应算法的性能越好,其所得解的质量越高.
设定每种算法在相同运行时间下均进行20次独

立实验.同时,为验证算法在不同终止条件下的鲁棒
性,设置算法运行时间分别为2n s、5n s、10n s、20n s
及 50n s.其中, TSLHA中局部搜索的执行时间设置
为总时间的 10%,其余时间均执行改进次梯度算法
以获取下界.限于篇幅,仅保留算法运行时间为20n s
的实验结果,如表4所示,其余实验数据可在 (https://
pan.baidu.com/s/1g0w7HSimSSgA3RdqPjYodQ 提 取
码: 8xei)中下载.表4中给出了不同规模问题下20次
重复实验所得最优结果的Gap值,每个规模问题对应
的最好结果用粗体表示.

表4 TSLHA与Gurobi求解器实验结果对比

Q n_m 下界 Gurobi Gap/% TSLHA Gap/% Q n_m 下界 Gurobi Gap/% TSLHA Gap/%

20

10_3 288.295 290.317 0.70 290.317 0.70

50

40_5 449.040 488.662 8.82 492.137 9.60

15_3 297.986 300.778 0.94 300.778 0.94 50_5 486.738 522.171 7.28 522.038 7.25

20_5 404.435 407.858 0.92 407.858 0.92 55_10 785.412 856.200 9.01 817.563 4.09

25_5 412.577 416.966 1.08 416.966 1.08 60_10 798.978 845.000 5.76 841.843 5.36

30_5 427.536 432.307 1.13 432.307 1.13 65_10 826.102 890.132 7.75 884.904 7.12

35_5 481.391 514.611 6.90 514.490 6.88 70_10 879.438 1 857.740 111.24 947.476 7.74

40_10 783.184 785.948 0.35 785.948 0.35 75_10 915.508 1 922.818 110.03 941.656 2.86

50_10 812.394 859.888 4.75 848.242 4.41 80_10 978.398 − − 1 000.867 2.30

55_10 820.350 1 786.944 117.83 891.486 8.67 85_10 969.080 − − 1 054.433 8.81

60_15 1 127.497 1 280.095 11.53 1 210.215 7.34 90_10 1 011.422 − − 1 098.049 8.56

65_15 1 174.951 1 705.337 45.14 1 221.568 4.36 95_15 1 296.095 − − 1 408.774 8.69

75_15 1 269.337 − − 1 322.830 4.21 100_20 1 619.454 2 974.300 83.66 1 698.087 4.86

由表 4可知,当求解小规模问题时, Gurobi求解
器和TSLHA所得解对应的Gap相差不大,且均稳定
在10%以内.这表明二者均能在短时间内获取小规
模问题的优质可行解.当求解大规模问题时, Gurobi
求解器所得解对应的Gap较大,且部分问题未能在限
定时间内输出解,而TSLHA所得解对应的Gap始终
保持在10%以内.这表明在合理时间内, Gurobi求解
器仅适用于求解小规模问题,而TSLHA可有效求解
不同规模的问题.需指出的是,从上传网络的其他运
行时间的实验数据亦可得出如上结论.

实际上, Gurobi求解器是采用基于分支定界框架
的通用算法来求解 (混合)整数规划问题.“通用分支
定界算法”(非多项式时间算法)仅能识别一些(混合)
整数规划问题中的“共性结构”,无法确保一定能识别
和利用本文问题的特定结构来“分支剪切”掉该问

题解空间中绝大部分不存在最优解的区域,故Gurobi
求解器获得本文较大规模问题的优质解所需的运行

时间并不可控,往往需要很长时间 (参见引言第4段
对分支定界算法特点的分析).这使得Gurobi求解器
在本文设定的较短运行时间内所得解的质量较差,对
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应的Gap较大.因此,对于各种面向实际的组合优化
问题,仍需自行设计有效的求解算法.

3.2.2 与启发式算法比较

为验证TSLHA中启发式算法的性能,将TSLHA
与 4种国际期刊中求解相同或相近问题的有效算
法进行比较.其中: HH-ILS[40]结合迭代局部搜索和
变邻域下降,是求解 GVRPSPD的有效算法; VNS-
BSTS[41]结合变邻域搜索和双结构禁忌搜索,是求解
VRPSPD的有效算法; ALNS[42]和TS[43]则是求解各
类复杂VRP公认的高效算法.为确保对比的公平性,
将TS的初始解方式 (随机生成)改为与其他对比算
法一致,即每条路线的第 1个客户随机选择,同时其

余客户均采用贪婪插入.由于TSLHA大部分时间用
于获取下界, TSLHA从次梯度算法结束开始计时,每
种算法的运行时间为2n s.表5中给出了每种算法在
相同时间内获得的不同规模实例的平均值和最小

值.每个实例对应的最优结果用粗体表示.由表5可
知, TSLHA在绝大部分实例下的测试结果都明显优
于其他对比算法.
为评估TSLHA中启发式算法的收敛特性,选用

2个不同规模实例对 TSLHA中启发式算法和 4种
对比算法进行测试.各算法收敛曲线如图1所示.由
图 1(a)可知, 4种对比算法在小规模问题上的收敛
性差异不大, TSLHA可较快获取优质解.由图1(b)可

表5 TSLHA与HH-ILS、VNS-BSTS、ALNS、TS实验结果对比

Q n_m
HH-ILS VNS-BSTS ALNS TS TSLHA

平均值 最小值 平均值 最小值 平均值 最小值 平均值 最小值 平均值 最小值

20

10_3 290.317 290.317 290.317 290.317 290.707 290.317 290.317 290.317 290.317 290.317

15_3 300.790 300.778 300.778 300.778 301.174 300.778 300.860 300.778 300.778 300.778

20_5 407.858 407.858 407.861 407.858 407.983 407.858 408.025 407.858 407.858 407.858

25_5 417.097 416.966 417.280 416.966 417.429 416.966 417.061 416.966 417.024 416.966

30_5 432.351 432.307 432.544 432.307 432.949 432.333 432.392 432.307 432.355 432.307

35_5 519.664 514.490 521.367 514.490 522.972 517.855 519.889 514.508 520.348 514.490

40_10 787.659 785.959 788.707 786.032 792.290 786.657 789.036 786.015 786.691 785.948

50_10 874.891 850.987 879.859 858.361 871.787 854.006 868.445 853.314 870.880 848.242

55_10 932.013 891.954 933.908 892.248 931.673 903.083 939.017 889.599 930.263 891.486

60_15 1 234.574 1 214.992 1 240.903 1 213.209 1 244.997 1 218.354 1 234.421 1 216.722 1 227.061 1 210.215

65_15 1 254.941 1 227.888 1 261.806 1 236.711 1 263.161 1 237.289 1 260.162 1 241.518 1 252.026 1 221.568

75_15 1 372.718 1 343.290 1 397.428 1 372.331 1 425.857 1 385.703 1 415.039 1 375.890 1 344.909 1 322.830

50

40_5 496.154 490.887 502.528 492.357 499.149 493.938 499.656 490.852 494.018 492.137

50_5 560.265 524.889 562.565 535.824 561.170 530.177 557.964 530.317 557.499 522.038

55_10 828.377 820.371 834.055 829.555 835.208 825.976 830.697 826.947 825.679 817.563

60_10 866.971 848.765 876.009 854.671 879.918 849.041 865.299 850.776 866.842 841.843

65_10 896.187 888.925 908.081 891.323 913.346 890.922 902.895 889.171 890.095 884.904

70_10 987.771 953.081 995.247 968.021 994.377 965.750 989.618 971.263 978.511 947.476

75_10 961.187 945.382 970.835 947.103 978.830 951.242 961.334 943.436 955.361 941.656

80_10 1 027.725 1 005.654 1 031.088 1 012.391 1 032.691 1 011.823 1 029.073 1 007.363 1 016.008 1 000.867

85_10 1 077.989 1 061.529 1 087.386 1 072.673 1 082.544 1 065.904 1 085.877 1 062.816 1 070.716 1 054.433

90_10 1 150.745 1 112.018 1 163.143 1 130.568 1 172.776 1 135.812 1 154.725 1 126.538 1 137.349 1 098.049

95_15 1 492.327 1 433.906 1 513.889 1 457.215 1 519.264 1 465.929 1 507.238 1 451.376 1 470.547 1 408.774

100_20 1 740.628 1 714.359 1 771.674 1 726.720 1 780.182 1 718.547 1 769.049 1 723.628 1 717.678 1 698.087
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图 1 算法收敛曲线
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知, TSLHA在运行初期能以较快的速度 (仅稍慢于
ALNS)改进解的质量,且在运行中后期对应的目标
值曲线呈现“阶梯状”下降 (见图 1(b))并一直保持
在最低位置.这是由于 TSLHA在局部搜索中使用
所设计的LBS算子,有助于引导算法跳出当前局部
极小,并跳入可能存在优质解的区域继续搜索.此
外, TSLHA的修复操作合理利用了所得较紧下界
解中的部分优质序列信息,从而能构造具有较高
质量的初始可行解 (对应解空间中的优质区域).因
此, TSLHA中的启发式算法可直接从优质区域开始
执行搜索,这使得算法能更快地发现高质量解.

4 结 论

本文的主要结论如下: 1) TSLHA的第 1阶段针
对同时取送货的特点,提出了一种改进拉格朗日松
弛技术,通过合理松弛车辆载重约束来获取对偶模
型; 2) TSLHA的第2阶段设计了改进次梯度算法,迭
代求解对偶模型并获取较紧下界,同时设计了修复机
制以合理利用较紧下界对应解中的部分优质序列信

息来构造较高质量的原问题可行解,从而确保后续阶
段的搜索可直接从优质解区域开始; 3) TSLHA的第3
阶段设计了启发式局部搜索算法,对第2阶段得到的
可行解进行优化,并利用下界解中的有效信息,设计
基于下界的搜索算子来提升局部搜索算法的搜索效

率.
综上, TSLHA在求解不同规模的问题时,既能获

得问题下界来定量评估算法所得解的质量,又能获得
高质量可行解.其综合了数学规划方法和启发式算
法的优势,对设计求解GVRPSPD及类似问题的高效
算法具有一定的借鉴价值.后续工作将把TSLHA拓
展应用于更加复杂的多级车辆路径问题.
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