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基于 Laguerre的多组分稀土萃取分布式模型预测控制

朱建勇1, 2，张　琳1, 2，陆荣秀1, 2，杨　辉1, 2†

(1. 华东交通大学 电气与自动化工程学院，南昌 330013；2. 江西省先进控制与优化重点实验室，南昌 330013)

摘　要: 针对多级子工艺稀土萃取生产采用人工根据经验逐级调药的方式, 容易导致人工循环调药、生产指标波

动大的问题, 提出一种基于 Laguerre函数的分布式模型预测控制方法调节药剂量. 首先, 基于多稀土组分萃取机

理建立具有串联结构的分布式状态空间方程, 拓展成嵌有积分器的增广状态空间模型; 其次, 利用多组分稀土萃

取中各级子工艺仅与其上游子工艺存在耦合的特点, 构造一种具有输入约束的非迭代递阶求解分布式药剂量目

标优化函数 ; 由于采用较大的预测时域能够实现更高的控制精度 , 但会急剧增大其计算量 , 为此 , 利用

Laguerre函数表示控制增量, 将原目标函数转化为含有 Laguerre系数的目标函数, 并利用二次规划进行求解. 这

种方法使得计算量与预测时域无关, 而仅与 Laguerre函数的系数数量有关, 不会随着预测时域的范围改变. 仿真

实验表明了所提出方法的有效性.
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Distributed  model  predictive  control  for  multi-component  rare  earth
extraction based on Laguerre
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Abstract: Aiming at addressing the challenges of manual adjustment in drug dosage during multistage sub-process rare
earth  extraction  production,  as  well  as  the  significant  fluctuations  in  production  index  caused  by  such  manual
adjustments,  a  distributed  model  predictive  control  method  based  on  the  Laguerre  function  is  proposed.  Firstly,  a
distributed  state-space  equation  with  series  structure  is  established  based  on  the  extraction  mechanism  of  multi-rare
earth  components,  followed  by  the  development  of  an  augmented  state-space  model  with  embedded  integrators.
Secondly, a non-iterative hierarchical optimization function with input constraints is constructed to solve the distributed
drug dose  objective  optimization  function,  taking advantage  of  the  fact  that  the  sub-process  of  multi-component  rare
earth extraction is only coupled with its upstream sub-process. Thirdly, while higher control accuracy can be achieved
by using a larger prediction time domain,  it  also leads to significantly increased computational  workload.  To address
this issue, the Laguerre function is utilized to represent control increment and transform the original objective function
into  one  containing  Laguerre  coefficients  for  solution  through  quadratic  programming.  This  approach  ensures  that
computational  workload remains  independent  of  prediction  time domain  scope but  is  solely  related  to  the  number  of
coefficients in Laguerre function and does not change accordingly. Simulation results demonstrate the effectiveness of
the proposed method.
Keywords: solvent extraction；prediction function；cascade process；state space；constraint treatment；distributed
predictive control

 

0    引　言

稀土由镧系元素, 钪和钇等 17种元素组成, 具

有独特的物理化学性质, 使其在许多高尖端应用领

域中变得不可或缺. 溶剂萃取法在提取纯化稀土过
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程中具有分离系数高、针对性强、连续生产等优点而

在工业生产中被广泛应用, 在我国被普遍认为是分

离稀土的最合适技术
[1]. 然而, 溶剂萃取的方式在工

业生产中的自动化程度极低, 近些年国内稀土萃取

分离过程的工业萃取现场利用比例 -积分 -微分

(PID)的控制算法, 实现了部分药剂流量的自动控制

与集中调整. 但是, 目前仍不能完全摆脱人工给定流

量的现状, 导致过程控制的波动幅度较大, 影响产品

的质量及其稳定性
[2].

为提高萃取分离过程中稀土组分含量的控制精

度, 文献 [3]提出了改进的灰色关联分析即时学习算

法 (grey  relational  analysis-just  in  time  learning-least
squares  support  vector  machine,  GRA-JITL-LSSVM)
用于建立稀土萃取组分含量在线检测模型. 利用灰

色关联分析 (GRA)分析变量关联, 利用哈希表确定

学习集大小, 建立最小二乘支持向量机 (LSSVM)模
型加强抗干扰能力; 引入带有停滞回溯策略的遗传

算法 (stagnant backtracking strategy-genetic algorithm,
SBS-GA)保证参数全局最优, 实时性和预测精度高.
文献 [4]提出了一种事件触发约束模型预测控制方

法, 方法包括建立线性预测系统、微调反馈修正、引

入约束优化函数计算试剂用量, 设计事件触发机制

更新控制器. 文献 [5]针对目前稀土铈镨/钕萃取生

产过程人工控制导致生产指标波动大的问题, 提出

一种静态设定和动态补偿的药剂量控制方法.
分布式预测控制利用局部控制策略, 有效降低

系统维度并实施在线滚动优化, 适用于处理有约束

的大型系统控制问题
[6-7], 目前已经在理论和应用领

域受到广泛重视. 文献 [8]提出了一种分布式模型预

测控制方法, 使智能体能够在本地计算控制输入并

通过通信网络与相邻智能体交流. 该方法无需中心

站, 实现了凸模型预测控制问题的线性收敛, 并提供

了闭环控制器. 文献 [9]提出了最小信息交换式的

(distribute model predictive control, DMPC)分布式预

测控制 DMPC, 从而实现有效的供应链管理. 每个子

系统利用局部的信息求解控制量, 合作使得全局优

化目标函数最小化. 文献 [10]采用分布式模型预测

控制方法解决多四旋翼无人机编队在巡航飞行中队

形形成和保持问题, 通过领航跟随策略设计的控制

器实现预设队形飞行并保证系统稳定性. 但大多数

优化策略忽略了算法滚动优化过程中的计算负担,
严重阻碍了MPC在工程实践中的应用.

为使得设计控制器时可以权衡预测时域的变化

对于控制性能的影响
[11-12], 文献 [13]提出基于 Laguerre

函数的自适应预测控制方法, 提高自主水下航行器

在复杂水文条件下的轨迹跟踪性能, 实现系统动态

性能、抗干扰性和鲁棒性的提升并降低了计算量; 文
献 [14]将 Laguerre函数应用于传统的线性时变车辆

模型中, 以实现高性能、低计算复杂度的 MPC自主

车辆跟踪控制. 目前, 难见利用 Laguerre函数研究分

布式预测控制的文献.
综上所述, 本文针对多组分稀土萃取工艺串级

萃取且人工逐级调药的特点, 结合分布式预测控制和

Laguerre函数, 提出基于 Laguerre函数的多组分稀

土萃取过程分布式预测控制技术. 本文主要工作如

下:
1) 针对多组分稀土萃取工艺串级关联的特点,

建立具有串联结构的分布式状态空间方程, 并将其

拓展成嵌有积分器的增广状态空间模型, 利用多组

分稀土萃取中各级子工艺仅与其上游子工艺存在耦

合的特点, 构造了一种具有输入约束的非迭代递阶

求解分布式药剂量目标优化函数, 算法的设计使得

控制器之间只存在上游到下游的信号传递, 有效地

降低了控制器之间的通信负担.
2) 在分布式预测控制中, 采用较大的预测时域

能够实现更高的控制精度, 但这会显著增加计算的

复杂度. 为此, 利用 Laguerre函数能够降低计算复杂

度的特点, 构建具有 Laguerre函数的串级分布式预

测控制算法 (LF-DMPC), 并给出 LF-DMPC的详细

数学表达式, 包括未来预测状态、目标函数及约束变

换, 从而避免了预测时域对计算复杂度的影响. 

1    萃取工艺描述与状态空间模型 

1.1    工艺描述

n m n+m

n n+m

n+m

多组分稀土产线的萃取过程如图 1所示, 每一

段萃取槽包括 级萃取段和 级洗涤段共 级

组成, 稀土生产针对萃取槽的第 1级加入萃取剂, 第
级萃取槽加入料液, 第 级萃取槽加入洗涤

剂. 由于槽体结构设计和搅拌力的影响, 使得各级萃

取槽中有机相从左向右流动、水相从右向左流动. 稀
土料液在萃取剂和洗涤剂的作用下经过逐级萃取,
最后从混合稀土溶液中分离、提取所需一定纯度的

单一稀土元素, 萃取段第 1级水相出口得到难萃产

品, 洗涤段第 级有机相出口得到易萃产品, 因
此多组分稀土萃取过程包含多级子工艺. 

1.2    基于萃取机理的稀土萃取状态空间模型

t xA = [xA
i,1, . . . , x

A
i,n+m]

T i

稀土串级萃取分离过程的机理模型, 由高维微

分方程组及非线性代数方程组构成, 难以直接应用

于在线控制及优化, 为此, 需要对模型进行简化. 在
时刻,  表示第 稀土元素在
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xO = [xO
i,n+m, . . . x

O
i,n+m]

T

i Yi,j

i j

各级萃取剂水相的浓度; 

表示第 稀土元素在各级萃取剂有机相的浓度; 

表示第 稀土元素在第 级的纯度; 稀土萃取过程的

状态空间模型
[15-16]

可表示为
ẋA = HA

−1{F [·]xA + L2VF + L3VW},
ẋO = HO

−1{G[·]xO + L1VS},
Yi,j = xi,j, i ∈ [1, 2], j ∈ [1, 2, . . . , n+m].

(1)

式中

H−1
A =

 h−1
A,1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . h−1
A,n+m

 ,
H−1

O =

 h−1
O,1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . h−1
O.n+m

 ;

F [·] =



f1,1(·) f1,2(·) 0 . . .

f2,1(·) f2,2(·) f2,3(·) . . .
...

...
...

...
0 . . . fn.n−1(·) fn.n(·)
...

...
...

...
0 . . . . . . . . .

→

←

. . . 0

. . . 0
...

...
fn.n+1(·) 0

...
...

fn+m,n+m−1(·) fn+m,n+m(·)


;

fj,j+1 =

{
(1 + αc,j)(VF + VW ), 1 ⩽ j < n;

(1 + αc,j)VW , n ⩽ j < n+m;

fj,j =


− (1 + αc,1)(VF + VW ), j = 1;

− (1 + 2αc,j)(VF + VW ), 1 < j ⩽ n;

− (1 + αc,1)VW , n < j < n+m;

− (1 + αc,n+m)VW , j = n+m;

fj,j−1 =

{
αc,j(VF + VW ), 1 < j ⩽ n;

αc,jVW , n < j ⩽ n+m;

G[·] =



g1,1(·) g1,2(·) 0 . . .

g2,1(·) g2,2(·) g2,3(·) . . .
...

...
...

...
0 . . . gn.n−1(·) gn.n(·)
...

...
...

...
0 . . . . . . . . .

→

←

. . . . . .

. . . . . .
...

...
gn.n(·) gn.n+1(·)

...
...

. . . gn+m,n+m−1(·)


;

gj,j+1 = αd,jVS, 1 ⩽ j < n+m;

gj,j−1 = (1 + αd,j)VS, 1 < j ⩽ n+m;

gj,j =


− (1 + αd,1)VS, j = 1;

− (1 + 2αd,j)VS, 1 < j < n+m;

− (1 + αd,n+m)VS, j = n+m.

VS VF

VW L1 = [xO
i,0, 0, . . . , 0]

T xO
i,0

L2 = [0,

. . . , 0, xi,F , 0, . . . , 0]
T xi,F L3 = [0,

. . . , 0, xA
i,n+m+1]

T xA
i,n+m+1

hA,j hO,j

j αc αd

其中 : 表示萃取剂流量值 ;  表示料液流量值 ;
表示洗涤剂流量值;  ,  表

示萃取剂中混有的少量稀土元素浓度 ; 

,  表示料液配分; 

,  表示酸液中混有的少量

稀土元素浓度;  、 分别表示水相和有机相在

第 级萃取器中的体积滞留量;  、 分别为水相和

有机相的反流系数. 本文研究了两相出口稀土浓度

受输入量等可测扰动的影响, 假设每级萃取器的返

流系数为定值, 通过传递函数和最小二乘回归分析

法确定具体数值
[17]. 

2    多组分稀土萃取组分含量控制策略

vf vs vw

稀土萃取分离初始料液、萃取剂、洗涤剂流量分

别为 ,  ,  . 如图 2所示, 多组分稀土萃取组分含

 

第n+m级第n级 Section # i-1

Section # i

Section # i+1

YA

YB

YC

第1级

...

萃取剂 萃取段 料液 洗涤段 洗涤剂

萃取剂
萃取段 洗涤段

洗涤剂

萃取剂
萃取段 洗涤段

洗涤剂

…

图1    多组分稀土串联萃取工艺流程
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N

量控制方案可表述为: 多组分稀土萃取过程包含有

级子工艺, 每级子工艺都有各自独立的输入输出,
且每级子工艺仅与其上游子工艺存在串联耦合, 在
设计某级子工艺的MPC时, 需要考虑其对下游子工

艺输出的影响, 在各级子工艺的萃取模型及相关约

束条件下, 引入 Laguerre函数逼近控制器中求解得

到关于各药剂流量的控制量, 与此同时, 将原控制器

之间的信号以 Laguerre函数的形式进行传递. 

2.1    基于串联结构的稀土萃取分离分布式模型

i

基于以上内容的分析, 基于串联结构的算法设

计需要将每级子工艺的上游控制输入作为已知量代

入下游子工艺的状态方程, 每个子工艺仅优化自身

和其上游系统的目标函数. 与全局预测控制相比, 串
联结构算法的性能有所差距, 但可以确保系统实现

相应的控制目标. 同时, 由于只存在自上游至下游的

信号传递, 不存在迭代过程, 从而极大地减少了控制

算法对通信的负担
[18]. 结合式 (1)得到第 个子工艺

优化目标如下:ẋci(t) = Acixci(t) +Bciui(t) +
i−1∑
j=1

Sijuj(t),

yci(t) = Ccixci(t).
(2)

其中

ẋci(t) = [ ẋA ẋO ]T,

Aci =

[
HA

−1F [·] O

O Ho
−1G[·]

]
,

Bci =

[
0 H−1

A L2 H−1
A L3

H−1
o L1 0 0

]
,

ui(t) = [ vs vf vw ],

Cci =

[
1 0 . . . 0

0 . . . 0 1

]
2×(n+m)

.

ui(t) i uj(t)

j i

Sij i j

表示第 级子工艺 MPC的控制输入;  表示

前 级子工艺的控制输入, 对第 级子工艺作为已知

量给定;  表示第 级子工艺和第 级子工艺耦合的

yi(t) i

T

相应系数矩阵;  表示第 级水相和有机相输出的

纯度. 选择采样时间 , 对模型进行离散化并写成增

量形式, 得到
∆xdi(k + 1) =

Adi∆xdi(k) +Bdi∆udi(k) +
i−1∑
j=1

Sdij∆udj(k),

ydi(k) = Cdixdi(k).
(3)

Adi Bdi Cdi Sdij

∆xdi(k) ydi(k) ∆udi(k) ∆udj(k)

其中: 、 、 、 分别表示式 (2)中系统矩阵

的离散形式;  、 、 、 分

别表示离散时间下的状态、输出、输入和上游输入.
此外, 本文为了考虑处理常见约束, 将上述状态空间

模型拓展成嵌有积分器的增广状态空间模型, 即xi(k + 1) = Aix(k) +Bi∆u(k) +
i−1∑
j=1

Sj∆uj(k),

yi(k) = Cix(k).
(4)

其中

Ai =

[
Adi oTm

CdiAdi 1

]
, om = [0 0 . . . 0]︸ ︷︷ ︸

n1

;

Bi = [Bdi CdiBdi]
T; Sj = [Sdij CdiSdij]

T;

Ci = [om 1];

xi(k + 1) = [∆xdi(k + 1) ydi(k + 1)]T.

i

结合增广状态空间模型, 考虑控制时域等于预

测时域, 第 级子工艺的目标函数可表示为

Ji =

Np∑
m=1

xi(k +m|k)TQxi (k +m|k)+

Np∑
m=1

∆u(k +m− 1|k)TR∆u(k +m− 1|k).

(5)

Q R

r(k) xi(k+

m|k)=[∆xi(k +m|k) y(k +m|k)− r(k)]T

Q = CT
i · Ci

xi

(
k +m|k

)T
Qxi

(
k +m|k

)

其中: 为系统跟踪误差的权值矩阵,  为系统输入

权值矩阵,  为需要跟踪设定值的参考信号, 

. 当所选

择的权值矩阵 , 目标函数的状态项

等同于传统目标函数

 

MPC1 MPC i MPCN

vs1 vw1 vs i vwi vsN vwN

v f

y1 y i
yN

y

第 1 级稀土萃取过程 第 i 级稀土萃取过程 第 N 级稀土萃取过程

TL (k)1       1
TL (k)i        i

TL (k)N        N

图2    多组分稀土萃取组分含量控制方案
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∥ ỹ(k)− r(k) ∥2Q Np中的 时,  为预测时域.

i

结合串联分布式模型预测算法的思路, 首先对

目标函数进行改变, 然后再进行以各个子工艺顺序

递阶的方式来更新迭代各个子系统的状态. 针对第

级子工艺总的目标函数可表示为

min Ji =
i∑

l=1

Jl(u1, . . . , ui−1, ui;xl(k)) =

min Ji(u1, . . . , ui−1, ui;xl(k)).

s.t. xi(k + 1) =

Aix(k) +Bi∆u(k) +
i−1∑
j ̸=1

Sj∆uj(k);

∆Ui(k)min < ∆Ui(k) < ∆Ui(k)max;

∆Ui(k) = [∆ui(k),∆ui(k + 1), . . . ,

∆ui(k +Np − 1)]T. (6)

u1, . . . , ui−1 i− 1

i

其中:  为前 个子工艺已知的控制输

入值, 并作为已知量给第 个子工艺. 

2.2    基于 Laguerre 函数的预测控制算法设计

Z

现有研究表明, 针对MPC算法闭环稳定性的问

题, 在代价函数中设计终端等式约束的方法会在预

测时域足够大的条件下得到相同的效果, 从而引导

预测状态轨迹在稳态过程后收敛于原点
[19-20]. 然而,

足够大的预测范围会导致在线滚动优化的最优解或

次优解的计算量很大, 从而导致控制器在有限的采

样时间间隔内无法实现. 为了克服这一困难, 在多组

分稀土萃取分布式 MPC中, 采用离散时间标准正

交 Laguerre函数逼近控制轨迹. Laguerre函数是平

方可积函数空间上的一组正交基, 离散时间 Laguerre
网络结构如图 3所示, 将其 变换离散化后可表示

为

ψN(z, a)=ψ1(z, a)
(1− az
z − a

)N−1

, N= 1, 2, . . . ,∞.
(7)

ψ1(z, a) =

√
1− a2

1− az−1 a

a

其中 : ,  为 Laguerre函数的极

点, 一般极点 的取值范围为 [0, 1].
 
 

√ 21-a
- 11-az

1-az
z-a

1-az
z-a

c1 c2 cN

∆u(k)
∑

ψ (z)1 ψ (z)2 ψ (z)Ν

图3   离散 Laguerre 网络结构
 

lm ψm(z, a) Z设 表示 的 逆变换, 则上述一组离

散时间 Laguerre函数用向量形式表示为

L(k) = [ l1(k) l2(k) . . . lN(k) ]
T, (8)

且式 (8)中的初始条件为

L(0)T =
√
β[ 1− aa2−a3 . . . (−1)N−1

aN−1 ],

β = 1− a2 L(k + 1)L(k)其中 . 进一步得到 的关系

为

L(k + 1) = AlL(k), (9)

其中

Al =



a 0 0 . . . 0

β a 0 . . . 0

−aβ β a . . . 0
...

...
. . .

...
...

−aN−2β aN−3β . . . β a

.

∆u(k) k

∆u(k)

ℑ

离散时间 MPC设计的核心技术本质上是基于

对未来控制轨迹的优化, 即通过求解优化问题得到

控制信号的差值 . 因此, MPC在采样时刻 处,

基于 Laguerre函数求序列 可以通过式 (8)中

定义的一组 Laguerre函数和通过求解优化问题获得

的一组系数 的乘积求得, 即

∆u(k) = L(k)Tℑ. (10)

ℑ = [ c1 c2 . . . cN ]
T
N

m

其中： ,  为序列系数的个

数. 将式 (4)迭代 次并重新表述为基于 Laguerre函
数的形式，有

xi(k +m|k) =

Ai
mxi(k) +

m−1∑
h=0

Ai
m−h−1BiL(h)

Tℑ+

m−1∑
h=0

i−1∑
j=1

Ai
m−h−1SjLj(h)ℑj,

yi(k +m|k) = CAmxi(k).

(11)

φi(m)T =
m−1∑
h=0

Ai
m−h−1BiL(h)

T
ψij(m) =

m−1∑
h=0

i−1∑
j=1

Ai
m−h−1SjLj(h)ℑj

定义 , 

, 式 (11)可以表示为{
xi (k +m|k) = Ai

mxi (k) + φi(m)Tℑ+ ψij(m),

yi(k +m|k) = CAmxi (k) .
(12)

i结合式 (12)中给出的预测状态变量, 第 级子工

艺的目标函数 (6)重新表述为基于 Laguerre函数并

转化为标准二次规划形式:

J =

ℑT
( Np∑

m=1

φi(m)Qφi(m)
T
+RL

)
ℑ+
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2ℑT
( Np∑

m=1

φi(m)Q(Amxi(k) + ψij(m))
)
+

Np∑
m=1

(Amxi(k) + ψij(m))TQ(Amxi(k) + ψij(m)).

s.t. xi(k +m|k) = Ai
mxi(k) + φi(m)ℑ+ ψij(m);

∆Ui(k)min<L(h)
Tℑ < ∆Ui(k)max. (13)

RL =

Np∑
m=1

L(m− 1)
T
RL(m− 1)

Np∑
m=1

(Amxi(k) + ψij(m))TQ(Amxi(k) + ψij(m))

其中:  , 且式中第 3

项

为常量.
∼

ℑ
N

由式 (11)   (13)可明显看出, 引入 Laguerre函
数可以将在线优化中的决策变量固定在一个常数值,
无论预测时域如何变化, 待求解的系数 中的数值

都是固定的, 能够有效降低预测时域带来的数值

压力, 本文所提出方法解决了计算复杂度和内存需

求的问题, 同时结合串联结构的分布式控制方案, 又
能降低系统的维度和子系统之间的通信负担 .

i

基于上述, 首先结合多组分稀土萃取串级关联

的特点建立分布式预测模型, 以各级子工艺顺序递

阶的通信模式代替同步迭代更新的模式, 与此同时,
利用 Laguerre函数逼近每级子工艺 MPC控制器的

控制轨迹并将其作为控制器之间的传递信号, 使得

计算复杂度降低. 本文所提出多组分稀土萃取 DMPC
控制方法, 第 级子工艺优化目标的实现步骤如下.

i+ 1 Np

Ω

step 1: 初始化 , 预测时域为 , 子工艺的

数量为 .
r(k)

i ℑ
step 2: 给出萃取纯度的设定值 , 根据式 (13)

求解第 级子工艺的最优系数序列 .
step 3: 利用求取的系数序列和 Laguerre函数逼

近当前采样时刻的控制输入.
i < Ω j = 1, 2, . . . , i

uj(k) = Lj(k)
Tℑj i+ 1

i = Ω

step 4:  当 时 , 将 的控制输

入 传递到第 级子工艺, 返回

到 step 2; 当 时, 算法结束. 

3    算法稳定性证明

为证明所提出算法的稳定性, 利用李雅普诺夫

方法选取各级子工艺的目标函数作为 Lyapunov候
选函数, 为保证优化问题的可行性和分布式系统的

稳定性, 提出如下定理和假设.
ui(k) = L(k)Tℑ
xi(k +Np|k)TQxi(k+

Np|k)

假设 1　在最优控制律 的作用

下, 使得预测的增广状态向量

的终值为零.
注 1　假设 1是保证系统最后能够稳定的关键,

假设在滚动优化的预测时域步长的终端处增广状态

向量为零, 能够确保预测输出跟踪上给定的参考信

号.

ℑ

假设 2　对于串级关联的多组分稀土萃取系统,

各级子工艺接收前级子工艺控制输入后的第 1个采

样时刻, 通过求解满足输入约束条件的目标函数 (13)

都能得到最优的参数序列 .

命题 1　在假设 1和假设 2成立的条件下, 基

于 Laguerre函数的分布式预测控制算法使得串级关

联的稀土萃取系统渐近稳定.

证明　选取目标函数 (13)作为 Lyapunov候选

函数,有

V ∗
i (k) = min J(xi(k),ℑ∗

i ) =

min
Np∑
m=1

xi(k +m|k)TQxi(k +m|k) + ℑ∗kT

i RLℑ∗k
i .

(14)

xi(k) V ∗
i (k)

ℑ∗k
i k

ℑ∗k
i

由式 (14)可知 , 当 趋于无穷时 ,  也

趋于无穷, 因此 是 时刻求得的最佳 Laguerre系

数, 进而在下一个采样时刻 处, Lyapunov候选函

数变为

V ∗
i (k + 1) =
Np∑
m=1

xi(k +m+ 1|k + 1)
T
Q×

xi(k +m+ 1|k + 1) + ℑ∗k+1T

i RLℑ∗k+1
i . (15)

k

k + 1 xi(k + 1)

k + 1 xi(k)
Np∑
m=1

∆ui(k +m− 1)

k + 1

选取式 (14)在 时刻的最优 Laguerre系数作为

式 (15)中在 时刻的可行解 , 其中 为

时刻的初始状态向量且与 有关, 因此通

过将控制信号 向左移一个时刻

并将最后的元素替换为零, 可以得到在 时刻处

可行的控制序列, 即

[ L(0)Tℑi, L(1)
Tℑi, . . . , L(Np − 1)Tℑi ]→

[ L(1)Tℑi, L(2)
Tℑi, . . . , L(Np − 1)Tℑi, 0 ]. (16)

k + 1

Ṽi(k + 1) ℑ∗k
i

设在 时刻处可行的控制序列对应的

Lyapunov候选函数为 , 由于 系数的最

优性, 有

V ∗
i (k + 1) ⩽ Ṽi(k + 1). (17)

V ∗
i (k)

不等式 (17)恒成立, 再将式 (17)两边同时减去

, 得

V ∗
i (k + 1)− V ∗

i (k) ⩽ Ṽi(k + 1)− V ∗
i (k). (18)

k + 1 k +Np − 1 Ṽi(k + 1)

V ∗
i (k)

在采样时刻 到 处,  的

控制向量和状态向量与 的状态向量相匹配, 因

此可得
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Ṽi(k + 1)− V ∗
i (k) =

− xi(k + 1)TQxi(k + 1)+

xi(k +Np|k)TQxi(k +Np|k)−ℑ∗kT

i RLℑ∗k
i . (19)

根据假设 1, 式 (19)可变为

Ṽi(k + 1)− V ∗
i (k) =

− xi(k + 1)TQxi(k + 1)−ℑ∗kT

i RLℑ∗k
i . (20)

因此, 结合式 (18)、(20)可知

V ∗
i (k + 1)− V ∗

i (k) ⩽
− xi(k + 1)TQxi(k + 1)−ℑ∗kT

i RLℑ∗k
i < 0. (21)

由式 (21)可得系统是渐近稳定的.
综上所述, 本文所提出的基于串联结构的分布

式控制方案与 Laguerre函数逼近相配合, 满足了算

法可行性和闭环稳定性的要求. □ 

4    仿真结果与分析

N

本节首先通过仿真实验来验证模型的准确性,
然后通过两部分实验来验证所提出方法的有效性:
一是稀土元素出口组分含量跟踪控制实验, 二是预

测时域及 Laguerre系数数量 的选取对于控制器影

响的对比实验. 

4.1    模型仿真验证

为了检验所建立的稀土萃取模型与真实稀土萃

取过程, 在相同的工况条件和输入条件下, 输出之间

的一致性需要进行对比实验. 在仿真过程中,以实际

生产数据作为模型的输入量, 模型计算结果与实际

生产过程的测量数据进行对比. 以 4组分稀土 (La、
Ce、Pr、Nd)萃取分离为例, 整个萃取流程共 48级,
并从第 1级加萃取剂, 第 25级添加稀土料液, 第 48
级添加洗涤剂, 主要输入量和边界条件如表 1所示.
 
 

表1     输入量和边界条件

输入量 边界条件

vs/(L/min) 89.72 xA
i,n+m+1/(mol/L) 0.1

vf/(L/min) 19.84 xO
i,0/(mol/L) 0.1

vw/(L/min) 5.67 xi,F 2.31

αc 1.3
αd 1.13

模型逐级计算 4组分稀土元素在各萃取级的水

相和有机相中浓度静态分布仿真曲线如图 4和图 5
所示. 可以看出, 模型计算得到 4种稀土元素的浓度

值在水相和有机相都有不同程度的富集, 此外,图 4
和图 5中通过计算可以得到 La、Ce、Pr、Nd在水相

和有机相中模型计算值与实际测量值的平均相对误

差分别为3.82 %、2.16 %; 4.02 %、4.25 %; 4.7 %、5.29 %;
3.62 %、3.02 %. 由此可以得出, 模型的逐级计算结

果与实际测量值相差不大, 在实际生产允许范围内. 

4.2    组分含量跟踪控制

本节以国内某稀土生产企业 4组分稀土萃取生

产工艺为对象, 基于实际运行数据对稀土元素组分

含量控制方法的有效性进行仿真验证, 主要模型参

数如表 2所示.
 
 

表2     模型参数

参数 工序Ⅰ 工序Ⅱ 工序Ⅲ

xi,F 1.27 2.31 1.35

hA,j/L 14.7 29.4 15.5

hO,j/L 2.6 6.8 3.3

vs/(L/min) 43.58 89.72 46.45

vf/(L/min) 21.58 19.84 15.77

vw/(L/min) 1 5.67 0.45

αc 1.3 1.3 1.3
αd 1.13 1.13 1.13

xA
i,n+m+1/(mol/L) 0.1 0.1 0.1

xO
i,0/(mol/L) 0.1 0.1 0.1

T/s 0.1 0.1 0.1

萃取级数 13 25 15

洗涤级数 9 23 11
 

∆U={∆Uvs

∼ ∆Uvw}

此外, 通过对稀土生产企业的历史数据进行统

计分析, 得到式 (6)中各级子工艺设定值

的边界为
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图4    水相稀土元素摩尔浓度计算值与实际值分布情况
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
− 10 L/min ⩽ ∆Uvs ⩽ 10 L/min,

− 5 L/min ⩽ ∆Uvf
⩽ 5 L/min,

− 0.2 L/min ⩽ ∆Uvw ⩽ 0.2 L/min.

(22)

为验证所提出方法的有效性 , 本文将分散式

MPC (decentralized MPC)、集中式 MPC(CMPC)、基

于 Laguerre函数的 DMPC算法 (LF-DMPC)的仿真

结果进行对比, 本节中控制器的参数如表 3所示, 其

中分散式和集中式MPC的基本参数设置 (即预测时

域和控制输入权重矩阵)与分布式MPC相同.

 

表3     控制器参数设置

级数 a N Np R

工序Ⅰ 0.8 20 40 diag(0.01, 0.1, 0.07)

工序Ⅱ 0.8 20 40 diag(0.01, 0.1, 0.05)

工序Ⅲ 0.8 20 40 diag(0.01, 0.02, 0.01)

与 LF-DMPC相比, 分散式 MPC忽略了相邻子

工艺之间的数据通信, 集中式控制则是在代价函数

中考虑了所有子工艺的控制变量, 在系统矩阵中具

有更高的维数 , 3种算法跟踪效果的仿真曲线如

图 6和图 7所示.
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图6   各子工艺有机相出口组分含量跟踪曲线
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图7   各子工艺水相出口组分含量跟踪曲线
 

仿真结果表明 3种算法最后都能跟踪上设定值,
其中 LF-DMPC和 CMPC两种算法的组分含量跟踪

曲线差异及收敛到设定值的时间差异较小, 表明本

文所提出的 LF-DMPC与集中式控制方案相比具有

足够令人满意的控制性能. 然而在分散式的组分含

量跟踪控制过程中, 除第 1级子工艺的控制曲线能

够较快地跟踪上设定值外, 后续工艺的控制曲线变

化幅度较大, 出现较大超调量, 调节时间也更长, 这
是因为分散式控制没有考虑子工艺之间的通信, 前
级工艺的状态变化情况对于后级工艺的控制变量的

影响是缓慢的, 从而出现明显的性能下降. 

4.3    预测时域及系数数量 N对控制性能的影响

为探究预测时域对 MPC控制性能的影响, 以
第 1级和第 2级水相口输出为例, 图 8和图 9给出

了本文方法在 4种不同预测时域下的组分含量跟踪

误差率.

Np = 20 Np =

仿真结果表明: 随着预测时域的增加, 图 8中可

得控制曲线的调节时间变短, 系统输出收敛到设定

值的速度会加快, 并且误差率也随着逐渐降低; 图 9
中虽然控制曲线的跟踪性能在某些采样时刻中随着

预测时域的增加有所下降, 但对应 与
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图8    各预测时域下第 1 级水相组分含量跟踪误差率

1012 控 制 与 决 策 第40卷



60在某一时刻中误差率最大也仅相差了 0.2 %左右,
而调节时间却极大地减少, 可以认为系统的控制性

能逐渐变好. 预测时域的增加会使滚动优化求解过

程中考虑的预测信息变多, 控制器对外界环境未知

变化的反应更快, 由此影响系统的输出快速收敛到

设定值. 仅增大预测时域, 每个采样时刻的在线计算

时间也会明显增长, 而本文方法能够在采用较大预

测时域而不显著增加控制器计算量的前提下, 使得

系统获得更好的控制性能.
ℑ为进一步探究序列 中不同数量的决策变量对

于控制增量变化曲线的逼近效果, 以第 1级工艺的

萃取剂流量的控制增量为例, 在能保证系统稳定的

基础上, 与传统MPC进行了比较, 仿真结果见图 10.
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图10   不同 N 下的第 1 级萃取剂流量增量控制曲线
 

N = 16 N = 20

N = 20 N = 22

N = 20

仿真结果表明,在 和 时, 第 2级
有机相组分含量输出曲线仍存在一定差异. 但是, 当

和 时, 两条曲线几乎重合. 此外, 当
时的控制增量曲线的轨迹收敛于传统 MPC

的曲线轨迹. 因此, 可以得出结论, 本文所提出方法

的MPC控制增量轨迹随着 N 的增加而收敛, 最终与

传统的 MPC控制轨迹重合且输入控制增量曲线的

逼近精度高度依赖于 Laguerre系数数量的选择. 为

N此, 找到一个合适的 值, 实现最优的控制性能是本

文MPC控制器设计中最重要的任务之一.

Np

图 11举例说明了在不同的预测时域下, 利用本

文提出的 LF-DMPC与 Conventional DMPC及基于

Laguerre的集中式 MPC(LF-CMPC)的计算时间比

较结果, 能够明显看出, Conventional DMPC方法的

计算时间随着 的增加呈指数级增加, 显然当预测

时域略大时, 由于在线计算的时间过长, 常规控制的

滚动优化问题的求解变得不可行, 这种控制手段在

传统 CMPC上更加难以实现. 本文所提出方案的计

算时间一直呈平缓线性增加, 这是由于滚动优化过

程中决策变量的维数被限制 , 在每个采样时刻

MPC的计算复杂度大大降低.
 
 

Conventional-DMPC
LF-DMPC
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图11   不同 MPC 方案在线计算时间比较
  

5    结　论

为实现多组分稀土萃取过程组分含量的稳定控

制, 本文提出了一种基于 Laguerre的多组分稀土萃

取分布式模型预测控制方法. 首先, 基于多组分稀土

萃取过程的串联结构, 构造了非迭代递阶求解分布

式目标优化函数, 降低了控制器之间的通信负担; 其
次, 与传统求解方法相比, 本文将传统滚动优化过程

转化为基于 Laguerre形式的线性约束二次规划问

题, 显著降低了计算复杂度, 提高了算法的工程实用性.
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