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数据驱动的未知线性离散系统双模模型预测控制

刘　鑫1, 2，严爱军1, 2, 3†

(1. 北京工业大学 信息科学技术学院，北京 100124；2. 数字社区教育部工程研究中心，北京 100124；
 3. 城市轨道交通北京实验室, 北京 100124)

摘　要: 针对模型参数未知的线性离散系统, 提出一种数据驱动的双模模型预测控制方法, 无需预先对系统进行

建模, 能够实现在约束条件下对目标设定点的最优跟踪控制. 首先, 根据有限的系统历史运行数据预测系统未来

一段时间的运行轨迹, 并在代价函数中加入实时优化的人工平衡点, 通过在线求解滚动优化问题来获得控制输

入, 进而平稳地驱动系统进入一个控制不变集内; 然后, 在控制不变集内, 基于系统历史运行数据, 采用策略迭代

的方法求解动态反馈控制器, 同时可得到静态前馈控制器, 实现驱动系统收敛至平衡点的局部最优跟踪控制; 最

后, 验证所提出方法的稳定性, 并将其应用于一个线性化的四容水箱系统. 实验结果表明, 所提出方法有效可行,

具有更小的超调量和更好的收敛性能.
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Abstract: This  paper  proposes  a  data-driven  dual-mode  model  predictive  control  method  for  linear  discrete  systems
with unknown parameters, eliminating the need for system modeling. The proposed method enables optimal tracking of
the  setpoint  under  constraints.  First,  the  system's  future  trajectory  is  predicted based on limited historical  operational
data, and a real-time optimized artificial equilibrium point is incorporated into the cost function. Control inputs are then
determined by solving an online rolling optimization problem, driving the system into a  control-invariant  set.  Within
this  invariant  set,  a  dynamic  feedback  controller  is  derived  using  the  policy  iteration  method  based  on  historical
operational data,  and a static feedforward controller is  also obtained, achieving locally optimal control in guiding the
system to converge to the equilibrium point. Finally, the stability of the proposed method is proven, and it is applied to
a  linearized  four-tank  system.  Experimental  results  demonstrate  the  effectiveness  and  feasibility  of  the  proposed
method, with reduced overshoot and improved convergence performance.
Keywords: model  predictive  control； linear  discrete  system； constrained  system； data-driven； optimal  control；
stability analysis

 

0    引　言

随着计算机技术的快速发展, 对高效精确控制

的需求日益增长, 数字控制器逐渐成为现代控制系

统中的主流设备. 这一转变意味着现代生产过程的建

模越来越多地采用离散系统的形式
[1]. 通过对线性离

散系统的研究, 可以更好地理解和控制各种复杂系统.

线性离散系统的控制方法有很多种, 包括 PID控制
[2]
、

自抗扰控制
[3]
、状态/输出反馈控制

[4-5]
、最优控制

[6]
、

模型预测控制 (model predictive control, MPC) [7] 等. 其

中 MPC是一种融合了优化理论和控制理论的先进
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控制方法, 更适用于具有约束条件的多变量控制系统,
因此广泛应用于石油化工

[8]
、电力电子

[9]
、自动驾驶

[10]

等行业.
MPC通过建立系统的数学模型来预测未来系

统的行为轨迹, 通过在每个采样周期内求解一个有

限时域优化控制问题, 获得最优的控制输入作用于

系统. 对于模型参数已知的系统, 文献 [11]在 MPC
优化过程中引入了人工平衡点的思想, 使得线性系

统更加平稳地运行; 文献 [12]和文献 [13]分别将该

方法拓展到了非线性系统和动态参考轨迹中. 而在

实际控制问题中, 被控对象模型通常是未知的, 此时

一般采用基于数据驱动的 MPC方法, 如: 文献 [14]
提出了一种监督学习逼近未知线性参数变化系统的

MPC框架, 文献 [15]提出了一种基于高斯过程模型

的在线学习 MPC方法. 上述数据驱动的 MPC建立

预测模型的过程较为繁琐且模型通用性较差, 在系

统发生变化时需要重新调整建模. 文献 [16]指出, 任
何线性时不变系统的有限长度系统运行轨迹均可由

一段持续激励的系统轨迹来表示, 能够解决未知系

统获取预测模型困难且控制律难以求解的问题. 基
于此, 衍生出了基于持续激励轨迹的数据驱动 MPC
方法

[17-19].
上述 MPC方法均是求解有限时域的优化问题,

需要在每个时刻进行求解, 时间消耗会在一定程度

上影响系统的性能
[20]. 另外, 由于 MPC仅考虑了有

限步长的预测, 难以捕捉系统未来长期趋势, 从而可

能会导致次优的控制策略. 针对上述问题, 文献 [21]
提出了一种双模MPC方法, 即在系统进入原点附近

的不变集后, 通过设计最优反馈控制器产生控制输

入, 从而避免了在稳态附近的实时计算, 保证了局部

控制性能. 对于系统未知的情况, 由于不变集的计算

和局部最优控制器的求解依赖于系统模型, 这种双

模方法无法直接应用于数据驱动的MPC.
基于上述分析, 本文提出一种基于数据的未知

线性系统双模MPC方法, 无需已知系统模型或建模

过程, 能够有效减少实时计算并提升系统性能. 由于

系统未知, 仅根据有限的系统运行数据预测系统轨

迹, 根据滚动优化求解控制输入, 将系统平稳地驱动

至一个控制不变集内. 采用策略迭代的方法求解最

优输出调节中动态问题, 同时求解静态问题, 得到的

系统局部最优跟踪控制器, 在不变集内满足系统约

束, 进一步驱动系统到设定点. 最后, 在一个线性化

的四容水箱系统上进行实验, 验证所提出方法的有

效性和优越性. 

1    系统描述

考虑如下形式的未知线性离散系统:

xk+1 = Axk +Buk,

yk = Cxk. (1)

xk ∈ Rnx uk ∈ Rnu yk ∈ Rny rk ∈ Rnr

R
nx nu ny = nr A ∈ Rnx×nx

B ∈ Rnx×nu C ∈ Rny×nx

其中:  、 、  、  分别

为系统的状态、输入、输出和参考输出,  为实数域,
、 、 分别为相应的维度 ;  、

、 为常数矩阵.
目标设定点形成的轨迹表示为

rk+1 = Irk, r0 = yr, (2)

I ∈ Rnr×nr {
ud

k, y
d
k

}N−1

k=0

这里 为单位矩阵. 该系统的状态可在线

测量, 且存在一段已知的系统轨迹 . 定

义 Hankel矩阵为

HL(x) =


x0 x1 . . . xN−L

x1 x2 . . . xN−L+1

...
...

. . .
...

xL−1 xL . . . xN−1

 . (3)

{
ud

k

}N−1

k=0
定义 1　若存在一段输入轨迹 满足

rank(HL(u
N)) = nuL, (4){

ud
k

}N−1

k=0
L则称 是 阶持续激励的.{
ud

k

}N−1

k=0
L+ n{

ud
k, y

d
k

}N−1

k=0

g ∈
RN−L+1

引理 1　若 为满足 阶持续激励

的一段系统输入轨迹,  为系统的一段运

行轨迹 , 则结合 Hankel矩阵的定义 , 存在

满足下式
[16]:[
xp

up

]
=

[
HL(x

d)

HL(u
d)

]
g, (5)

{up, xp}则 也是系统的一段运行轨迹.
(A,B)

(A,C)

假设 1　在系统 (1)中,  为满足能控性判

据,  为满足能观性判据.

rank
([
A− I B
C 0

])
=

nx + nu

假设 2　在系统 (1)中, 

. 

2    滚动优化 

2.1    标准 MPC 滚动优化

首先, 对于经典的 MPC算法, 考虑如下形式的

滚动优化:

min
up,yp

L−1∑
k=0

∥∥yp
t+k − rt+k

∥∥2

Q
+

∥∥up
t+k

∥∥2

R
.

s.t. xp
t+k+1 = Axt+k +But+k;

yp
t+k = Cxt+k;

rt+k+1 = Irt+k, r0 = yr;

up
t+k ∈ U, yp

t+k ∈ Y, k ∈ I[0,L−1]. (6)

∥ · ∥
∥∥x∥∥

P

√
xTPx L其中:  为二范数;  为 ;  为预测步长;
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Q∈Rny×ny R∈Rnu×nu up = {up
t , . . . ,

up
t+L−1} yp = {yp

t , . . . , y
p
t+L−1} U Y

t ∈ I I

[a, b] I[a,b]
A B C

up

和 为正定矩阵; 

,  为决策变量;  、 为

约束集;  为求解最优问题时刻,  为非负整数的

集合, 其区间 中整数的集合表示为 ; 在标准

模型预测控制优化问题中,  、  、 均为已知矩阵,

预测的系统轨迹由系统参数矩阵产生. 因此, 可通过

求解该优化问题得到最优输出序列 .
 

2.2    数据驱动 MPC 滚动优化

t

(us, ys) N

{ud
k, y

d
k}N−1

k=0

引理 1提供了一个数据驱动的预测模型替代方

案, 由引理 1可知, 若一段输入轨迹是持续激励的, 则

所有可能的系统轨迹均可由这段轨迹产生. 因此, 若

要实现数据驱动的MPC方案, 则可使用形如式 (5)的

约束来替代式 (6)中已知的系统模型
[19], 直接预测系

统未来一段时间的轨迹. 在 时刻, 加入人工平衡点

, 则给定系统运行的一段含有 对数据的运

行轨迹 , 产生的优化问题如下所示:

min
up,yp,g

L−1∑
k=0

∥up
t+k − us∥2R + ∥yp

t+k − ys∥2Q.

s.t.
[
up

[t−n,t+L−1]

yp
[t−n,t+L−1]

]
=

[
HL+n(u

d)

HL+n(y
d)

]
g;[

up
[t−n,t−1]

yp
[t−n,t−1]

]
=

[
u[t−n,t−1]

y[t−n,t−1]

]
;

rk+1 = Irk, r0 = yr;

up
t+k ∈ U, yp

t+k ∈ Y, k ∈ I[0,L−1]. (7)

n = nx

n n

n

L+ 2n

(ur, yr) usr =ur ysr =

yr us
n ys

n n

(usr, ysr)

为了保证预测轨迹是连续的, 式 (7)对初始条件进行

了限制. 预测轨迹包含系统在过去 步中的轨

迹, 即预测的前 步为系统过去 步信息. 由于滚动

优化问题需要使用终端 步状态来构建终端约束, 输

入持续激励的阶次需为 . 同时, 通过加入在线

实时计算的人工平衡点使得系统运行过程更加平稳,

设 为一个可达的设定点, 则 , 

. 设 和 分别为人工平衡点处的 维向量 ,

为如下优化问题的最优解:

J∗
s = min

us,ys,g
∥us − ur∥2S + ∥ys − yr∥2T .

s.t.
[
us

n

ys
n

]
=

[
Hn(u

d)

Hn(y
d)

]
g;

rt+k+1 = Irt+k, r0 = yr;

us ∈ Us, y
s ∈ Ys. (8)

us

L

接着,考虑将人工平衡点 作为终端等式约束, 直接

包含于数据驱动的滚动优化框架中. 结合式 (7)和 (8),

在预测步长 内的开环代价函数如下所示:

J∗
L =

min
p,up,yr,ur,g

L−1∑
k=0

∥up
t+k − us∥2R + ∥yp

t+k − ys∥2Q+

∥us − ur∥2S + ∥ys − yr∥2T .

s.t.
[
up

[t−n,L−1]

yp
[t−n,L−1]

]
=

[
HL+n(u

d)

HL+n(y
d)

]
g;[

up
[t−n,−1]

yp
[t−n,−1]

]
=

[
u[t−n,t−1]

y[t−n,t−1]

]
;[

up
[t+L−n,t+L−1]

yp
[t+L−n,t+L−1]

]
=

[
us

n

ys
n

]
;

us ∈ Us, y
s ∈ Ys;

rt+k+1 = Irt+k, r0 = yr;

up
t+k ∈ U, yp

t+k ∈ Y, k ∈ I[0,L−1]. (9)

∥up
t+k − us∥2R

us us

usr S = 0

t

ut = up
t

式 (9)只需要一段已知的输入输出轨迹便可直接进

行模型预测, 不需要已知的系统模型参数和辨识建

模. 该代价函数中存在的 可使得预测

输入趋近于 , 而 可由式 (9)中的约束条件到达

, 因此, 式 (9)中可取 . 可以看出, 式 (9)为
一个线性约束的二次规划问题, 通过直接求解该问

题可得到系统的控制输入序列. 在 时刻, 控制输入

为该序列的第 1个元素, 即 .

K1

P

假设 1保证了系统 (1)为最小实现, 因此系统的

输出所对应的状态是唯一的. 接着,考虑系统状态在

式 (9)求解出的控制输入的作用下进入一个不变集.
设 为一个使得系统 (1)稳定的控制器反馈增益,
则存在 为如下 Lyapunov方程的唯一解

[22]:

(A−BK1)
TP (A−BK1)−P + Q̄+KT

1 R̄K1=0,
(10)

Q̄∈Rnx×nx R̄∈Rnu×nu其中 和 为正定矩阵. 定义

X = {x ∈ Rnx |Cx ∈ Y},
XK = {x ∈ Rnx |x ∈ X,−K1x+K2x

r ∈ U},
ZK,c = {x ∈ Rnx |x ∈ X, ∥x− xr∥2P ⩽ c, c > 0}.

ZK,c XK

c ZK,c ⊂ XK

xk0
∈ ZK,c k ⩾ k0 xk ∈ XK

c

由 (10)可知,  为一个不变集. 且由于 为凸集,
存在一个足够小的 , 使得 . 则对于任意

, 系统在 后, 始终满足 , 即
当系统状态进入不变集后, 可始终使得系统状态和

输入满足约束条件. 根据文献 [23],  的值可由下式

获得:

c = min
∥bic −Ai

cx
r∥2

AcP−1AT
c

. (11)

Ai
c bic Ac bc i Ac bc

X U A B

P K1

其中:  和 分别为 和 的第 行, 且 和 是由

约束集 、 决定的 . 由于系统参数 、 未知 , 式
(10)中的 和 无法直接求取, 第 3节将给出求解

方法. 
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3    局部最优控制

ZK,c

ZK,c

ZK,c

当系统状态进入不变集 内时, 在局部最优

控制器的作用下, 系统状态始终保持在 内并趋

近于设定点, 本文采用最优输出调节方法求解局部

最优跟踪控制器, 同时确定不变集 .
 

3.1    标准最优输出调节

对于系统 (1), 一个标准解决线性输出调节器问

题
[24]

的控制输入为

u = −K1x+K2r. (12)

K1 A−BK1 K2其中:  可根据 为 Schur矩阵求解,  的

设计如下所示:

K2 = U +K1X. (13)

X ∈ Rnx×nr U ∈ Rnu×nr这里:  ,  . 在假设 2的条件下,

形如式 (12)的最优跟踪控制器存在唯一解
[25], 可通

过求解一个静态优化问题和一个动态优化问题得到.

静态优化问题为

min Tr(∥X∥2Q̄ + ∥U∥2R̄);
s.t. AX +BU = X,

CX − I = 0. (14)

动态优化问题为

min
K1

∞∑
k=0

∥x̄t+k∥2Q̄ + ∥ūt+k∥2R̄,

s.t. xt+k+1 = Ax̄t+k+1 +Būt+k. (15)

x̄k = xk −Xrk ūk = uk − Urk
Rnx×nr

→ Rnx×nr

其中:  ,  . 为了方便求

解静态优化问题 (14), 定义如下 Sylvester映射

:

ℓ(X) = XM −AX. (16)

X1 ∈ Rnx×nr CX−
I = 0 Xi ∈ Rnx×nr(i = 2, 3, . . . , s+ 1

s = (nx − nr)nr) CXi = 0 αi ∈ R

X

选择一个常数矩阵 , 使得

. 接着 , 选择 ,

, 满足 . 存在 , 使得

可表示为

X = X1 +
s+1∑
i=2

αiXi. (17)

结合式 (16)和 (17),可得到

ℓ(X) = ℓ(X1) +
s+1∑
i=2

αiℓ(X1) = BU. (18)

则静态优化问题 (14)中的约束条件可替换为

ΩΓ = ϑ. (19)

其中

Ω =

[
vec(ℓ(X2)) . . . vec(ℓ(Xs+1))
vec(X2) . . . vec(Xs+1)

−→

←− 0 kr(−Inr
, B)

−Inx×nr
0

]
=[

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

]
,

Γ = [α1 . . . αs+1 vec(X)T vec(U)T]T,

ϑ =

[
vec (−ℓ(X1))
−vec(X1)

]
=

[
ϑ1

ϑ2

]
.

(X∗, U ∗)通过求解静态优化问题 (14), 可求得 .

由式 (15), 可得到如下 Riccati方程:

Q̄−P+ATPA−ATPB(R̄+BTPB)−1BTPA=0.
(20)

P ∗通过求解 Riccati方程, 得到 , 最优反馈输入为

ūk = −(R̄+BTPB)
−1
BTP ∗Ax̄k = −K∗

1 x̄k. (21)

式 (21)可直接求解, 也可通过给定初始可行控制器,

进行离线策略迭代求解, 具体步骤如下.

P jstep 1: 计算 , 即

P j =

Q̄+ (Kj
1)

T
R̄Kj

1 + (A−BKj
1)

T
P j(A−BKj

1).
(22)

Kj+1
1step 2: 计算 , 有

Kj+1
1 = (R̄+BTP jB)

−1
BTP jA. (23)

∥P j+1 − P j∥ < ε

j = j + 1

step 3: 判断 是否成立. 若成立,

则停止迭代; 否则, 令 , 返回至 step 1.

u∗
k

= −K∗
1xk +K∗

2rk K∗
1 (X∗,

U ∗) K∗
2 = U ∗ +K∗

1X
∗

至此 , 通过已知模型求得最优控制输入为

. 其中:  通过式 (15)解得, 

通过式 (14)解得, 从而得到 .
 

3.2    数据驱动最优输出调节

若系统参数信息未知, 式 (14)和 (15)这两个优

化问题中包含对系统矩阵参数的计算, 则不能根据

式 (19)、(22)和 (23)进行求解. 为了实现基于数据求

解, 定义如下系统状态:

x̄i
k+1 = Ājx̄i

k +B(Kj
1 x̄

i
k + uk)− ℓ(Xi)rk. (24)

Āj = (A−BKj
1) x̄i

k = xk −Xirk其中:  ,  . 由式 (24),

Bellman方程可写为如下形式:

∥x̄i
k+1∥2Pj+1 − ∥x̄i

k∥2Pj+1 =

∥x̄i
k∥2−Q̄−(K

j
1)

TR̄K
j
1
− 2uT

kB
TP j+1ℓ(Xi)rk+

2x̄iT
k A

TP j+1B(Kj
1 x̄

i
k + uk)+

∥rkℓ(Xi)∥2P j+1 − 2x̄iT
k A

TP j+1ℓ(Xi)rk+

(−Kj
1 x̄

i
k + uk)

TBTP j+1B(Kj
1 x̄

i
k + uk). (25)

移项后, 式 (25)转化为如下 Kronecker乘积形式:
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kr(x̄i
k)vec(−Q̄− (Kj

1)
TR̄jKj

1) =

(kr(x̄i
k+1)− kr(x̄i

k))vec(P
j+1)−

2kr(Kj
1 x̄

i
kuk, x̄

i
k)vec(A

TP j+1B)−
kr(Kj

1 x̄
i
k + uk,−Kj

1 x̄
i
k + uk)vec(B

TP j+1B)−
kr(rk)vec(ℓ(Xi)

TP j+1ℓ(Xi))+

2kr(rk, x̄
i
k)vec(A

TP j+1ℓ(Xi))+

2kr(rk, uk)vec(B
TP j+1ℓ(Xi)). (26)

kr(x) xT xT kr(x, y)

xT yT vec(X) = [xT
1 , x

T
2 , . . . ,

xT
n]

T xi X i

这里:  为 与 的 Kronecker乘积;  为

与 的 Kronecker乘积 ; 
,  表示矩阵 的第 列. 为了简化公式, 定义下式:

ψl1 = kr(x̄i
k+l+1)− kr(x̄i

k+l),

ψl2 = −2kr(Kj
1 x̄

i
k+l + uk+l, x̄

i
k+l),

ψl3 = −kr(Kj
1 x̄

i
k+l + uk+l,−Kj

1 x̄
i
k+l + uk+l),

ψl4 = −kr(rk+l), ψl5 = 2kr(rk+l, x̄
i
k+l),

ψl6 = 2kr(rk+l, uk+l), Ξ
j+1
1 = ATP j+1B,

Ξj+1
2 = BTP j+1B, Ξj+1

3i = ℓ(Xi)
TP j+1ℓ(Xi),

Ξj+1
4i = ATP j+1ℓ(Xi), Ξ

j+1
5i = BTP j+1ℓ(Xi),

Ξ ij
k =


kr(x̄i

k)vec(−Q̄− (Kj
1)

TR̄Kj
1)

kr(x̄i
k+1)vec(−Q̄− (Kj

1)
TR̄Kj

1)
...

kr(x̄i
k+m)vec(−Q̄− (Kj

1)
TR̄Kj

1)

 ,

Ψ ij
k =


ψ11 ψ12 . . . ψ16

ψ21 ψ22 . . . ψ26

...
...

. . .
...

ψm1 ψm2 . . . ψm6

 .
m m ⩾ (nx × (nx + 1)/2)+(nu×

(nu + 1)/2) + (nr × (nr + 1)/2) + nx × nu+nx×

nr + nu × nr − 1

同时 ,  需要满足

. 接着, 式 (26)多步的形式可表示

为

Ψ ij
k [P j+1, Ξj+1

1 , Ξj+1
2 , Ξj+1

3i , Ξj+1
4i , Ξj+1

5i ] = Ξ ij
k .
(27)

由式 (27), 可求得以下最小二乘解:

[P j+1, Ξj+1
1 , Ξj+1

2 , Ξj+1
3i , Ξj+1

4i , Ξj+1
5i ] =

(Ψ ijT
k Ψ ij

k )−1Ψ ijT
k Ξ ij

k . (28)

Kj+1
1由式 (23),  的计算为

Kj+1
1 = (R̄+Ξj+1

2 )
−1
Ξj+1T

1 . (29)

P ∗ K∗
1

K0
1

在式 (28)和 (29)中, 只需要收集系统运行过程中的

输入和状态数据信息, 即可求解 和 的值. 给定

初始可行控制器 , 同时在控制输入中加入探测噪

声, 则基于系统运行数据的离线策略迭代如下所示.
P j+1step 1: 由式 (28), 计算 .
Kj+1

1step 2: 由式 (29), 计算 .
∥P j+1 − P j∥ < εstep 3: 判断 是否成立, 若成立,

j = j + 1则停止迭代; 否则,令 , 返回至 step1.
接着, 求解前馈控制器增益. 由式 (14)、(19)和 (28),

可得到

min
[
vec(X)
vec(U)

]T[
kr(Inr

, Q̄) 0
0 kr(Inr

, R̄)

][
vec(X)
vec(U)

]
,

s.t. Θ
[
vec(X)
vec(U)

]
= vec(Υ ). (30)

其中

Θ = −Ω̄11Ω̄
−1
21 Ω̄22 + Ω̄12, Υ = −Ω̄11Ω̄

−1
21 ϑ̄2 + ϑ̄1,

Ω̄ =

[
vec(Ξj+1

42 ) . . . vec(Ξj+1
4(s+1))

vec(X2) . . . vec(Xs+1)
−→

←− 0 kr(−Inr
, Lj+1

1 )
−Inx×nr

0

]
=[

Ω̄11 Ω̄12

Ω̄21 Ω̄22

]
,

ϑ̄ =

[
vec(−Ξj+1

41 )
−vec(X1)

]
=

[
ϑ̄1

ϑ̄2

]
.

(X,

U) (X∗, U ∗)

式 (30)为一个等式线性约束的二次规划问题, 除
, 其他参数已知, 从而可直接求解得到 .

至此, 可得到完整的数据驱动的双模MPC算法, 算法

流程如图 1所示, 详细的算法步骤如算法 1所示.
 
 

开始

L+2n 阶持续
激励离线
输入序列

 j+1  j|P -P | < ε

* *得到 P 、K , 求解1
*得到 K 、Z2 K ,c

根据离线运行数据
构建 Hankel 矩阵,
选取在线运行参数

根据最新运行
数据构建

Hankel 矩阵

满足 L+2n 阶
持续激励

求解控制输入
pu  = ut t

x   Zt K ,c∩

* * *应用 u  = u  =  K x +K rt t 1 t 2 t

稳定运行

更新
Hankel 矩阵

维持
Hankel 矩阵

离线运行阶段 在线运行阶段

Y

N

Y

N

Y

N

图1   数据驱动的双模 MPC 算法流程
 

算法 1　数据驱动的双模MPC.
离线运行阶段.

L+ 2n

{ud
k}N−1

k=t=0

step 1: 采用 阶持续激励的离线输入序列

.

P j+1 Ξj+1
1 Ξj+1

2 Ξj+1
3i

Ξj+1
4i Ξj+1

5i Kj+1
1 j = j + 1∥∥P j+1 − P j

∥∥ < ε

step 2: 由式 (28), 求解 、 、 、 、

、 ; 由式 (29), 求解 , 设置 ,
直至满足 .
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X U K∗
2 = U+

K∗
1X ZK,c

step 3:  由式 (30), 求解 、 , 得到

; 由式 (11), 计算不变集 .
{ud

k, y
d
k}N−1

k=t=0

L > 2n P > 0

Q > 0 S ⩾ 0 T ⩾ 0 P̄ > 0 Q̄ > 0

step 4:  根据初始离线数据 构建

Hankel矩阵, 选择预测区间 , 权重矩阵 ,
,  ,  ,  ,  .

在线运行阶段.
{ud

k, y
d
k}t−1

k=t−N

L+ 2n

step 1: 根据历史数据 构建 Hankel

矩阵, 若满足 阶持续激励, 则更新 Hankel矩
阵; 否则, 不更新.

ut = up
t xt ∈

ZK,c

step 2:  求解式 (9), 并应用 , 直至

.
ut = u∗

t = −K∗
1xt +K∗

2rtstep 3: 应用 于系统.

L Q Q̄ R R̄ S T

注 1　类似于大部分的MPC和最优控制方法, 算
法 1中的 、 、 、 、 、 、 为需要人工整定的

参数. 在实际应用中, 这些参数需要通过经验调整,
以在系统的快速响应、准确跟踪与控制能耗间寻求

权衡. 

4    稳定性分析 

4.1    迭代可行性

t = 0

t ∈ N t+ 1

t us′
t+1 = us∗

t ys′
t+1 =

ys∗
t us′

t+1

ys′
t+1

若优化问题 (9)在 时刻是可行的, 则其在

时刻也是可行的. 对于人工平衡点,  处的候

选解为先前时刻 处最优解 , 即 , 
. 对于输入输出 , 由前一时刻的解并结合 、

的最优解组成, 即

up′
t+1|k = u∗

t|k+1, y
′
t+1|k = y∗

t|k+1, k ∈ I[−n,L−2];

up′
t+1|L−1 = us′

t+1, y
p′
t+1|L−1 = ys′

t+1. (31)

α′(t+ 1)

t+ 1

由引理 1, 存在 满足式 (9)中的约束条件.
因此, 滚动优化目标在 时刻是可行的. 

4.2    稳 定 性

L+ 2n

L > 2n

定理 1　对于形如式 (1)且满足假设 1和假设 2的
线性离散系统, 若存在一段 阶持续激励的系

统输入轨迹,  , 则系统 (1)在算法 1的控制作

用下是稳定的.
证明　定义如下 Lyapunov函数:

V (xt, u
r, yr) =

J∗
L(xt, u

r, yr) + βW (xt − xsr)− J∗
s (u

r, yr).
(32)

xsr (usr, ysr) xsr = xr

W (xt − xsr) = ∥xt − xsr∥
P
P > 0 β > 0

c1 > 0 c2 > 0

其中 ;  为对应 的状态量 ,  ;
,  ;  . 且存在

,   [26] 满足下式:

W (Ax+Bu)−W (x) ⩽

− 1

2
∥x∥22 + c1∥u∥22 + c2∥y∥22. (33)

V (xt, u
r, yr)由式 (8)和 (32),  下界为

V (xt, u
r, yr) ⩾ βλmin(P )∥xt − xsr∥22. (34)

由于

J∗
L(xt+1, u

r, yr) ⩽
JL(xt+1, u

r, yr, us′
t+1, y

s′
t+1, g

′
t+1) =

J∗
L(xt, u

r, yr)− ∥ut − us∗∥2R − ∥yt − ys∗∥2Q,
(35)

c3存在常数
[18]

使得以下不等式成立:

J∗
L(xt+1, u

r, yr)− J∗
L(xt, u

r, yr) ⩽
− (∥ut − us∗∥2R + ∥yt − ys∗∥2Q) ⩽
− c3(∥ut − usr∥2R + ∥yt − ysr∥2Q). (36)

W由式 (33),  满足下式:

W (xt+1 − xsr)−W (xt − xsr) =

W (A(xt − xsr)−B(ut − usr))−W (xt − xsr) ⩽

− 1

2
∥xt − xsr∥22 + c1∥ut − usr∥22 + c2∥yt − ysr∥22.

(37)

ρ =
c3

max{c1, c2}
定义 , 结合式 (36)和 (37),可得到

V (xt+1, u
r, yr)− V (xt, u

r, yr) ⩽ −ρ
2
∥xt − xsr∥22.

(38)

xt xsr

tc ∥xtc − xsr∥2P ⩽ c

ZK,c K∗
1 K∗

2

xr

根据 Lyapunov定理, 可得到 收敛于 . 因此,
存在时刻 , 使得 , 即系统状态进入

不变集 . 在不变集内,  、 由式 (29)和 (30)
求得, 分别等价于式 (20)与 (14)的最优解, 即为系统 (1)
的最优输出调节控制器. 因此, 系统在算法 1的作用

下是稳定的, 且系统状态收敛于 . □ 

5    实验与结果分析

0.1 s

x u

y

为了验证算法 1的有效性, 将其应用于一个线

性化的四容水箱系统, 采样周期为 , 系统形式如

式 (1)所示. 其中: 系统状态 为水箱液位, 控制输入

为水泵输入电压, 输出 为观测水箱液位. 定义系统

(1)的相关矩阵参数如下所示:

A =

0.921 0 0.041 0
0 0.918 0 0.033
0 0 0.924 0
0 0 0 0.937

 ,

B =

0.017 0.001
0.001 0.023
0 0.061

0.072 0

 , C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
.

U = [−1.2, 1.2]× [−2, 2] Y = [0.2,

2]2 Us = 0.99U Ys = 0.99Y
A B

C

定义约束集 , 
. 人工平衡点约束集为 ,  .

系统矩阵 和控制矩阵 的参数信息未知, 即其包

含的各水箱的截面积和底部出水孔截面积、分流系

数、控制电压的比例系数等系统的物理信息未知. 已
知输出观测矩阵 , 同时, 系统的输入水泵输入电压
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L+ 2n

{ud
k, y

d
k}N−1

k=0 N = 100

Q = 5I2 Q̄ = 5I4 R = R̄ = I2 T = 200I2

L = 25 yr = [1, 1]T ∼

和输出液位高度信息可实时采集并记录. 存在一段

上述系统生成的满足 阶持续激励的运行数据

, 数据长度为 . 定义权重矩阵

,  ,  ,  , 预测

步长为 . 设定点为 , 由式 (28) 
(30), 解得

K∗
1 =[
−0.250 9 −0.233 4 0.017 0 −1.425 8
−0.282 3 −0.386 7 −1.253 2 0.003 9

]
,

P ∗ =31.895 6 −1.211 1 5.490 4 −3.221 5
−1.211 1 30.347 5 −3.796 7 3.880 3
5.490 4 −3.796 7 25.577 7 −1.622 9
−3.221 5 3.880 3 −1.622 9 24.413 1

 ,
X∗ =

[
1 0 0.724 7 0.597 2
0 1 0.724 7 0.597 2

]T

,

U ∗=

[
0.522 6 0.522 6
0.902 8 0.902 8

]
,

K∗
2 =

[
1.612 8 1.595 3
2.090 9 2.195 4

]
.

P j Kj
1

P j Kj
1 P ∗ K∗

1

图 2和图 3分别为 和控制器 的迭代收敛

过程,  和 收敛至最优值 和 .
 
 

0 5 10 15 20
0

0.5

1.0

t / s

  *
 j+

1
3

||P
-

P
|| /

 1
0

P j图2   迭代收敛过程
 
 
 

0 5 10 15 20
0

5

10

15

t / s

*
j+

1
||K

-
K

||
1

1

Kj
1图3   控制器 迭代收敛过程

 

ut = up
t

u∗
t = −K∗

1xt +K∗
2rt

y1 y2

通过滚动优化求解式 (9)获得在线优化的控制

输入 , 作用于四容水箱系统. 在进入控制不变

集后, 采用最优控制输入 , 从而

可以最优化系统的性能指标. 图 4和图 5为不同算法

作用下的输出响应和控制输入曲线. 图 4(a)为采用算

法 1系统的输出响应曲线. 其中:  和 为观测水箱液

ys
1 ys

2 yr

y1 y2

u1 u2

u

位曲线,  和 为人工平衡点的曲线,  为液位目标设

定点. 由图 4(a)可见: 输出 和 能够收敛至目标设定

点, 验证了算法 1的有效性. 图 5(a)为采用算法 1的
系统输入曲线, 其中 和 为水泵的输入电压曲线. 由
图 5(a)可见: 在进入控制不变集后, 系统输入 具有一

个明显的变化, 即此时系统状态进入不变集内, 切换至

最优控制器.
ur = [1, 1.8]T在文献 [27]中, 需要对输入设定点

进行显式计算, 通过固定的终端等式约束将系统驱

动至设定点, 其输出响应和控制输入如图 4(b)和图

5(b)所示. 通常在没有模型参数的情况下, 设定点处
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图4    不同算法输出响应
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的输入是难以获取的. 与文献 [27]相比, 本文采用了

动态的人工平衡点作为终端等式约束, 因此不需要

对输入设定点进行显式计算, 同时具有更加平滑的响

应曲线. 在文献 [18]中也采用了与本文类似的人工

平衡点, 然而在接近稳态时, 由于其只考虑有限时域

内的优化问题, 系统收敛速度缓慢且超调量较大, 其

输出响应和控制输入如图 4(c)和图 5(c)所示. 与文

献 [18]相比, 算法 1具有更小的超调和更快的收敛

速率. 文献 [27]、文献 [18]中的算法和所提出算法 1

均属于数据驱动的MPC方法. 尽管数据驱动的MPC

方法在预测精度上可能不及基于精确模型的线性

MPC, 导致性能上并没有提升, 但是, 在系统模型未

知的场景下能够实现有效的控制, 具有一定的实用

性优势. 基于精确模型的线性模型MPC输出响应和

控制输入如图 4(d)和图 5(d)所示. 与其他数据驱动

的MPC方法相比, 所提出方法得到的输出响应曲线

更接近线性MPC的结果, 这是因为在稳态附近邻域

内切换为最优控制器, 考虑了无限时域的性能指标,
从而在一定程度上使得系统性能得到了优化. 

6    结　论

本文提出了一种数据驱动的双模模型预测控制

方法, 对具有约束的未知线性离散系统实现了设定

点的跟踪. 本文的主要内容如下.
1) 对于未知离散系统, 根据有限数量的数据样

本结合系统行为理论预测了系统轨迹, 加入了人工

平衡点, 通过滚动优化求解系统控制律, 将系统平稳

地驱动至控制不变集内.
2) 在不变集内采用最优控制器, 将输出调节问

题分为静态优化问题和动态优化问题. 根据系统输

入和状态数据, 采用一种离线策略迭代的方法求解

动态优化问题, 同时给出了基于数据的静态优化问

题求解方法, 从而得到了局部最优跟踪控制器.
最后验证了所提出方法的稳定性, 通过仿真实验

表明了该方法有效可行. 对于线性化参数未知的四容

水箱系统, 所提出方法无需对其进行建模辨识, 只通

过收集系统运行数据, 便能够将水箱液位调节至设

定点. 与已有文献相比, 所提出方法具有更小的超调量

和更好的收敛性能. 本文的研究目前未涉及到系统

扰动问题, 因此未来将考虑该方法的鲁棒性研究工

作.
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