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概率约束下基于观测器的高效模型预测控制
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摘　要: 提出一种随机模型预测控制 (SMPC)算法, 适用于具有有界加性噪声和不完整状态信息的线性离散时间

系统. 首先, 假设噪声的一阶矩和二阶矩已知, 利用 Chebyshev-Cantelli不等式将施加在状态和输入上的概率约束

重新表述为确定性形式; 然后, 在高效模型预测控制 (EMPC)的框架下设计基于观测器的输出反馈控制器; 接着,

引入附加的摄动量, 采用“离线计算、在线综合”的方法最大化初始可行域并计算控制律; 最后, 给出一个平均渐

近性能指标的上界, 验证所提出算法的递推可行性. 仿真结果表明了所提出算法的有效性.
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Efficient model predictive control with probabilistic constraints based on
observer
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Abstract: This paper proposes a stochastic model predictive control(SMPC) algorithm for linear discrete-time systems
with bounded additive noise and incomplete state information.  Firstly,  assuming that  the first-order and second-order
moments  of  the  noise  are  known.  The  probability  constraints  imposed  on  the  state  and  input  are  reformulated  in
deterministic  forms  by  using  Chebyshev-Cantelli  inequality.  Then,  an  observer-based  output  feedback  controller  is
designed  under  the  framework  of  efficient  model  predictive  control(EMPC).  Moreover,  additional  perturbations  are
introduced, and the method of offline computation, online synthesis is adopted to maximize the initial feasible set and
calculate  the  control  law.  Finally,  we  provide  an  average  asymptotic  performance  bound  and  verify  the  recursive
feasibility of the proposed algorithm. Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed algorithm.
Keywords: stochastic model predictive control；bounded noise；chance constraint；output feedback；initial feasible
region

 

0    引　言

模型预测控制 (MPC), 又称为后退时域控制

(RHC), 因其在处理带约束的系统具有很大的优势而

被广泛应用于各领域
[1-2]. MPC的原理是利用系统在

特定控制条件下的未来动态行为, 在此基础上, 根据

给定的约束条件和性能指标, 滚动求解最优控制问

题并实施当前控制序列中的第 1个元素, 在下一时

刻, 利用新的测量值重复上述步骤求解控制器. 由于

传统的在线 MPC在每一时刻均需要解决一个优化

问题, 其在线计算量大, 初始可行域小, 这些缺点导

致其难以在实际工程中得到应用
[3]. 另一方面, 传统

的离线 MPC要求系统状态进入预先设计好的终端

不变集内, 在集合内采用固定的反馈控制策略. 虽然

离线MPC的计算负担小, 但是其系统性能往往难以

达到期望的要求.

为了解决初始可行域、在线计算量与控制性能

三者间的矛盾, 文献 [4]提出了一种 EMPC (efficient

model predictive control)算法, 该算法首先离线设计
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了一个能够满足系统约束且能够稳定系统的固定反

馈控制律; 然后引入了摄动量附加在固定反馈控制

律上并求解增广系统的不变集, 通过最大化不变集

在原始状态空间中的投影来扩大初始可行域. 在线

则只需要优化摄动量来获得令人满意的控制性能.
这种“离线计算, 在线综合”的方法不仅能够通过状

态空间增广来扩大初始可行域, 还可以利用额外的

自由度来改善系统的控制性能, 有效解决了初始可

行域、在线计算量与控制性能三者间的矛盾
[5].

MPC是一种基于模型的算法, 在实际情况中经

常会因为模型的不确定性而导致误差. 为了克服这

种限制, SMPC考虑了系统在实践中最有可能会遇

到的噪声, 并充分利用了噪声的概率信息和统计特

征. 在 SMPC框架下, 系统状态和控制输入的硬约束

被概率约束或期望约束所取代, 即系统允许在给定

的概率内违反约束条件. 因此, SMPC通常可以获得

更好的系统性能, 且能够处理在无界噪声影响下的

系统. 在众多 SMPC方法中, 最常见的方法有两种:
解析近似方法和基于场景的方法, 前者包括概率管

[6-7]

和仿射参数化
[8-9]

的方法, 它们利用放缩的方法将概

率约束重新表述为确定性的形式; 而后者通过生成

足够数量的随机样本来满足概率约束
[10].

在MPC优化问题中, 预测系统未来的行为往往

与当前系统的真实状态有关. 然而, 在 SMPC的一些

应用中, 由于传感器不确定性等因素不可能直接测

量到所有的系统状态
[11-12], 从实际和理论两个角度,

有必要研究状态不可测的随机系统的输出反馈问题.
文献 [13]讨论了在无界加性噪声下的输出反馈 SMPC
问题, 文中利用卡尔曼滤波器来估计系统状态, 但是

卡尔曼滤波器对噪声的假设比较严格, 即噪声需要

满足均值和方差已知的高斯分布, 所提出的算法只

能在概率意义下保证递归可行性并不能保证系统的

稳定性; 文献 [14]使用了一种新的随机模型来描述

系统的行为, 且考虑了系统的间歇性观测数据和噪

声, 但是该方法的计算复杂度较高, 需要进行大量的

数值计算, 这可能会增加控制系统的计算负担, 并不

一定适用于一般的系统, 在实际应用中具有局限性;
文献 [15]针对一类受无界噪声影响的离散线性系

统, 提出了一种基于输出反馈的新型 SMPC算法, 该
方法通过施加终端约束和选取标称状态的不变集来

保证算法的递归可行性和系统的稳定性, 然而, 该方

法在线需要对系统状态的方差矩阵进行迭代计算,
计算负担过大.

n

对于现有的 SMPC算法, 包括上述提到的文献,
均采用 步控制法, 即每次需要计算整个未来的状态

序列. 此外, 这些算法的实现是完全在线的, 需要进

行大量的数值计算, 这会导致计算时间过长, 在实际

应用中难以实现. 为此, 本文首次在 EMPC算法的框

架下针对一类受有界加性噪声影响的离散线性系统

设计一种 SMPC算法. 采用“离线计算、在线综合”

的方法来计算控制律并最大化初始可行域, 从而大

大降低在线计算的负担, 能够更好地处理实时控制

问题. 此外, 所提出算法的递归可行性和系统的稳定

性也能够被保证. 

1    问题描述

考虑如下受有界加性噪声影响的离散时间线性

时不变系统:

xt+1 = Axt +But + Fωt, t ⩾ 0;

yt = Cxt + vt. (1)

xt∈Rnx ut∈Rnu yt∈Rny

ωt∈W vt∈V

W ⪰0 V ≻0 (A,C)

(A,B) (A, F̃ ) F̃ F̃ F̃ T

=FWF T

其中:  、 、 分别为系统状态、

控制输入、测量输出; 有界噪声 、  为满

足独立同分布的随机噪声, 具有零均值且协方差矩

阵满足 ,  . 本文假设 是可观测的,
且 和 是可达的, 这里矩阵 满足

.
假设系统状态和控制输入满足以下概率约束:

Pr{µT
x,rxt ⩾ mx

r} ⩽ px
r , r = 1, 2, . . . ,Nr; (2)

Pr{µT
u,lut ⩾ mu

s} ⩽ pu
l , l = 1, 2, . . . ,Ns. (3)

µx,r、µu,l、mx
r、mu

s、px
r pu

l

px
r、pu

l

0

其中:  和 是由控制器设

计者为了满足不同的控制要求而选择的向量或数值;
分别为系统状态和控制输入允许违反约束的

概率上界, 当它们等于 时, 概率约束转换为硬约束.
因此, 所提出算法也适用于系统约束为硬约束的情

况. 

1.1    控制器结构

设计 Luenberger观测器对状态进行估计, 即

x̂t+1 = Ax̂t +But + L(yt − Cx̂t). (4)

x̂t L其中:  为估计状态,  为需要离线进行优化的观测

器增益. 然后, 设计如下双模控制策略:

ut =

{
Kx̂t + ct, 0 ⩽ t ⩽ N − 1;

Kx̂t, t ⩾ N.
(5)

ct

ct

K

A+BK

对于模态 1 (式 (5)中前 N 步附加额外摄动量的 控

制输入)中的每一步, 摄动量 作为额外的自由度能

够优化控制性能. 反馈增益 是离线选取的, 可基于

设计好的系统和模型, 在仿真过程中对其进行整定,
使得控制器能够满足控制要求和优化目标. 特别地,
必须保证 是渐近稳定的. 模态 2 (式 (5)中
在 N 步后采取固定反馈控制律)中则采用固定反馈
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控制策略. 接着, 定义标称系统的状态和控制输入,
如下所示:

x̄t+1 = Ax̄t +Būt, (6)

这里

ūt =

{
Kx̄t + ct, 0 ⩽ t ⩽ N − 1;

Kx̄t, t ⩾ N.
(7)

再定义估计误差和预测误差为

et = xt − x̂t, (8a)

εt = x̂t − x̄t. (8b)

由式 (8), 可得到

∆xt = xt − x̄t = et + εt. (9)

σt=[eTt εTt ]
T

∼
定义增广向量 , 其动态方程可由

式 (1)   (9)计算得到, 有

σt+1 = ΦLσt + ΨL

[
ωt

vt

]
. (10)

其中

ΦL =

[
A− LC 0

LC A+BK

]
, ΨL =

[
F −L

0 L

]
.

ωt vt E{σ0}
=0 σt E{σt}=0

Σt=E{σtσ
T
t } Ω σt [ωT

t vT
t ]

Σt

由于噪声 和 均值为 0, 在增加初始条件

后, 可得到 均值也为 0, 即 . 然后, 用
和 分别表示 和 的协方差

矩阵. 由式 (10), 可计算出 的动态方程为

Σt+1 = ΦLΣtΦ
T
L + ΨLΩΨT

L . (11)

∆xt E{xt}= x̄t

Xt=E{∆xt∆xT
t }=[I I]Σt[I I]T

∆ut=ut − ūt=K(x̂t − x̄t) ∆ut

由式 (9), 可得到 是零均值的, 即 .
其协方差矩阵 .
此外, 令 ,  同样也是

零均值的, 且协方差矩阵

Ut=E{∆ut∆uT
t }=[0 K]Σt[0 K]T.

 

1.2    概率约束的处理和代价函数

采用文献 [15]中的方法来处理施加于系统状态

和控制输入上的概率约束. 这种方法以一定的保守

性为代价, 利用 Chebyshev-Cantelli不等式将概率约

束重新表述为确定性形式.
γ γ̄=

E{γ} Γ =E{(γ − γ̄)(γ − γ̄)T}
给定一个噪声 , 它的期望和方差分别为

,  , 需要满足如下概率

约束:

Pr{hTγ ⩾ m} ⩽ p. (12)

f(p)=
√
(1− p)p命题 1　令 , 则约束 (12)的充

分条件为

hTγ̄ ⩽ m−
√
hTΓhf(p). (13)

γ f(p)=N−1(1−命题 2　假设 是高斯噪声. 若当

p) N时, 式 (13)成立, 则约束 (12)成立, 其中 为标准

正态分布的累积分布函数.
综上所述, 概率约束 (2)和 (3)可重新表述为

µT
x,rx̄i ⩽ mx

r −
√
µT

x,rXiµx,rf(p
x
r), (14a)

µT
u,lūi ⩽ mu

s −
√
µT

u,lUiµu,lf(p
u
l ). (14b)

t N

ūt,...,t+N−1={ūt, . . . , ūt+N−1}
在 时刻定义 步预测上的标称控制序列

, 本文所考虑的问题是

在保证约束 (14)满足的条件下最小化代价函数, 即

Jt =
N−1∑
i=0

(∥x̄t+i∥2
Q + ∥ūt+i∥2

R) + ∥x̄t+N∥2
P+

E
[ N−1∑

i=0

∥xt+i − x̂t+i∥2
QL

+ ∥xt+N − x̄t+N∥2
PL

]
+

E
[ N−1∑

i=0

(∥x̂t+i − x̄t+i∥2
Q + ∥ut+i − ūt+i∥2

R)+

∥x̂t+N − x̄t+N∥2
P

]
=

N−1∑
i=0

(∥x̄t+i∥2
Q + ∥ūt+i∥2

R) + ∥x̄t+N∥2
P+

N−1∑
i=0

tr(Q̄TΣt+i) + tr(PTΣt+N). (15)

Q、QL、P、PL正定矩阵 必须满足如下不等式:

QT − PT + ΦTPTΦ ⪯ 0. (16)

其中

Φ =

[
A− L̄C 0
L̄C A+BK

]
,

QT = diag(QL, Q+KTRK), PT = diag(PL, P ),

L̄ A− L̄C且 的选取需要保证 渐近稳定.
为了保证系统的稳定性, 本文设计了如下终端

约束条件:

Σt+N ⪯ Σ̄. (17)

其中

Σ̄ = ΦΣ̄ΦT + ΨΩΨT, Ψ =

[
F −L̄
0 L̄

]
. (18)

ūt,...,t+N−1

x̄t 0 L

σ Σ

由代价函数 (15)可以看出, 优化问题有两个目

标: 一个是通过设计控制序列 使得标称状

态 趋于 , 另一个是设计观测器增益 来最小化

的协方差矩阵 . 

2    SMPC 算法设计

由于约束 (14)是非线性的, 为了得到一个易于

处理的 SMPC算法, 本文将约束 (14)近似为线性约

束. 然后, 在 EMPC框架下设计 SMPC算法, 可简单

总结如下: 首先, 构造一个辅助优化问题, 离线求解

第5期 宋  燕 等: 概率约束下基于观测器的高效模型预测控制 1671



观测器增益; 然后, 离线求解增广系统的不变集, 并

通过最大化该不变集在原始状态空间中的投影来扩

大初始可行域; 最后, 通过在线计算摄动量来得到控

制律.
 

2.1    约束近似

AD=
√
2A,BD=

√
2B,CD=

√
2C,

V D=2V,WD=2W L̄

首先定义

, 且增益 K、 满足下面的假设.

(AD, BD, CD)

Q R K L̄

假设 1　给定系统 , 状态和控制

输入的权矩阵分别为 和 , 增益 和 是在该系统

下 LQR调节器的稳定增益.

G引理 1　给定一个半正定矩阵 , 有

G =

[
G11 G12

GT
12 G22

]
⪯

[
2G11 0

0 2G22

]
.

G⪰0 y1、y2 [yT
1 yT

2 ]

̸=0

证明　由于  , 对于任意 且

, 有

[yT
1 − yT

2 ]G

[
y1

−y2

]
=

yT
1G11y1 + yT

2G22y2 − yT
1G12y2 − yT

2G12y1 ⪰ 0,

进而, 可得到

[yT
1 yT

2 ]G

[
y1

y2

]
=

yT
1G11y1 + yT

2G22y2 + yT
1G12y2 + yT

2G12y1 ⩽
2yT

1G11y1 + 2yT
2G22y2 =

[yT
1 yT

2 ]

[
2G11 0

0 2G22

][
y1

y2

]
,

G ⪯
[
2G11 0

0 2G22

]
即 . □

AD
L =AD−LCD, AD

K =AD+BDK

ΣD
t =diag(ΣD

11,t, Σ
D
22,t) ΣD

11∈
Rnx×nx , ΣD

22∈Rnx×nx

引理 2　定义

以及分块对角矩阵 , 其中

满足下列条件:

ΣD
11,t+1=AD

LΣ
D
11,t(A

D
L )

T + FWDF T + LV DLT,

(19a)

ΣD
22,t+1 = AD

KΣ
D
22,t(A

D
K)

T + LCDΣD
11,t(LC

D)T+

LV DLT. (19b)

ΣD
t ⪰Σt ΣD

t+1=diag(ΣD
11,t+1,

ΣD
22,t+1)⪰Σt+1

根据上述定义 , 若 , 则

.

Σt+1证明　将矩阵 用分块矩阵形式表示为

Σt+1 =

[
Σ11,t+1 Σ12,t+1

ΣT
12,t+1 Σ11,t+1

]
,

可得到

Σt+1 =

[
Σ11,t+1 Σ12,t+1

ΣT
12,t+1 Σ11,t+1

]
⪯

ΦLΣ
D
t Φ

T
L + ΨLΩΨT

L =[
GΣ,11 GΣ,12

GT
Σ,12 GΣ,22

]
⪯

[
2GΣ,11 0

0 2GΣ,22

]
= ΣD

t+1.

其中

GΣ,11 = ALΣ
D
11,tA

T
L + FWF T + LV LTT,

GΣ,12 = ALΣ
D
11,t(LC)T − LV LT,

GΣ,22 = LCΣD
11,t(LC)T +AKΣ

D
22,tA

T
K + LV LT,

AL = A− LC, AK = A+BK. □

ΣD Σ在引理 2的基础上, 可用 替换 , 从而改写

约束 (14). 此外, 根据文献 [15], 以一定的保守性为

代价, 约束 (14)可进一步表述为

µT
x,rx̄i ⩽ (1− 0.5αx)m

x
r −

µT
x,rXiµx,r

2αxmx
r

f(px
r)

2, (20a)

µT
u,lūi ⩽ (1− 0.5αu)m

u
s −

µT
u,lUiµu,l

2αumu
s

f(pu
l )

2. (20b)

αx、αu αx∈(0, 1], αu∈
(0, 1] ΣD

t ⪰Σt Xt Ut

其中:  为人工设计的参数, 且
. 在 的假设下, 协方差矩阵 和 还

具有以下结论:

Xt ⪯ [I I]ΣD
t [I I]T = ΣD

11,t +ΣD
22,t ≜ XD

t ,

Ut ⪯ [0 K]ΣD
t [0 K]T = KΣD

22,tK
T ≜ UD

t .

进而, 约束 (20)可写为

µT
x,rx̄i ⩽ (1− 0.5αx)m

x
r −

µT
x,rX

D
i µx,r

2αxmx
r

f(px
r)

2,

(21a)

µT
u,lūi ⩽ (1− 0.5αu)m

u
s −

µT
u,lU

D
i µu,l

2αumu
s

f(pu
l )

2.

(21b)

(1− 0.5αx)x
max
r

αx

以约束 (21a)为例, 约束 (14a)中不等式右边的第 1
项被放缩为 , 这将导致更新后的约

束集大小相对于之前会变得小一些, 且由于 在第

2项的分母上, 其取值也不能任意小. 作为自由设计

的参数, 可根据具体的控制需求和模型参数进行调

试来选取合适的参数从而得到合适的约束集.

Σ ΣD

Σ̄D Σ̄D=

diag(Σ̄D
11, Σ̄

D
22)

经过以上讨论, 约束 (14a)已成功地被转换为可

处理的线性约束. 同样地, 需要将代价函数和终端约

束条件中的 用 替换. 根据假设 1和分离原理,
可得到稳态方程 (22)的解 是块对角的, 即

, 有
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Σ̄D = ΦDΣ̄D(ΦD)T + ΨΩ̄ΨT, (22)

其中

ΦD =

[
AD − L̄CD 0

L̄CD AD +BDK

]
.

Jt接下来改写代价函数 , 即
Jt ⩽ JD

t =

N−1∑
i=0

(∥x̄t+i∥2
Q + ∥ūt+i∥2

R) + ∥x̄t+N∥2
P+

N−1∑
i=0

tr(QLΣ
D
11,t+i +QΣD

22,t+i +RKΣD
22,t+iK

T)+

tr(PLΣ
D
11,t+N + PΣD

22,t+N). (23)

P PL终端权矩阵 和 需要满足类李雅普诺夫方程, 有

(AD
K)

TPAD
K − P +Q+KTRK = 0, (24)

(ĀD
L )

TPLĀ
D
L − PL +QL + (L̄CD)TPL̄CD = 0,

(25)

ĀD
L =AD − L̄CD

ΣD
t+N ⪯ Σ̄D

这里 . 另外, 终端约束 (17)需要重

写为 , 其等价于下式:

ΣD
11,t+N ⪯ Σ̄D

11, Σ
D
22,t+N ⪯ Σ̄D

22. (26)

目前为止, 本文已使用近似方法将原问题重新

表述为一个新问题 . 接下来在 EMPC框架下设计

SMPC算法.
 

2.2    离线计算观测器增益和初始可行域

0

ū=Kx̄

L

首先, 假设附加的摄动量均等于 , 即采用固定

的反馈控制律 . 在所得到近似问题的基础上,

构建如下优化问题来计算观测器增益 :

OP1 :min
L

JD
t ;

s.t. 式(6), (19), (21), (26).

L

ū=Kx̄

由 OP1得到的观测器增益 能够保证系统在固定的

反馈控制律 下是稳定的.

MPC的初始可行域表明, 从其中任何初始状态

出发, 均能够在理论上保证闭环系统稳定. 虽然从其

之外的初始状态出发可能也会得到稳定的结果, 但

是缺乏理论保证. 下面引入摄动量来最大化初始可

行域.

L ft=[cTt cTt+1 . . . cTt+N−1]
T τt=[x̄T

t fT
t ]

T

在下面的讨论中, 将应用由 OP1得到的观测器

增益 . 令 ,  ,

标称系统 (6)可写为自治形式, 如下所示:

τt+1 = Γτt. (27)

其中

Γ =



A+BK B 0 0 . . . 0
0 0 I 0 . . . 0
0 0 0 I . . . 0
...

...
... 0

. . .
...

...
. . . I

0 0 0 0 . . . 0.


. (28)

Ωτ定义集合 为自治系统 (27)的不变集, 即

Ωτ = {τ ∈ Rn+Nnu |τTQ−1
τ τ ⩽ 1}, Q−1

τ ≻ 0. (29)

τt Ωτ Γ T
j Q

−1
τ Γj −Q−1

τ ⩽
0

若状态 落在不变集 内, 则满足

, 用线性矩阵不等式技术可表示为[
Qτ QτΓ

T

ΓQτ Qτ

]
⪯ 0. (30)

T =[I 0] x̄=T τ记 , 可得到 , 则式 (29)等价于[
T 0

0 I

][
Qτ τ

τT 1

][
T T 0

0 I

]
=

[
T QτT T x

xT 1

]
⪰ 0.

(31)

Ωτx Ωτ

Ωτx = {x ∈ Rn | xT(T QτT T)−1x ⩽ 1}
用 表示 在原始状态空间上的投影 , 即

.
Ωτx在使得 尽可能大的同时还需要满足约束

(21). 以状态约束 (21a)为例, 其可写为

µT
x,r[I 0 0 . . . 0]τi ⩽

(1− 0.5αx)m
x
r −

µT
x,rX

D
i µx,r

2αxmx
r

f(px
r)

2. (32)

i= t, t+ 1, . . . , t+N ΣD
11,i ΣD

22,i

XD
i

XD
max

由于对于所有的 ,  和

可由式 (19)离线计算得到. 进而, 可求得 的上界

. 记

Xmax = (1− 0.5αx)m
x
r −

µT
x,rX

D
maxµx,r

2αxmx
r

f(px
r)

2,

则条件 (32)可写为

µT
x,r[I 0 0 . . . 0]τi ⩽ Xmax. (33)

τi Ωτ由于 需要落在不变集 的范围内, 由条件 (29),
可得到

µT
x,r[I 0 0 . . . 0]Qτ [I 0 0 . . . 0 ]Tµx,r ⩽ X2

max,

r = 1, 2, . . . ,Nr. (34)

类似地, 约束 (21b)可改写为

µT
u,l[K I 0 . . . 0]Qτ [K I 0 . . . 0]Tµu,l ⩽ U 2

max,

l = 1, 2, . . . ,Ns. (35)

Umax Xmax其中 的定义与 类似, 为约束 (21b)不等式右

边的上界.
给出获得更大的初始可行域的凸优化问题, 如

下所示:

OP2 :min
Qτ

logdet(T QτT T)−1;

s.t. 式(30), (34), (35).
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(T QτT T)−1

logdet( )

优化问题 OP2等价于优化矩阵 决定的

椭球的体积, 可通过调用 Yalmip工具箱中的

函数来求解
[16]. 

2.3    在线优化摄动量

ct ūt=Kx̄t

ft

ūt

可看作附加在固定反馈控制律 上的

微调控制变量, 它能够保证预测轨迹的可行性. 在每

个时刻, 只需要在线求解以下优化问题得到最优的

, 并将其首项元素代入式 (7), 以此得到当前时刻

的控制量 :

OP3 :min
ft

fT
t ft;

s.t.

[
1 τT

t

τt Qτ

]
⩽ 1. (36)

τt x̄t

x̂t x̄t

然而, 在条件 (36)中,  包含不可测项 . 下面用观

测状态 替换 , 进而转化为可处理的优化问题. 令

Q−1
τ =

[
Q11,τ QT

21,τ

Q21,τ Q22,τ

]
.

将条件 (36)展开, 可得到

x̄T
tQ11,τ x̄t ⩽ 1− 2fT

t Q21,τ x̄t − fT
t Q22,τft.

x̄t x̂t − εt由式 (8), 将上式中的 用 替换, 可得到

x̂T
tQ11,τ x̂t+2fT

t Q21,τ x̂t+fT
t Q22,τft+2fT

t Q21,τεt⩽
1 + 2x̂T

tQ11,τεt − εTtQ11,τεt. (37)

注意到, 对于式 (10), 有

et+1 = (A− LC)et + Fwt − Lvt, (38a)

εt+1 = LCet + (A+BK)εt + Lvt. (38b)

E0=V0={0} et εt

et∈Et εt∈Vt

取 , 可用集合来限制 和 的取值范

围, 即 ,  . 其中

Et+1 = (A− LC)Et ⊕ FW⊕ (−LV), (39a)

Vt+1 = LCEt ⊕ (A+BK)Vt ⊕ LV. (39b)

Vt

V∞=LCE∞⊕(A+BK)V∞⊕LV
E∞=(A− LC)E∞ ⊕ FW⊕ (−LV)

∀εt∈Vt εt∈V∞ E∞ V∞

根据文献 [17], 集合 在 Hausdorff度量下收敛至

最小鲁棒不变集 ,
这里 , 即对于

, 有 .  和 均可通过有限集合的

并集近似计算得到. 最后, 得到一个新的优化问题

OP4来在线计算摄动量, 即

OP4 :min
ft

fT
t ft;

s.t. 式(37), εt ∈ V∞. (40)
 

2.4    可行性与稳定性

L

Ωτx

Lmax

定理 1　在离线计算观测器增益 和初始可行

域 后, 如 OP4在当前时刻可行, 则 OP4是递归

可行的. 此外, 平均阶段成本是有界的, 即存在一个

正数 , 使得

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(∥x̄t+i|t+i∥2
Q + ∥ūt+i|t+i∥2

R+

tr[QLΣ
D
11,t+i +QΣD

22,t+i +RKΣD
22,t+iK

T]) ⩽
Lmax. (41)

f ∗
t =

[c∗Tt|t . . . c∗Tt+N−2|t c∗Tt+N−1|t]
T

t εt ft

ft+1 = [c∗Tt+1|t . . .

c∗Tt+N−1|t 0]T τt+1|t=[x̄T
t+1|t fT

t+1]
T

τt Qτ τt+1|t Qτ

ft+1 ft+1 t+ 1

证明　首先给出递归可行性的证明. 假设

为 OP4在当前时刻

的最优解.  不依赖序列 , 因此, 只要找到一个满

足约束 (36)的可行解即可 . 令
,  . 根据条件 (29),

位于不变集 内, 因此,  也位于不变集 内,
进而,  满足约束 (36). 于是 是 OP4在 时

刻的可行解, 因此, OP4是递归可行的.
JD

t (τ ∗
t ) JD

t t

∼
定义 为代价函数 在 时刻的最优值,

由条件 (22)   (26), 可得到

JD
t+1(τ

∗
t+1)− JD

t (τ ∗
t ) ⩽ JD

t+1(τt+1|t)− JD
t (τ ∗

t ) ⩽
− ∥x̄t|t∥2

Q − ∥ūt|t∥2
R − tr[QLΣ

D
11,t+i +QΣD

22,t+i+

RKΣD
22,tK

T] + tr(PTΨ
DΩ̄(ΨD)T).

进而, 有

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(∥x̄t+i|t+i∥2
Q + ∥ūt+i|t+i∥2

R+

tr[QLΣ
D
11,t+i +QΣD

22,t+i +RKΣD
22,t+iK

T]) ⩽

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

(JD
t+i(τ

∗
t+i)− JD

t+i+1(τ
∗
t+i+1))+

tr(PTΨ
DΩ̄(ΨD)T) =

lim
n→∞

1

n
(JD

t (τ ∗
t )− JD

t+n(τ
∗
t+n))+

tr(PTΨ
DΩ̄(ΨD)T) =

tr(PTΨ
DΩ̄(ΨD)T).

Lmax=tr(PTΨ
DΩ̄(ΨD)T)令 , 结论成立. □ 

3    算法与仿真实例 

3.1    算法流程

为了叙述方便, 本文用 E-SMPC表示所提出算

法. 所提出算法的主要步骤如下.
算法 1　E-SMPC算法.
离线部分:

t0

L

step 1: 在初始时刻 , 求解优化问题 OP1得到

观测器增益 .
L

Qτ Ωτx

x̄0 ∈Ωτx

step 2: 在得到观测器增益 后, 求解优化问题

OP2计算出 , 从而最大化初始可行域 . 若初始

标称状态 , 则进入在线部分.
在线部分:

t t>t0+N − 1 ct=

0 ut

ūt t⩽ t0 +N − 1 ft

step 1: 在每个 时刻, 若 , 则令

, 由式 (5)和 (7), 可得到控制输入 和标称控制输

入 ; 若 , 则通过求解 OP4来确定 ,
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ft ct

ut ūt

将 中的第 1个 代入式 (5)和 (7), 可得到控制输

入 和标称控制输入 .
ut t= t+ 1step 2:  将 作用于系统 , 令 , 返回至

step 1.
 

3.2    仿真实例

f=25Hz

为了验证所提出算法的有效性, 本文选择单连

杆刚性机器人系统作为仿真实例
[18], 以 作

为采样频率. 系统模型如下所示:

xt+1 =

[
0.979 6 0.040 0

−0.841 0 0.979 6

]
xt+[

0.002 0

0.199 0

]
ut +

[
1

1

]
ωt,

yt = [0 1]xt + vt. (42)

ω v 0 W =0.042I1 V =

0.012I1

3 ω∈ [−0.12, 0.12] v∈ [−0.03, 0.03]

Pr{x2⩽−4}⩽
0.1 Pr{|u|⩾2}⩽0.15 Nstep=

100 Q=

[
1 0

0 10

]
R=I2, K=[0.461 9 − 0.569 8]

αx=αu=0.2 N=11

L=[0.836 6 − 0.436 2]T

其中:  和 服从均值为 , 方差分别为 , 
的截断高斯分布, 截断区间设置为均值加减

倍标准差 , 即 ,  .

状态和控制输入需要满足概率约束

,  . 此外, 本文设置采样步数

,  ,    ,

, 摄动量的自由度 . 通过离线求

解OP1可得到观测器增益 .

为了验证所提出 SMPC算法的有效性, 本文从

各方面比较了系统的控制性能.
图 1为开环系统的状态轨迹. 如图 1所示, 开环

系统的状态是发散的. 在实验中, 给定初始化条件

x̂0= x̄0=[2.8 2.5]T x0=[2.81 2.49]T

x̄t、x̂t、xt

90.64% 85.26%

,  . 在上述初

值条件下, 本文进行了一项 1 000次的蒙特卡罗模拟

实验来测试算法的概率特性, 对 取平均

值, 如图 2和图 3所示. 由图 2和图 3可见, 所提出

算法能够稳定系统的状态. 图 4和图 5分别为上述

实验中闭环系统的状态和控制输入的轨迹. 根据仿

真结果发现, 在所有模拟中, 状态约束和输入约束的

经验满足度分别为 和 , 能够满足指

定的概率约束.

由图 6所示的初始可行域的比较可以看出, 所
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图1    开环系统的状态轨迹
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图2    系统状态响应的第 1 个分量
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图3    系统状态响应的第 2 个分量
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图5    闭环系统的控制输入轨迹
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提出算法能够有效地扩大初始可行域 . 文献 [15]
提出的算法 (用 F-SMPC表示)与所提出算法在线计

算时间比较如表 1所示. 由表 1可见, 所提出算法能

够大大降低在线计算负担, 能够满足实时控制的要

求.
 
 

表1     在线计算时间比较

迭代次数/steps E-SMPC/s F-SMPC/s

1 0.087 6 10.112 1

100 0.136 5 409.481 3

200 0.205 3 927.630 2
  

4    结　论

本文研究了一类在有界加性噪声和概率约束作

用下系统的随机模型预测控制问题, 设计了基于状

态观测器的输出反馈控制器. 利用 Chebyshev-Cantelli
不等式将概率约束转换为确定性形式, 并通过矩阵

不等式技巧进一步线性化. 离线构造了辅助优化问

题来求解观测器增益, 并引入了摄动量对初始可行

域进行了定量求解, 在线则只需要优化摄动量. 此外,
给出了完整的算法, 并验证了该算法的递归可行性

和控制系统的稳定性. 最后, 通过仿真结果验证了所

提出算法在扩大初始可行域和减少在线计算负担方

面的有效性. 在未来的研究工作中, 将试图研究混合

噪声等不同类型噪声下的随机模型预测控制问题.
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