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在 (p, N)-策略控制下耐烦服务员不中断

多重休假M/G/1排队的最优控制策略

尹伶玉1，唐应辉1†，旷欣宇2
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摘　要: 研究在 ( )-策略控制下耐烦服务员不中断多重休假 M/G/1排队系统, 其中每当系统变空时, 服务员

去进行一次不中断的休假, 当服务员休假回来时, 若系统中等待服务的顾客数大于等于事先设置的正整数阈值

, 则服务员立即开始服务直到系统再次空竭; 若系统中有顾客但顾客数少于 个, 则服务员以概率

开始服务, 以概率 不服务, 处于通常的闲期, 直到系统中的顾客数累积到 时才服务. 通过系统稳

态队长的随机分解定理得到系统稳态队长分布的概率母函数和平均队长表达式, 同时应用 Little公式得到任意

顾客的平均等待时间表达式. 然后建立系统的费用结构模型, 利用更新报酬定理推得系统长期运行单位时间的期

望成本费用函数. 进一步, 在没有平均等待时间和有平均等待时间约束下, 通过数值实例分别讨论系统的优化控

制问题, 并确定使系统费用最小的一维最优控制策略 *和当休假时间为 时的二维最优控制策略 ( *,  *).
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Optimal  control  policy  of  an  M/G/1 queue  with  a  patient  server  and
uninterrupted multiple vacations under the control of (p, N)-policy
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Abstract: This  paper  studies  an  M/G/1  queueing  system  with  a  patient  server  and  uninterrupted  multiple  vacations
under  the  control  of  ( )-policy.  In  which,  when  the  system  becomes  empty,  the  server  goes  on  a  uninterrupted
vacation,  and  when  the  server  returns  from the  vacation  and  finds  at  least    customers  in  the  system,  the
server immediately starts serving until the system becomes empty again. If there are customers but less than  , then
the  server  starts  serving  with  probability  ,  or  waits  with  probability    until    customers  are
reached.  We first  apply  the  stochastic  decomposition  property  of  the  steady-state  queue  size  to  derive  its  probability
generating  function  and  the  average  queue  size.  Also,  the  average  waiting  time  of  an  arbitrary  customer  is  obtained
using  the  Little’s  formula.  Finally,  we  establish  the  cost  structure  model  of  the  system  and  use  the  renewal  reward
theorem to derive the explicit  expression of  the long-run expected cost  per  unit  time of  the system. Furthermore,  the
cost optimization problems with (without) the expected waiting time constraints are respectively discussed. Numerical
examples are provided to determine the one-dimensional optimal control policy  * that minimizes the system cost as
well as the two- dimensional optimal control policy ( *,  *) when the vacation time is a fixed time length  .

p,NKeywords: M/G/1 queue；( )-policy；uninterrupted multiple vacation；stochastic decomposition of queue size；
optimal control policy

 

0    引　言

在可控排队系统研究中, 服务员的休假机制主 T N D

要是单重休假、多重休假与多级适应性休假等. 启动

服务的控制策略主要有 -策略、 -策略和 -策略
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等, 这些方面的经典研究概述可见文献 [1-3]. 基于博

弈论, 文献 [4]系统地介绍了排队博弈理论, 丰富和

扩展了经典排队论研究. 随着研究的深入与发展, 许
多运筹学与控制论专家提出了一些更复杂的可控排

队模型
[5-29], 例如文献 [5]讨论了一个有工作休假的

离散时间 GI/Geo/1 排队模型; 文献 [6]研究了一个

有服务中断和启动时间的 -策略 M/G/1排队; 文
献 [7]分析了带 -策略的离散时间 Geo/G/1 排队系

统, 并将其应用于无线传感器网络中; 文献 [8]将 -
策略与服务员休假相结合, 研究了基于单重休假的

Min( , )-策略的 M/G/1 排队系统, 详细分析了队

长的瞬态概率分布; 文献 [9-12]考虑了由 -策略和

-策略同时控制的排队系统, 提出了二维控制策略

Min( , )-策略和 Max( , )-策略 .  Min( , )-策

略指当系统累积到 个顾客, 或者系统等待服务顾

客的总服务时间不小于阈值 , 无论先发生哪一个,

系统都将开始服务直到系统再次变空, 而 Max( ,
)-策略则是需要同时满足前面两种条件才开始服

务. 在实际系统中, 由于设备在运行时可能发生故障

而停止工作, 此时管理者不得不对设备进行修理, 于
是学者们提出了可修排队模型. 对这类可修排队系

统的研究, 不仅要研究系统的排队性能指标, 而且还

要分析系统的可靠性指标
[13-17]. 文献 [15]考虑了一

个超指数工作休假排队模型; 文献 [16] 将“服务员

的休假”引入到可靠性模型中, 研究了多维修台异步

多重休假的温贮备冗余系统的可靠性; 文献 [17]研
究了修理设备可故障且有提前采购期的 表

决可修系统. 在系统的空闲期间, 管理者通常会关闭

服务设备以节约能源等运行成本. 然而在某些制造

系统中, 由于启动系统生产的费用较高, 因此频繁地

从空闲状态转换到忙期状态会增加较多的费用. 为
了减少频繁启动设备的费用, 文献 [18-22]提出了双

阈值 -策略, 即当系统变空时, 管理者关闭系

统, 只有当系统中顾客数到达一个事先设定的启动

阈值 时才启动系统. 此外, 启动系统需要一定时间,
因此在系统启动完毕后, 当系统中的顾客数达到另

一个事先设定的开始服务的阈值 时才开

始服务. 这样的控制策略虽然降低了系统频繁启动

的费用, 但是增加了顾客的等待时间, 可能会降低顾

客的满意度 , 造成顾客流失 . 文献 [23]提出了

-策略, 该策略是指, 当系统变空时, 服务员就关闭

系统, 直到系统中等待服务的顾客数等于设定的阈

值 , 则以概率 开始服务, 以

1− p N
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N1(⩾ 1) p (0 ⩽
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概率 不开始服务, 直到累积的顾客数多于 个

时再开始服务. 文献 [24]对 -策略进行了推广,

提出双水平随机 -策略, 即每当系统变空

时, 服务员立即关闭系统. 当到达系统的顾客数量达

到给定的低阈值 时 , 服务员以概率

开始工作, 或者以概率 不工作; 如果到

达系统的顾客数量达到给定的高阈值 , 则

服务员必须提供服务直到系统再次变空. 文献 [25]
将 -策略与不中断多重休假相结合, 提出一个

新的排队模型 —— 在随机启动 -策略控制下

不中断多重休假排队系统, 即每当系统变空时, 服务

员就去进行一次不中断的休假. 当服务员休假回来

时, 如果系统中等待服务的顾客数大于等于

个, 则服务员立即启动服务直到系统再次变空; 如

果系统中有顾客但顾客数少于 个, 则服务员以概

率 启动服务, 以概率 不启动服务,

直到系统中的顾客数累积到 时才立即启动服务;
如果系统中没有顾客, 则服务员进行另一次不中断

的休假. 在实际的生产制造系统中, 频繁的机器故障

会严重影响生产任务的完成, 因此为了保证生产制

造设备在运转中不发生故障或少发生故障, 管理者

常常在系统空闲时期 (或生产制造设备运转了一段

后)就要安排维修工人对系统的设备进行检修, 以保

障系统在下一个生产制造周期里能够不发生故障或

少发生故障. 基于这样的实际背景, 文献 [26]从另一

个角度设计系统的检修策略和在系统的检修时间里

顾客进入系统的控制策略, 提出了具有检修策略和

顾客进入控制策略的 M/G/1排队系统, 这样的排队

模型可用于生产制造系统、服务系统 (例如医院的

CT检查系统)和通信系统等建模分析. 文献 [27]基
于流体材料的 3D打印技术, 将“服务员休假”引入

到排队库存系统中, 研究了一个服务员具有单重休

假的流体型库存排队系统, 得到了一些重要排队指

标和最优库存策略. 文献 [28]考虑到实际生活中系

统重新启动需要经历一段随机长度的启动 (预热)时
间, 将随机启动时间与 -策略相结合. 文

献 [29]提出了具有 Bernoulli检修策略和顾客进入

控制策略的 M/G/1可修排队系统, 讨论了系统的最

优检修策略以及在检修期间内顾客进入系统的最优

控制阈值. 文献 [30]研究了无人机集群编队自组网

的可靠性评估问题.
(p,N)受到上述研究的启发, 本文提出在 -策略

控制下具有耐烦服务员和不中断多重休假的 M/G/1
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排队模型. 在这个模型中, 当系统中没有顾客时则关

闭系统, 服务员进行一次不中断休假或执行不可中

断的辅助性任务. 当服务员休假回来时, 如果系统中

等待服务的顾客数累积到一定数量 时,
则服务员立即开始服务直到系统再次空竭; 若系统

中有顾客但顾客数未达到 个时, 管理者会根据情

况以某个概率 开启服务 , 以概率

不服务, 继续休假直到系统中的顾客数累积到 时

才服务. 若服务员休假回来时, 如果系统中没有顾客,
则服务员呆在系统中经历一段随机长度的时间 (这
段时间就称为服务员的耐烦期), 在此期间若有顾客

到达, 则立即开启服务, 若耐烦期结束仍没有顾客到

达, 服务员则开启新一轮的休假. 首先利用系统稳态

队长的随机分解定理
[31], 得出稳态队长的随机分解

结构和平均队长的表达式, 同时利用 Little公式得到

平均等待时间表达式; 然后建立系统的费用结构模

型, 应用更新报酬定理
[32]

推导出系统期望成本费用

函数; 最后在没有等待时间约束和有等待时间约束

情况下分别讨论系统的费用优化问题, 并通过数值

计算例子确定使系统费用最小的最优控制策略. 

1    模型建立

本文建立的模型如下:
τ

F (t) = 1− e−λt t ⩾ 0 λ > 0

χ G(t)

1/µ (0 < µ < ∞)

1)顾客到达的时间间隔 相互独立, 有分布函数

,      ,      ; 顾客之间的服务是

独立的, 每个顾客的服务时间 有分布函数 , 其

平均服务时间记为 .

(p,N)

V

V (t)

N(N ⩾ 1)

N p(0 ⩽
p ⩽ 1) 1− p

N

U

U(t)

2) 耐烦服务员的不中断多重休假机制与启动服

务的 -策略: 每当系统变空时, 服务员去进行一

次不中断的完整休假, 休假时间长度 服从一般分

布 . 当服务员休假回来时, 如果系统中等待服务

的顾客数大于等于事先设置的阈值 , 则服

务员立即开始服务直到系统再次空竭; 如果系统中

有顾客但顾客数少于 个, 则服务员以概率

开始服务, 以概率 不服务, 服务员处于

通常的闲期直到系统中的顾客数累积到 时才服

务. 若服务员休假回来时系统中没有顾客, 则服务员

呆在系统中经历一段随机长度 的时间 (这段时间

称为服务员的耐烦期), 其分布为一般分布 . 在
耐烦期内, 若有顾客到达, 则服务员立即为顾客服务.
若在耐烦期结束时仍无顾客到达, 则服务员开启新

一轮休假.

τ χ

V U

3) 顾客的到达间隔时间 、顾客的服务时间 、

服务员的休假时间 、服务员的耐烦期 是彼此独

立的. 

2    系统稳态队长的随机分解结构

本节中, 利用排队系统稳态队长的随机分解定

理
[1, 31]

得到稳态队长分布的母函数, 进一步通过代

数运算得到平均队长以及附加队长的概率分布的显

式表达式. 为了方便讨论, 本文给出如下定义与引理.

b

B(t) = P{b ⩽ t}
t ⩾ 0 b(s) =

w ∞

0
e−stdB(t)

定义 1[2] (服务员忙期)　从服务员开始服务的时

刻起, 到系统再次变空的这段时间. 在本系统中, 由
于服务员忙期开始时可能有多个顾客, 若令 表示从

一个顾客开始的服务员忙期长度,  ,

,  , 则由文献 [2]可得如下

引理.
ℜ(s) > 0 b(s) z = g(s

+λ− λz) |z| < 1 B(t)

引理 1[2]
　对于 有 是方程

在 内的唯一解, 且 表示为

B(t) =
∞∑

k=1

w t

0

(λx)
k−1

k!
e−λxdG(k)(x), t ⩾ 0; (1)

lim
t→∞

B(t) = lim
s→0+

b(s) =

{
1, ρ ⩽ 1;

ω, ρ > 1;
(2)

E[b] =


ρ

λ(1− ρ)
, ρ < 1;

∞, ρ ⩾ 1.
(3)

ℜ(s) s ρ =
λ

µ

ω
(
0 < ω < 1

)
z = g(λ− λz)

(0, 1) g(s) =
w ∞

0
e−stdG(t) G(t)

G(k)(t) G(t) k

k ⩾ 1 G(0)(t) = 1, t ⩾ 0

其中:  表示复变量 的实部,      表示系统的

交通强度,  表示方程     在

内的根 .      表示相应

的拉普拉斯-斯蒂尔切斯变换,  表示 的

重卷积,  , 且 .
b(i) i

P{b(i)

⩽t} = B(i)(t) t ⩾ 0 i ⩾ 1

又令 为从 个顾客开始的服务员忙期长度,
由于顾客到达过程为 Poisson过程, 则其分布为

,  ,  .
定义 2[2] (服务员非忙期)　从系统刚变空的时

刻起, 直到其后服务员再次开始服务为止的这段时

间, 其中包含服务员的休假时间和耐烦时间.
定义 3[2] (系统的忙循环)　从一个服务员非忙

期开始到紧接着的下一个服务员忙期结束的这段时

间.
P
(
z
)

ρ < 1 |z| < 1

定理 1　令 为系统稳态队长分布的概率母

函数, 则当 ,  时, 有

P (z) =
(1− ρ)(1− z)g(λ(1− z))

g(λ(1− z))− z
·
v0[1− u(λ)](1− z) + 1− v(λ(1− z)) + (1− p)

N−1∑
m=1

(zm − zN)vm

(1− z)∆N

,

(4)
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且平均队长表示为

E[L] = ρ+
λ2E[χ2]

2(1− ρ)
+

λ2E[V 2]+(1− p)
N−1∑
m=1

[N(N− 1)−m(m− 1)]vm

2∆N

,

(5)
其中

v(λ(1− z)) =
w ∞

0
e−λ(1−z)tdV (t);

g(λ(1− z)) =
w ∞

0
e−λ(1−z)tdG(t);

u(λ) =
w ∞

0
e−λtdU(t);

vm =
w ∞

0
e−λt (λt)

m

m!
dV (t), m ⩾ 0;

∆N = v0[1− u(λ)] + λE[V ]+

(1− p)
N−1∑
m=1

(N −m)vm.

ρ < 1证明　当 时, 即在系统达到稳态下, 系统

的队长可分解成独立的两部分之和, 由文献 [1, 31]
稳态队长的随机分解定理可得

P (z) = P M/G/1(z) · Ld(z), |z| < 1. (6)

P M/G/1(z)

Ld(z) Ld

其中:  为经典 M/G/1排队系统稳态队长分

布的概率母函数,  为该系统附加队长 的概

率母函数. 由文献 [1]可知

P (z) =
(1− ρ)(1− z)g(λ(1− z))

g(λ(1− z))− z
, |z| < 1; (7)

Ld(z) =
1−Qb(z)

E(Qb) · (1− z)
, |z| < 1. (8)

Qb其中 表示服务员忙期开始时系统中的顾客数.

sk =
k∑

i=1

(
Vi + Ui

)
lk =

k∑
i=1

τi, k ⩾ 1, s0 =

l0 = 0 τ̂

V (t) ∗ U(t)=
w t

0
V (t− x)dU(x)

V (t) U(t)

Qb

令 ,   

,  表示系统变空后的第 1个顾客的到达间

隔时间,  表示函数

与 的卷积, 则利用全概率分解技术可推得

的概率分布为

P{Qb = 1} =
∞∑

k=1

P{sk−1 + Vk ⩽ τ̂ < sk}+

p
∞∑

k=1

P{τ̂ + l0 ⩽ sk−1 + Vk < τ̂ + l1,

sk−1 ⩽ τ̂ < sk−1 + Vk} =
∞∑

k=1

w ∞

0

w ∞

0
Ū(y)e−λxdF (y)×

d[V (k)(x) ∗ U (k−1)(x)]+

p
∞∑

k=1

w ∞

0

w ∞

0
λye−λ(x+y)dV (y)×

d[V (k−1)(x) ∗ U (k−1)(x)] =

[1− u(λ)]v0 + pv1

1− v0u(λ)
; (9)

P{Qb = m} =

p
∞∑

k=1

P{sk−1 ⩽ τ̂ < sk−1 + Vk,

τ̂ + lm−1 ⩽ sk−1 + Vk < τ̂ + lm} =
pvm

1− v0u(λ)
, m = 2, 3, . . . , N − 1; (10)

P{Qb = N} =

(1− p)
∞∑

k=1

N−1∑
m=1

P{sk−1 ⩽ τ̂ < sk−1 + Vk,

τ̂ + lm−1 ⩽ sk−1 + Vk < τ̂ + lm}+
∞∑

k=1

P{sk−1 ⩽ τ̂ < sk−1 + Vk,

τ̂ + lN−1 ⩽ sk−1 + Vk < τ̂ + lN} =

(1− p)
N−1∑
m=1

vm + vN

1− v0u(λ)
; (11)

P{Qb = j} =
∞∑

k=1

P{sk−1 ⩽ τ̂ < sk−1 + Vk,

τ̂ + lj−1 ⩽ sk−1 + Vk < τ̂ + lj} =
vj

1− v0u(λ)
, j ⩾ N + 1. (12)

因此, 服务员忙期开始时系统的平均顾客数为

E[Qb] =
∞∑

m=1

mP{Qb = m} =
∆N

1− v0u(λ)
, (13)

Qb Qb(z)且 的概率母函数 为

Qb(z) =
∞∑
j=1

zjP{Qb = j} =

[1− u(λ)]v0z + v(λ(1− z))− v0

1− v0u(λ)
+

(1− p)
N−1∑
m=1

(zNvm − zmvm)

1− v0u(λ)
, |z| < 1. (14)

E[L] =
d
dz

[P (z)]
∣∣∣
z=1

综上, 将式 (13)和 (14)代入 (8)即得到附加队

长分布的概率母函数, 再由 得

到式 (5). □
E[Wq]

ρ < 1

定理 2　令 为顾客在系统中的平均等待

时间, 则当 时, 有
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E[Wq] =
λE[χ2]

2(1− ρ)
+

λE[V 2]

2∆N

+

(1− p)
N−1∑
m=1

[N(N − 1)−m(m− 1)]v
m

2λ∆N

.

(15)

λ(λ > 0)证明　因为顾客的到达为参数 的泊松

流, 根据文献 [2]附录第 9部分的 Little公式, 即接

受完服务的顾客离开时, 留在系统的平均顾客数等

于在该顾客的逗留时间内到达的平均顾客数, 再结

合式 (5)即得证. □ 

3    基于费用函数系统的最优控制策略

a

c

F (N)

本文建立的费用模型如下: 1)  为系统在一个更

新周期内的固定启动费用; 2)  为每个顾客在系统中

逗留 (包括等待时间与服务时间)的单位时间所产生

的成本费用. 记 为系统长期运行单位时间内所

产生的成本费用函数, 由更新报酬定理
[32]

得

F (N) =
一个更新周期内的期望成本

一个更新周期内的期望长度
.

E[B]

E[I] E[C]

Qb E[B]

令 为本系统的服务员忙期的平均长度 ,
为服务员非忙期的平均长度,  为系统一个

更新周期的平均长度 . 由于服务员忙期开始时有

个顾客,  可表示为

E[B] = E[b]E[Qb] =
ρ

λ(1− ρ)
E[Qb]. (16)

又由于服务员忙期刚开始时系统中的顾客数为上一

λ(λ > 0) E[I]

个服务员非忙期中到达的顾客数, 且顾客到达是参

数为 的泊松流, 则 可表示为

E[I] =
E[Qb]

λ
=

∆N

λ(1− v0u(λ))
. (17)

系统的一个更新周期 (忙循环)是由一个服务员非忙

期与其后的一个服务员忙期组成, 所以系统的一个

更新周期的平均长度可表示为

E[C] = E[B] + E[I] =
∆N

λ(1− ρ)(1− v0u(λ))
.

(18)

这样可得到系统长期运行单位时间成本费用函数为

F (N) = aE[L] +
c

E[C]
=

a
{
ρ+

λ2E[χ2]

2(1− ρ)
+

λ2E[V 2]

2∆N

+

(1− p)
N−1∑
m=1

[N(N − 1)−m(m− 1)]vm

2∆N

}
+

cλ(1− ρ)(1− v0u(λ))

∆N

. (19)
 

3.1    在没有平均等待时间约束条件下系统的最优控

制策略

G(t) = 1− e−µt

V (t) = 1− e−θt

U(t) = 1− e−αt

实例 1　令服务时间分布为 ,

休假时间分布为 , 服务员耐烦时间

分布为 , 则系统长期运行单位时间

成本费用函数 (19)可表达为

F (N) = a ·
{ ρ

1− ρ
+

2
(λ
θ

)2

+ θ(1− p)
N−1∑
m=1

[N(N − 1)−m(m− 1)]λm

(λ+ θ)
m+1

2
{ θ · λ
(λ+ θ)(λ+ α)

+
λ

θ
+ θ(1− p)

N−1∑
m=1

(N −m)λm

(λ+ θ)
m+1

}}
+

cλ(1− ρ)
(
1− θ · α

(λ+ θ)(λ+ α)

)
θ · λ

(λ+ θ)(λ+ α)
+

λ

θ
+ θ(1− p)

N−1∑
m=1

(N −m)λm

(λ+ θ)
m+1

. (20)

F (N)

N

由于式 (20)包含系统的多个参数, 且 是

关于离散决策变量 的非线性函数, 从理论上直接

求出最小费用的最优决策解是非常困难的. 因此, 本
文借助 Matlab软件, 在系统相应的参数取具体数值

的条件下, 求出其数值解. 当然, 对于不同的参数取

值, 所求得的最优决策的数值解是不同的.
λ = 0.6 µ = 1.2 θ = 0.5 α =

0.8 a = 10 c = 400

p = 0.2 p = 0.4 p = 0.6 F (N) N = 1, 2, . . .

取一组参数值 ,  ,  , 
,  ,  , 应用 Matlab软件分别计算在

,  ,  下,  在

下的数值结果 (保留小数点后 4位), 并将结果展示

在表 1和图 1中.
 

p N F (N)表1     不同 和 下 的数值结果

N p = 0.2 p = 0.4 p = 0.6 N p = 0.2 p = 0.4 p = 0.6

1 84.011 2 84.011 2 84.011 2 9 67.079 8 68.709 2 71.179 1

2 76.041 8 77.842 1 79.762 0 10 70.059 3 71.291 2 73.200 3

3 68.612 4 71.640 1 75.131 9 11 73.380 1 74.247 1 75.616 4

4 63.995 1 67.403 8 71.623 1 12 76.962 3 77.496 3 78.353 6

5 61.904 9 65.190 8 69.503 6 13 80.748 8 80.979 6 81.355 3

6 61.647 9 64.582 4 68.621 2 14 84.698 2 84.652 6 84.577 5

7 62.660 8 65.162 4 68.740 8 15 88.779 6 88.481 8 87.985 5

8 64.556 9 66.613 4 69.649 7 16 92.969 4 92.441 0 91.551 4
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根据表 1和图 1的结果, 可以得出在参数值为

λ = 0.6 µ = 1.2 θ = 0.5 α = 0.8 a = 10 c =

400 p N ∗

p = 0.4

N ∗ = 6 F (N)

,  ,  ,  ,  , 

 时, 不同 值下的最优控制策略 以及相应的

最小系统成本费用. 例如, 在 的情况下, 可以

得出当 时系统的成本费用 取得最小

值 64.582 4.
T (T ⩾ 0)

P{V =T}=1 ρ<1 G(t) =1− e−µt U(t) =1−
e−αt

实例 2　当休假时间为定长 时 , 即

, 在 ,  , 

下, 经过计算, 系统长期运行单位时间成本费用

函数可表示为

F (N,T ) = a ·
{ ρ

1− ρ
+

(λT )
2
+ (1− p)

N−1∑
m=1

[N(N − 1)−m(m− 1)](λT )
me−λT

m!

2
{( λ

λ+ θ

)
e−λT + λT + (1− p)

N−1∑
m=1

(N −m)(λT )
me−λT

m!

}}
+

cλ(1− ρ)
(
1−

( λ

λ+ α

)
e−λT

)
( λ

λ+ θ

)
e−λT + λT + (1− p)

N−1∑
m=1

(N −m)(λT )
me−λT

m!

. (21)

F (N,T )

N T

N

N N = 1, 2, . . .

T ∗
1 , T

∗
2 , . . .

N F (N,T ∗
N)

(N ∗, T ∗)

根据式 (21)可以看出,  是关于离散变

量 和连续变量 的二维非线性函数, 比式 (20)更
复杂. 求解步骤如下: 1) 首先取定一组参数值; 2) 在
取定的参数值下, 先固定离散决策变量 的值, 即离

散决策变量 依次取 , 然后求解出使系

统成本费用达到最小的对应值 ; 3) 最后比

较不同 值下 的大小, 以此确定出使系统

费用最小的二维最优控制策略 . 结果见表 2

和图 2 ～ 图 4.
 
 

p N T ∗ F (N,T ∗)表2     不同 和 下 和 的数值结果

N
p = 0.2 p = 0.4 p = 0.6

T ∗ F (N,T ∗) T ∗ F (N,T ∗) T ∗ F (N,T ∗)

1 8.039 7 58.865 6 8.039 7 58.865 6 8.039 7 58.865 6

2 7.804 4 58.600 0 7.867 6 58.669 6 7.927 7 58.737 0

3 7.144 0 57.801 3 7.422 9 58.110 2 7.657 5 58.385 9

4 6.219 3 56.523 8 6.838 6 57.255 2 7.320 0 57.868 4

5 5.849 0 55.797 7 6.552 5 56.705 7 7.134 1 57.507 7

6 6.023 8 56.301 0 6.663 8 56.996 8 7.190 5 57.650 2

7 6.450 6 57.857 1 7.012 1 58.148 7 7.427 3 58.404 3
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λ = 0.6

µ = 1.2 θ = 0.5 α = 0.8 a = 10 c = 400

p (T ∗, N ∗)

p = 0.4 (T ∗,

N ∗) = (6.552 5, 5) F (N,T )

56.705 7

根据表 2的结果, 可以得出在参数值为 ,
,  ,  ,  ,   时 , 不

同 值下的最优控制策略 以及相应的最小

系统成本费用 . 例如 , 在 的情况下 , 当

时系统的成本费用 取得

最小值 . 

3.2    在平均等待时间约束下系统的最优控制策略

(p,N)尽管 -策略有效地减少了系统频繁启动的

费用, 但同时增加了顾客的等待时间, 这样会降低顾
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客的满意度, 甚至带来顾客的流失. 因此, 为了提高

顾客的满意度, 管理者就需要考虑顾客的等待时间

问题. 下面增加等待时间约束, 建立如下的约束优化

问题:
min
N

F (N);

s.t. E[Wq] ⩽ E[Wq0]. (22)

F (N) E[Wq]

E[Wq0]

其中 :  由式 (19)给出 ,  由式 (15)确定 ,

表示预先设定的平均等待时间阈值.

G(t) =1− e−µt

V (t) = 1− e−θt

U(t) = 1− e−αt

F (N) E[Wq]

实例 3　令服务时间分布为 , 休

假时间分布为 , 服务员耐烦时间分

布为 , 约束优化问题形式同式 (22).

其中:  见式 (20),  表示为

E[Wq] =
ρ

µ(1− ρ)
+

2
(λ
θ

)2

+ θ(1− p)
N−1∑
m=1

[N(N − 1)−m(m− 1)]λm

(λ+ θ)
m+1

2
{ θ · λ
(λ+ θ)(λ+ α)

+
λ

θ
+ θ(1− p)

N−1∑
m=1

(N −m)λm

(λ+ θ)
m+1

} . (23)

λ 0.6 µ 1.2 θ 0.5 α 0.8

a 10 c 400 F (N)

E[Wq]

设置参数值  =  ,   =  ,   =  ,   =  ,
 =  ,   =  , 利用 Matlab软件计算出 和

的数值结果见表 3, 保留小数点后 4位.
 
 

p N F (N) E[Wq]表3     在不同 和 下 和 的数值结果

N
p = 0.2 p = 0.4 p = 0.6

F (N) E[Wq] F (N) E[Wq] F (N) E[Wq]

1 84.011 2 2.554 0 84.011 2 2.554 0 84.011 2 2.554 0

2 76.041 8 2.599 2 77.842 1 2.655 9 79.762 0 2.716 4

3 68.612 4 2.986 6 71.640 1 3.139 8 75.131 9 3.316 5

4 63.995 1 3.647 7 67.403 8 3.946 8 71.623 1 4.317 0

5 61.904 9 4.472 0 65.190 8 4.963 7 69.503 6 5.609 2

6 61.647 9 5.386 4 64.582 4 6.107 5 68.621 2 7.100 0

7 62.660 8 6.350 2 65.162 4 7.327 3 68.740 8 8.725 0

E[Wq0] = 5 p = 0.2

N ∗ = 5 F (N ∗) =

61.904 9 p = 0.4 N ∗ = 5

F (N ∗) = 65.190 8 p = 0.6

N ∗ = 5 F (N ∗) = 69.503 6

由表 3可知, 若取 , 在 的情

况 下 ,  当 时 ,  则 取 得 最 小 值

; 在  的情况下, 当  时, 则可

取得最小值 ; 在 的情况下,

当  时, 取得最小值 .

T (T ⩾ 0)

P{V = T} 1 ρ < 1 G(t) 1− e−µt U
(
t
)

1− e−αt

实例 4 当休假时间为定长 时 , 即

 =  , 在 ,   =  ,   =

下, 约束优化问题为

min
(N,T )

F (N,T );

s.t. E[Wq] ⩽ E[Wq0]. (24)

F (N,T ) E[Wq]其中:  见式 (21),  表示为

E[Wq] =
ρ

µ(1− ρ)
+

(λT )
2
+ (1− p)

N−1∑
m=1

[N(N − 1)−m(m− 1)](λT )
me−λT

m!

2
{( λ

λ+ θ

)
e−λT + λT + (1− p)

N−1∑
m=1

(N −m)(λT )
me−λT

m!

} , (25)

λ = 0.6 µ = 1.2 θ = 0.5 α = 0.8 a

= 10 c = 400 F (N,T )

E[Wq] T

取参数值 ,  ,  ,  , 

,  , 利用 Matlab软件计算出 、

以及 的数值结果见表 4, 保留小数点后 4位.

E[Wq0] 4.7 p = 0.2

(N ∗, T ∗) = (5, 5.849 0)

F (N ∗, T ∗) = 55.797 7 p = 0.4

(N ∗, T ∗) = (5, 6.552 5) F (N ∗, T ∗)

= 56.705 7 p = 0.6 (N ∗, T ∗) = (4,

由表 4可知, 若取  =  , 在 的情

况下 , 当 时 , 取得最小值

;  在 的 情 况 下 ,  当

时 , 取得最小值

; 在 的情况下, 当

7.320 0) F (N ∗, T ∗)= 57.868 4 时, 取得最小值 .
 

4    结　论

(p,N)本文基于实际背景提出了在 -策略控制下

具有耐烦服务员和不中断多重休假的M/G/1排队模

型, 利用系统稳态队长的随机分解定理得到了稳态

队长分布的概率母函数, 并通过代数运算得到了平

均队长和顾客的平均等待时间表达式. 通过建立费

用模型, 利用更新报酬定理推出了系统在单位时间
 

p N T ∗ F (N,T ∗) E[Wq]表4     不同 和 下 、 以及 的数值结果

N
p = 0.2 p = 0.4 p = 0.6

T ∗ F (N,T ∗) E[Wq] T ∗ F (N,T ∗) E[Wq] T ∗ F (N,T ∗) E[Wq]

1 8.039 7 58.865 6 4.849 5 8.039 7 58.865 6 4.849 5 8.039 7 58.865 6 4.849 5

2 7.804 4 58.600 0 4.710 3 7.867 6 58.669 6 4.749 6 7.927 7 58.737 0 4.786 9

3 7.144 0 57.801 3 4.323 6 7.422 9 58.110 2 4.503 5 7.657 5 58.385 9 4.655 1

4 6.219 3 56.523 8 3.853 4 6.838 6 57.255 2 4.249 3 7.320 0 57.868 4 4.566 2

5 5.849 0 55.797 7 3.834 9 6.552 5 56.705 7 4.296 5 7.134 1 57.507 7 4.704 1

6 6.023 8 56.301 0 4.154 1 6.663 8 56.996 8 4.639 3 7.190 5 57.650 2 5.095 3
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内的期望费用目标函数, 分别在没有平均等待时间

约束和有平均等待时间约束下讨论了系统的费用优

化问题, 并通过数值例子确定了使系统费用最小的

最优控制策略. 研究结论表明: 在顾客对其等待时间

不敏感的一些系统中, 可不考虑等待时间的约束, 系
统管理者采取以达到最小成本的控制策略; 当顾客

对其等待时间较为敏感时, 系统管理者在顾客可接

受的等待时间范围内采取使系统成本最小的控制策

略是可取的管理策略, 这样即可达到顾客的满意度,
又可以最大限度降低自身的成本. 因此本文研究可

为系统管理者做决策提供一定的理论依据, 具有实

际的应用价值.
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