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切换拓扑下多智能体系统的固定/预定时间优化一致性

李璐珂，甘勤涛†，孙海涛

(陆军工程大学 (石家庄校区)，石家庄 050003)

摘　要: 研究切换拓扑下多智能体系统的固定/预定时间优化问题, 提出基于指数函数的分布式固定/预定时间优

化算法. 首先, 所提出算法由两个阶段构成: 第１阶段确保智能体的状态在固定/预定时间内收敛至各自的局部最

优状态, 从而消除零梯度和算法对系统初始状态位于其局部最优解处的要求; 第２阶段实现智能体的状态在固定/

预定时间内收敛至优化问题的全局最优解. 然后, 利用凸优化理论、Lyapunov稳定性理论, 分析算法在通信拓扑

切换下的收敛性. 所提出的两种算法均无需交换梯度以及 Hessian矩阵信息, 其设计不依赖符号函数, 且所需参

数较少. 最后, 通过数值仿真验证上述理论结果.
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Distributed  fixed/predefined-time  optimal  consensus  for  multi-agent
systems under switching topologies
LI Lu-ke，GAN Qin-tao†，SUN Hai-tao

(Army Engineering University of PLA(Shijiazhaung Campus)，Shijiazhuang 050003，China)

Abstract: This  paper  investigates  the  fixed/predefined-time  optimization  problems  of  multi-agent  systems  under
switching topology. Two-stage exponential-function-based algorithms are proposed for these problems. The first stage
ensures agent states converge to their local optimums within fixed/predefined time, which eliminates the requirement
that the initial state must be at its local optimum in the zero-gradient-sum algorithm; The second stage guarantees that
all  agents  achieve  the  global  optimum of  the  optimization  problem within  fixed/predefined  time.  Then  based  on  the
convex  optimization  theory  and  the  Lyapunov  stability  theorems,  the  fixed/predefined-time  convergence  of  the
developed algorithms is analyzed. Note that the proposed algorithms do not need to exchange the gradient and Hessian
matrix information. Additionally, their designs eliminate the dependence on signum function, contain fewer parameters
and offer a simplified design. Finally, the obtained results are verified by a numerical simulation.
Keywords: multi-agent systems；fixed-time consensus；predefined-time consensus；distributed optimization；zero-
gradient-sum；switching topologies

 

0    引　言

近年来, 随着大规模通信和计算设备的集成, 以
及多无人系统与人工智能等交叉学科在工程技术领

域的应用, 众多学者对多智能体系统协同控制与决

策技术开展了广泛研究. 分布式优化控制问题作为

多智能体协调控制领域的重要问题之一
[1-2], 目前已

广泛应用于智能电网、机器人协作、资源分配、机器

学习等领域
[2-3]. 该问题的核心为设计分布式协同优

化算法, 使得智能体通过信息交换和协作来实现全

局目标函数的最小化.
目前, 已成功应用于工程技术领域的分布式优

化算法有分布式拉格朗日乘数法、交替方向乘子法、

分布式梯度法
[4]
、次梯度投影法

[5]
以及无梯度法

[6]

等 . 另外一种广泛使用的方法为文献 [7]中基于

Hessian矩阵的零梯度和 (ZGS) 算法. 具体而言, 该
算法适用于分布式计算环境, 通过不同节点间的协

作来求解凸优化问题. 它最初用于解决无向通信网

络中具有固定拓扑的无约束且可分的凸优化问题,
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其核心思想是设计一种机制使得动力系统的状态沿

着一个不变的零梯度和流形滑动, 并最终收敛至凸

优化问题的全局最优解. 文献 [7]首次揭示了 ZGS
算法与分布式共识算法间的紧密联系. 此后, 基于

ZGS算法的分布式优化研究迅速兴起, 并涌现出大

量成果. 文献 [8]提出了一种应用于分布式凸优化问

题的离散时间 ZGS算法, 该算法适用于有向通信网

络且实现了指数收敛. 为了节约计算和通信资源,
Chen等[9]

提出了一种离散事件触发 ZGS算法并证

明了其指数收敛性; 文献 [10]提出的基于动态事件

触发机制的 ZGS算法和文献 [11]提出的基于间歇

事件触发机制的 ZGS算法进一步节省了资源.
随着分布式优化算法的蓬勃发展和实际工程问

题的需要, 优化算法的收敛速度受到越来越多的关

注. 虽然文献 [7]提出的 ZGS算法能够以指数速度

解决优化问题, 但是其仍然只能在时间趋于无穷大

时收敛至最优解, 这意味着在实际应用中只能达到

次优解. 为了解决这一问题, 文献 [12-13]分别利用

齐次系统理论和滑模控制理论提出了基于 ZGS算

法的有限时间分布式优化算法, 实现了优化问题全

局最优解的有限时间可达性. 结合固定时间稳定性

理论
[14], Wang等[15]

进一步提出了固定时间分布式

优化算法, 摆脱了有限时间分布式优化算法中时间

估计对系统初始状态的依赖. 随后, 学者们从不同角

度更加深入地研究了基于固定时间分布式优化算法

的凸优化问题
[16-18]. 鉴于在解决固定时间优化一致问

题时, 控制目标实现的时间受控制器参数的影响, 文
献 [16, 19] 基于 ZGS算法进一步研究了分布式预定

时间优化一致问题, 其中实现优化一致的时间可根

据需求预先设定.
虽然上述算法的收敛速度得到了大幅提升, 但

是其设计中所涉及到的符号函数在某些实际应用中

可能会导致抖振现象. 这种抖振会影响系统的整体

性能, 增加系统的能量损耗和控制成本. 此外, 多数

现有研究均要求智能体的初始状态处于其局部目标

函数的最小值点
[20], 这一要求显然不符合实际应用

场景. 尽管文献 [15]设计的两阶段优化算法和文献 [21]
设计的基于积分滑模面的无局部最小化的 ZGS算

法成功地取消了对系统初始状态的限制, 但是这两

种算法所含参数过多, 且收敛时间的估计过于繁琐.
另一方面, 上述研究均假设网络通信拓扑是固

定的. 在多智能体系统中, 环境变化、信号干扰以及

智能体和网络故障均可能会导致多智能体间通信链

路的中断或增加, 这种情况可用切换通信拓扑来描

述. 在切换拓扑结构中, 智能体连接关系的动态变化

导致系统一致性控制面临挑战, 研究如何在有限时

间内实现高效稳定的分布式最优一致目标, 探索更

有效的算法和策略具有重要意义. 文献 [22]利用分

布式 ZGS算法研究了受时变通信时滞和切换通信

影响的分布式凸优化问题; 文献 [23]在随机切换无

向拓扑条件下, 设计了基于 ZGS算法的有限时间收

敛协议, 成功使得系统状态在有限时间内收敛至凸

优化问题的最优解. 然而, 针对切换拓扑下多智能体

系统固定/预定时间分布式优化问题的研究尚显不

足, 需要进一步探索和完善.
本文基于固定/预定时间稳定性定理和 ZGS算

法设计两阶段分布式优化算法, 解决切换拓扑下多

智能体系统的分布式固定/预定时间最优一致问题.
所设计算法具有以下优势: 1)不同于针对固定拓扑

的优化算法
[15, 17], 本文利用代数图论和固定/预定时

间稳定性理论设计更具一般性的切换拓扑下的优化

算法; 2)第 1阶段算法可使得智能体的任意初始状

态收敛至各自的局部最优解处, 因此, 本文不限制系

统初始状态为局部目标函数的最优解 ; 3)与文献

[15-17]中的算法相比较, 所设计基于指数函数的算

法巧妙地避免了符号函数的使用, 且所含参数较少,
对时间的估计更简洁. 

1    预备知识

R R+ Rm

m Im 0m Im×m 0m×m

m m×m

∥x∥ x=[x1, x2, . . . , xm]
T∈Rm

A⊗B A B

∇H(x) ∇2H(x) H(x) x

x∈Rm\{0m} k∈R

|⌊x⌉|k=x/∥x∥1−k

符号表示: 本文中,  、 和 分别为实数、

非负实数、 维实空间;   ( )、  ( ) 分
别为 维单位向量 (零向量)和 的单位矩阵

(零矩阵 );  为向量 的

欧氏范数 ;  为矩阵 与 的克罗内克积 ;
和 分别为函数 在 处的梯度

和 Hessian矩阵 ; 对于任意 和 ,
. 

1.1    代数图论

G={ε, ν,A}
ν={ν1, ν2, . . . , νN} ε ∈ ν × ν

(νi, νj)∈ε νi νj

G A=aij∈RN×N (νi, νj)∈ε
aij>0 aij=0

νi Ni={j∈ν|(j, i)∈
ε} G LG=[lij]∈RN×N

lij=−aij lii=
N∑

j=1,j ̸=i

aij G̃={G1,

G2, . . . ,Gχ}
𝟋={1, 2, . . . , χ} G̃ ω(t) :

[0,+∞) 7→ 𝟋 t G̃
Gω(t) t

对于多智能体系统的无向通信图 ,
为智能体的集合 ,  为

边的集合.  表示智能体 与 间可传输信

息 . 图 的邻接矩阵 , 若 ,
则 ; 否则 , 假设每个智能体不需要与自

己通信. 智能体 的邻居集合为

. 图 对应的拉普拉斯矩阵 . 其

中:  ,  . 设无向图图集

为多智能体系统所有可能的通讯拓扑

图,  为 的索引集, 切换信号

为 时刻的通讯拓扑图在图集 里的

索引, 即图 为多智能体系统在时刻 的通讯拓扑
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图.
ω(t) Gω(t)假设 1　对于切换信号 , 通信拓扑图 均

为无向连通图. 

1.2    相关定义和引理

D x、y∈D

θ∈R+ H : Rm → R

定义 1[17]
　给定凸集 , 若对于任意

和 , 二次连续可微凸函数 满足

H(y)−H(x)− (∇H(x))T(y − x) ⩾ θ

2
∥x− y∥2,

H θ ∇2H(x)⩾
θIm M ∈R+

H : Rm → R

则称 为 强凸函数 . 上述条件等价于

. 此外, 对于任意 和二次连续可微凸函

数 , 以下两个条件等价:

(∇H(y)−∇H(x))T(y − x) ⩽M∥y − x∥2,

∇2H(x) ⩽MIm.

G={ε, ν,A}
LG

0<λ2(LG)< . . . <λmax(LG) λ2(LG) LG

1T
mx=0 x∈Rm

xTLGx⩾λ2(LG)x
Tx

引理 1[16]
　对于无向连通图 对应

的半正定拉普拉斯矩阵 , 其特征值由小到大排列

为 , 其中 为

的最小非零特征值 . 此外 , 若 ( ), 则
.
C(x)=W κqx2q

x2(1−q)

x、κ⩾0 W>1 0<q<
1

2

引理 2　函数 为凸函数 .

其中:  ,  , 且 .

C K2 µpq

C(0)=0 p、q∈{1, 2, . . . ,K} Mp⊆{1, 2, . . . ,
K}

引理 3[24]
　给定凸函数 以及 个实数 . 其

中:  ,  , 
为任意一个指标集. 可得到

1

K2

K∑
p=1

∑
q∈Mp

C(µpq) ⩾ C
( 1

K2

K∑
p=1

∑
q∈Mp

µpq

)
.

ẋ(t)=h(x(t)), x(0)=x0 x∈
Rm

V : Rm −→ R+

引理 4　对于系统 (
), 假设原点为该系统的平衡点. 若存在连续可微

且径向无界的函数 满足

dV
dt

⩽ −bW aV q

V 1−q.

a、b>0 W>1 0<q<1

T ⩽ t0 + 1/(abq lnW )

其中:  ,  ,  . 则称该系统是固定

时间稳定的, 收敛时间满足 .
Z(t)=1−W−aV q

V (t)=

0 Z(t)=0
dV
dt

⩽−bW aV q

V 1−q

dZ⩽−abq ln(W )dt t0 t

Z(t)⩽Z(t0)− abq ln(W )(t− t0)

证明　定义 , 当且仅当

时 , 有 . 由于 , 可得到

, 对其两边从 到 进行积分, 可
得到 .

Z(t)⩾0 t⩾ t0 +
Z(t0)

aqb ln(W )
.
=T (t0,

x0) Z(t)≡0 0<W−aV q(t0)⩽1 T (t0,

x0) x0 T (t0, x0)⩽ t0 + 1/[aqb ln(W )]

t⩾ t0 + 1/[aqb ln(W )] Z(t)≡0

t⩾ t0 + 1/[aqb ln(W )]

x(t)≡0

由 可知 , 当

时, 有 . 又由 可知, 
关于 有界 , 即 .

因此, 当 时, 有 成立.
进 一 步 可 得 到 , 当 时 , 有

成立. □

W a W

a

注 1　引理 4给出了基于指数函数的固定时间

稳定性判别条件. 与包含两项的传统固定时间稳定

性定理
[14] 相比, 其形式简洁、参数精简, 因此, 更利

于优化算法的设计和算法收敛时间的估计. 此外, 引
理中参数 和 的选取较为灵活, 可通过调整 和

的值来改变算法收敛时间.
ẋ(t)=h(x(t)), x(0)=x0 x∈

Rm

Tp>0

V : Rm −→ R+

引理 5　对于系统 (
), 假设原点为该系统的平衡点. 对于预先给定的

时间 , 若存在连续可微且径向无界的函数

满足

dV
dt

⩽ − 1

aqTp lnW
W aV q

V 1−q.

a b>0 W>1 0<q<1其中:  、 ,  ,  . 则称该系统是预定

时间稳定的.
dZ⩽−1/Tpdt

t0 t Z(t)⩽Z(t0)−
(t− t0)/Tp

证明　由引理条件, 可得到 , 对
其两边从 到 进行积分 , 可得到

.
0 < W−aV q(t0) ⩽ 1 t ⩾ t0 + Tp ⩾ t0+

Tp(1−W−aV q(t0))= t0 + TpZ(t0) Z(t)⩽
0 Z(t)⩾0 t⩾ t0 + Tp Z(t)≡
0 t⩾ t0 + Tp V(t)≡0

lim
t−→t0+Tp

x(t)=0 t⩾ t0 + Tp x(t)≡0

由于 , 当
时, 可得到

. 又由于 , 则当 时, 可得到

. 进一步可知, 当 时, 有 成立. 即

, 且当 时, 有 . □ 

1.3    问题描述

N

i

考虑由 个智能体组成的一阶多智能体系统,
第 个智能体的动力学行为可描述为

ẋi(t) = ui(t). (1)

i = 1, 2, . . . , N xi(t) = (xi1(t), xi2(t), . . . ,

xim(t))
T∈Rm ui(t)=(ui1(t), ui2(t), . . . , uim(t))

T

∈Rm i

其 中 :  ; 
和

分别为第 个智能体的状态和控制输入.
ui(t)

xi

本文的目标为设计合适的 使得所有智能体

的状态 能够在固定/预定时间内以分布式的方式协

同收敛至下述一致约束优化问题的全局最优解:

min H(x) =
N∑
i=1

Hi(xi);

s.t. xi(t) = xj(t). (2)

x=(x1(t), x2(t), . . . , xN(t))
T∈RNm i, j=1,

2, . . . , N i ̸=j Hi(xi) νi

H(x)

其中:  ; 
,  ;  为智能体 对应的局部目标

函数;  为系统的全局目标函数.
νi Hi(xi)

θi ∇2Hi(xi)⩽MiIm Mi>0

假设 2　智能体 的局部目标函数 二次

连续可微,  强凸, 且满足 ( ).
Hi(xi)

H(x) ψ ψ⩾
N∑
i=1

θi

H(x) x∗ ∇H(x∗)=0

注 2　若函数 满足假设 2中的条件 , 则

是 强凸的 , 其中 . 对于强凸函数

, 存在唯一的 使得 , 即优化问题
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(2)有唯一解.
νi M M=

max
i∈ν

{Mi}
假设 3　智能体 可获得 的值 , 其中

.
 

2    分布式固定时间最优一致算法

ZGS框架的一个基本要求是局部目标函数的梯

度初始和为 0, 此条件一般通过设置系统初始状态为

局部最优解来实现. 为了消除这一限制, 本节将首先

设计算法, 使得系统的任意初始状态能够在固定时

间内收敛至局部最优解. 在此基础上, 基于 ZGS框

架设计算法使得系统在固定时间内收敛至全局最优

解. 

2.1    寻找局部最优解

ui

为了使得各智能体的状态在固定时间内收敛至

局部目标函数的最优解, 设计系统 (1)中的控制输入

为

ui(t) =

− γ[∇2Hi(xi)]
−1W∥∇Hi(xi)∥2q |⌊∇Hi(xi)⌉|1−2q.

(3)

γ>0 W>1 0<q<1/2其中: 控制增益 , 参数 ,  .

T1

T1=1/(2γq lnW)

定理 1　若假设 2成立, 则利用算法 (3), 系统 (1)
中各智能体的状态可在固定时间 内收敛至各自的

局部最优解, 其中 .

证明　根据算法 (3), 系统 (1)可重写为

ẋi(t) =

− γ[∇2Hi(xi)]
−1W∥∇Hi(xi)∥2q |⌊∇Hi(xi)⌉|1−2q.

νi V i
1=

∥∇Hi(xi)∥2 ∇Hi(xi)=0 V i
1=0

V i
1

对 于 智 能 体 ,  考 虑 Lyapunov函 数

, 当且仅当 时, 有 . 对

求导, 可得到

V̇ i
1 = 2∇HT

i (xi)∇2Hi(xi)ẋi =

− 2γ
W∥∇Hi(xi)∥2q

∥∇Hi(xi)∥2q
∇HT

i (xi)∇Hi(xi) =

− bWaVi
1
q

V i
1

1−q
.

a=1 b=2γ其中:  ,  .
t⩾T1=1/(2γq lnW) V i

1=

0 t⩾T1 ∇Hi(xi)=0

由引理4可知, 当 时, 有
, 即当 时, 有 .

x∗
i由假设 2, 有唯一的 使得

Hi(x
∗
i ) = arg minHi(xi),

∇Hi(x
∗
i ) = 0 t⩾T1 xi=x

∗
i

x∗
i Hi(xi)

且 . 因此, 当 时, 有 , 其中

为局部目标函数 的极小值点.

xi x∗
i

xi T1=

另一方面, 算法 (3)的设计与系统的通信拓扑无

关. 在算法 (3)下, 智能体间无需信息交换便可使得

状态 在固定时间内收敛至局部最优状态 . 综上,
利用算法 (3), 智能体的状态 可在固定时间

1/(2γq lnW) x∗
i内收敛至局部最优状态 . □ 

2.2    寻找全局最优解

t⩾T1当 时, 系统 (1) 可重写为如下形式:

ẋi(t) = ui(t), xi(T1) = x∗
i . (4)

x∗ ui

为了使得智能体状态在固定时间内收敛至全局

目标函数的最优解 , 设计 为

ui(t) = −γ[∇2Hi(xi)]
−1

∑
j∈Ni

W (a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q×

(aω(t)
ij )1−q|⌊xi − xj⌉|1−2q. (5)

aω(t)
ij Gω(t)其中:  为图 对应的邻接矩阵中的元素, 其他

参数取值与算法 (3)相同.
由假设 2可知

N∑
i=1

∇Hi(x(T1)) =
N∑
i=1

∇Hi(x
∗
i ) = 0.

N∑
i=1

∇Hi(xi(t))对 求导, 可得到

d
dt

N∑
i=1

∇Hi(xi(t)) =
N∑
i=1

∇2Hi(xi)ẋi = 0.

t⩾T1

N∑
i=1

∇Hi(xi)=Cm Cm

t⩾T1

N∑
i=1

∇Hi(xi(T1))≡0m

这意味着当 时,  , 其中 为

常向量. 进一步地, 当 时,  ,

即算法 (5)满足 ZGS算法的初始条件.

xi T2

x∗
i x∗ T2=

M/[γqλmin
2 (LG(t)) lnW]

定理 2　若假设 1和假设 2成立, 则利用算法 (5),

系统 (4)中所有智能体的状态 可在固定时间 内

从局部最优解 收敛至全局最优解 , 其中

.

证明　基于控制 (5), 闭环系统 (4)可重写为

ẋi(t) = −γ[∇2Hi(xi)]
−1

∑
j∈Ni

aω(t)
ij (xi − xj)×

[W (a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q ]

/
[(aω(t)

ij ∥xi − xj∥2)q].

考虑如下 Lyapunov函数:

V(x) =
n∑

i=1

Hi(x
∗)−Hi(xi)−∇HT

i (xi)(x
∗ − xi),

x=(x1, x2, . . . , xN)
T其中 . 由假设 2可知

V(x) ⩾
N∑
i=1

θi
2
∥xi − x∗∥2.

V(x)
xi=x

∗

V(x)=0 V(x)

因此, 函数 半正定且径向无界. 此外, 当且仅当

时 (即所有智能体的状态均收敛至全局最优

解处), 有 . 对 求导, 可得到

V̇(x) =
N∑
i=1

(xi − x∗)T∇2Hi(xi)ẋi =
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− γ
N∑
i=1

∑
j∈Ni

(xi − x∗)Taω(t)
ij (xi − xj)×

[W (a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q ]

/
[(aω(t)

ij ∥xi − xj∥2)q]. (6)

i、j交换 , 可得到

V̇(x) = −γ
N∑
i=1

∑
j∈Ni

(x∗ − xj)
Taω(t)

ij (xi − xj)×

[W (a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q ]

/
[(aω(t)

ij ∥xi − xj∥2)q].

(7)

结合式 (6)和 (7)可知

V̇(x) = γ

2

N 2

N 2

N∑
i=1

∑
j∈Ni

(aω(t)
ij ∥xi − xj∥2)1−q×

W (a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q .

利用引理 2和引理 3, 进一步可得到

V̇(x(t)) ⩽ −γ
2
N 2

(
W

( 1
N2

N∑
i=1

∑
j∈Ni

a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q

×

1

N 2

N∑
i=1

∑
j∈Ni

aω(t)
ij ∥xi − xj∥2

)1−q

. (8)

N∑
i=1

∑
j∈Ni

aω(t)
ij ∥xi−xj∥2=2xT(LGω(t)

⊗Im)x由于 ,

由式 (8), 可得到

V̇(x(t)) ⩽ −γ
2
N 2W ( 2

N2 xT(LGω(t)
⊗Im)x)q×( 2

N 2
xT(LGω(t)

⊗ Im)x
)1−q

. (9)

x̃(t) =
1

N

N∑
j=1

xj(t) H(x̃(t)) ⩾ H(x∗)

x∗ H(x)
N∑
i=1

∇Hi(xi) ≡ 0

令 , 可知 ,

其中 为全局目标函数 的唯一最小解. 结合

, 有

N∑
i=1

[Hi(x̃)−Hi(xi)−∇HT
i (xi)(x̃−xi)]−V(x)=

H(x̃)−H(x∗)− (x̃− x∗)
N∑
i=1

∇Hi(xi) =

H(x̃)−H(x∗) > 0.

由假设 1和假设 2, 可得到

V(x)⩽
N∑
i=1

Hi(x̃)−Hi(xi)−∇HT
i (xi)(x̃− xi)⩽

M

2

N∑
i=1

∥xi − x̃∥2,

∥xi − x̃∥2=
∥∥∥xi(t)−

N∑
j=1

xj

/
N
∥∥∥2

=
∥∥∥ N∑

j=1

xi−

xj

∥∥∥2/
N 2⩽

N∑
j=1

∥xi − xj∥2
/
N

其 中

.

N∑
i=1

N∑
j=1

∥xi(t)− xj(t)∥2 = 2xT(LG(t) ⊗ Im)x由

和文献 [16] 中的引理 3, 可得到

V(x(t)) ⩽ M

2N

N∑
i=1

N∑
j=1

∥xi − xj(t)∥2 =

M

N
xT(LḠ ⊗ Im)x ⩽
M

λ2(LG(t))
xT(LG(t) ⊗ Im)x. (10)

将式 (10)代入 (9), 可得到

V̇(x(t)) ⩽ −γ
2
N 2W ( 2

N2

λ2(LG(t))

M
V(x(t)))q×( 2

N 2

λ2(LG(t))

M
V(x(t))

)1−q

⩽

− γ

2
N 2W ( 2

N2

λmin
2 (LG(t))

M
V(x(t)))q×( 2

N 2

λmin
2 (LG(t))

M
V(x(t))

)1−q

=

− bWaVq(x(t))V1−q(x(t)).

LG(t)

λmin
2 (LG(t))=min{λ2(LG(t))} a=2q(λmin

2 (LG(t)))
q/

(N 2qM q) b=2−qγ(λmin
2 (LG(t)))

1−q/(N−2qM 1−q)

其中:  为时变通信拓扑图对应的拉普拉斯矩阵,
, 

,  .

t⩾T2 x∗
i ≡x∗ T2=M/

[γqλmin
2 (LG(t)) lnW]

(3) (5)

T =T1 + T2 x∗

由引理 4, 当 时, 有 , 其中

. 结合定理 3可知 , 利用算法

和 , 智能体的任意初始状态均可在固定时间

内收敛至全局最优状态 . □

T

T

γ W q

注 3　在有限时间分布式优化一致控制中, 系统

实现最优一致的时间估计与初始状态有关, 然而, 一
些现实系统的初始状态难以获得 . 本文对于时间

的估计与系统的初始状态无关, 所设计算法 (3)和
(5)可用于处理初始状态无法获得的系统. 此外,  的

值可通过控制器参数 、 和 在物理设备允许的范

围内调整, 参数越大, 时间越短. 在实际应用中, 往往

需要在期望的时间内完成控制目标, 而通过上述调

整参数的方法过于繁琐. 第 3节将通过预先给定的

时间直接精确设置控制器参数, 使得系统状态能够

在预定时间内收敛至全局最优解.
注 4　在文献 [25]中, 智能体的状态可在固定

时间内实现一致, 但是只能在时间趋于无穷大时收

敛至全局最优解; 文献 [7, 12, 20]中的算法要求系统

初始状态在其局部最优解处; 文献 [15-16]设计的算

法虽然避免了对初始状态的限制, 但是其收敛时间

的估计式所含参数较多, 且参数间关联程度复杂, 可
能会耗费较多的计算成本. 所设计两阶段控制算法

(3)和 (5)对系统的初始状态不做限制, 智能体的状

态可在固定时间内到达优化问题的解, 且算法 (3)和
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γ W q

T

(5)的收敛时间估计只涉及 、 和 三个控制器参

数, 时间 的估算式复杂度相对较低. 

3    分布式预定时间最优一致算法

本节将基于所提出算法 (3)和 (5)设计两阶段

分布式预定时间优化算法, 以实现切换拓扑下多智

能体系统的预定时间最优一致性. 

3.1    寻找局部最优解

δTp νi

ui

为了使得系统 (1)中智能体的状态在预定时间

内收敛至局部最优解, 设计智能体 的控制输入

为

ui(t) =

− γ̄[∇2Hi(xi)]
−1W∥∇Hi(xi)∥2q |⌊∇Hi(xi)⌉|1−2q.

(11)

γ̄=1/(2qδTp lnW) W>1 0<

q<1/2 0<δ<1 Tp

其中: 控制增益 , 参数 , 
,  ,  为任意设定的时间.

δTp

定理 3　在假设 1下 , 利用算法 (11), 系统 (1)
中各智能体的状态可在预定时间 内收敛至各自

的局部最优解.
νi

V i
1=∥∇Hi(xi)∥2

证明　对于智能体 , 同样考虑 Lyapunov函数

. 基于算法 (11), 对其求导, 可得到

V̇ i
1 = 2∇HT

i (xi)∇2Hi(xi)ẋi =

− 2γ̄
W∥∇Hi(xi)∥2q

∥∇Hi(xi)∥2q
∇HT

i (xi)∇Hi(xi) =

− 1

qδTp lnW
WVi

1
q

V i
1

1−q
.

δTp ∇Hi(xi)=0

xi=x
∗
i

xi

x∗
i

根据引理 5, 在预定时间 内有 .
由极值点的唯一性可知 . 同样地 , 算法 (11)
的设计与多智能体系统的通信拓扑无关. 智能体仅

需自己的信息便可在算法 (11)下使得状态 在预定

时间内收敛至局部最优解 .

νi xi δTp

x∗
i

综上 , 在切换拓扑下 , 利用算法 (11), 智能体

的状态 能够在预定时间 内收敛至其局部最

优解 . □ 

3.2    寻找全局最优解

t>δTp当 时, 系统 (1)可重写为如下形式:

ẋi(t) = ui(t), xi(δTp) = x∗
i . (12)

(1− δ)Tp

x∗
i x∗

ui

为了使得智能体状态在预定时间 内从

局部最优解 收敛至全局最优解 , 设计控制输入

为

ui(t) = −γ̃[∇2Hi(xi)]
−1

∑
j∈Ni

W (a
ω(t)
ij ∥xi−xj∥2)q×

(aω(t)
ij )1−q|⌊xi − xj⌉|1−2q. (13)

γ̃=M/[λmin
2 (LG(t))q(1− δ)Tp lnW]

W q aω(t)
ij

其中: 控制增益 ,
参数 、 和  的选取和含义与算法 (11)相同.

∼
xi

(1− δ)Tp x∗
i

x∗

定理 4　若假设 1   假设 3成立, 则系统 (12)
中智能体的状态 在算法 (13)的作用下可在预定时

间 内从局部最优解 收敛至全局最优解

.
t

G(t)∈G̃
证明　在任意时刻 , 多智能体系统对应的通信

拓扑图 , 考虑 Lyapunov函数为

V(x(t)) =
n∑

i=1

Hi(x
∗)−Hi(xi)−∇HT

i (xi)(x
∗−xi).

根据定理 2的证明过程, 对其求导, 可得到

V̇(x(t)) ⩽

− γ̃

2
N 2W ( 2

N2

λ2(LG(t))

M
V(x(t)))q×( 2

N 2

λ2(LG(t))

M
V(x(t))

)1−q

⩽

− γ̃

2
N 2W ( 2

N2

λmin
2 (LG(t))

M
V(x(t)))q×( 2

N 2

λmin
2 (LG(t))

M
V(x(t))

)1−q

=

− 1

aq(1− δ)Tp lnW
WaVq(x(t))V1−q(x(t)),

a=2q(λmin
2 (LG(t)))

qN−2qM−q

(1− δ)Tp x∗
i → x∗

(11) (13)

Tp

x∗

其中 . 根据引理 5, 利

用算法 (13) 可在预定时间 内实现 .
结合定理 3可知, 利用算法 和 , 切换拓扑下

智能体的任意初始状态均可在预定时间 内收敛至

全局最优解 . □

sign(·)
注 5　在现有的固定/预定时间优化算法中

[15, 17, 20],
符号函数 为系统实现最优一致发挥了重要作

用, 但是其在实际应用中可能会产生抖振现象. 而所

提出算法的设计避免了符号函数的使用, 可在一定

程度上缓解某些系统的抖振现象. 此外, 与文献 [26]
相比, 智能体间不需要交换彼此的 Hessian矩阵信

息, 这在一定程度上减少了信息传输. 

4    仿真实例

i

考虑由 4个麦克纳姆轮无人车 (UGV)组成的

多智能体系统对未知静态声源的协同搜索问题, 其
通信拓扑如图 1所示. 第 个 UGV动力学模型描述为

ẋi(t) = Axi(t) + Cui(t). (14)

i=1, 2, . . . , 4 xi(t) ui(t) i

A=04×4 C=I4×4

其中:  ;  和 分别为 UGV 的位

置和控制输入; 矩阵 ,  .
 

UGV1

UGV2

UGV3

UGV4

UGV1

UGV2

UGV3

UGV4

UGV1

UGV2

UGV3

UGV4
1 2 3

图1    通信拓扑
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ω(t)定义通信拓扑切换信号 为

ω(t) =


1, s ⩽ t < s+ 0.1;

2, s+ 0.1 ⩽ t < s+ 0.2;

3, s+ 0.2 ⩽ t < s+ 1.

(15)

s=0, 1, . . . G1、

G2、G3 λmin
2 (LG(t))=

min{4, 2, 2}=2

其中 , 其图像如图 2所示. 由拓扑图

对应的拉普拉斯矩阵可得到

.
 
 

0 2 4 6
0

1

2

3

t / s

ω
(t

)

ω(t) ∈ {1, 2, 3}图2   切换信号
 

Ri

B=[bij]∈R4×4 i

j bij=1 bij=0 i

Hi(xi)=
4∑

j=1

bij∥xi −Ri∥2

H(x)=
4∑

i=1

Hi(xi) ∇2H(x)⩽

2I4

R1=(3.2, 4.2)T R2=(1, 2)T

R3=(−1, 2.4)T R4=(−0.5, 5)T

x∗=(0.675, 3.4)T

H(x∗)=16.83

基于图 2所示的切换拓扑, 本例的目标为利用

所设计算法和未知声源周围的参考锚点位置 , 使
得无人车在固定/预定时间内协同定位未知声源的位

置. 定义矩阵 , 若 UGV 可获得锚点

的位置信息, 则 ; 否则 . UGV 对应的局

部目标函数 , 其表明每个

无人车均试图更接近各自的参考锚点. 可知全局目

标函数 强凸 , 且满足

. 该源定位问题的实质为通过最小化到参考锚点

距离的平方和来寻找一个交汇点作为未知源定位的

估计. 取锚点的位置为 ,  ,
,  , 则估计的未知声

源位置 , 各无人车和对应参考锚点

的最小距离平方和 .

γ=2 q=0.4 W=e

T1=0.625

Ri T2=1.25 Ri

x∗ T =1.875

T

首先进行分布式固定时间未知声源定位仿真研

究 . 取 ,  ,    (自然常数 ), 根据定理

1和定理 2, 各无人车可先在 内到达参考

锚点 , 然后在 内从 处到达全局最优解

, 即在固定时间 内各无人车可定位出未

知声源的位置. 图 3为 3组具有不同初始状态的无

人车位置随时间变化情况. 由图 3可知, 具有任意初

始状态的无人车在所提出算法作用下, 可在固定时

间 内定位未知静态声源的位置.
∼

x1(0)=(3, 5)T

x2(0)=(2, 1.8)T x3(0)=(−2, 1)T x4(0)=(1, 4)T

图 4   图 7分别为无人车在文献 [20]和文献 [15]
中的算法与所提出算法作用下位置变化情况对比.
由图 4可见, 对于任意选取的初始状态 ,

,  ,  ,

无人车在文献 [20]算法作用下无法收敛至全局最优

解, 而所提出算法可使得无人车收敛至全局最优解.
由图 5可见, 相较于文献 [15]的算法, 所提出算法对

于收敛时间估计更准确, 且收敛性更快. 由图 6和
图 7可见, 与文献 [15]中的算法相比, 所提出算法能

够在一定程度上缓解抖振现象.
γ

q W
4∑

i=1

Hi(xi)−H(x∗)

0 γ q W
γ q W

图 8为相同初始状态下分别取不同的参数 、

、 时,  的变化曲线. 结合表 1

可知, 不同参数下的优化误差均可在固定时间内收

敛至 . 此外, 调整参数 、 、 的值可以改变声源

定位的时间,  、 和 的值越大, 时间越小.
接下来进行分布式预定时间未知声源定位仿真
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Tp=1 δ=0.5 q=0.4 W=e

γ̄=2.5 γ̃=5

δTp=0.5

Ri Tp=1

x∗

Tp = 1

研究. 选取 ,  ,  ,  , 计算可得

到 ,  . 根据定理 3和定理 4, 各无人车在

算法 (11)和 (13)作用下可先在预定时间

内到达参考锚点 , 最终在预定时间 内到达

全局最优解 , 其位置变化曲线如图 9中虚线所示.
图 9中: 实线表示无人车在文献 [16]中算法下的位

置变化情况, 可以看出该算法在切换拓扑情况下不

能使得无人车位置状态在预定时间 内收敛至

全局最优解.
q

W
4∑

i=1

Hi(xi)−H(x∗)

q W γ̄、γ̃

图 10为相同初始状态下分别取不同参数 和

时, 全局目标函数优化误差

随时间变化情况. 根据算法 (11)和 (13)的设计, 调
整参数 和 的值, 参数 的值也随之变化, 寻源

Tp 0问题的优化误差均可在预定时间 内收敛至 . 

5    结　论

本文研究了切换拓扑下多智能体系统分布式固

定/预定时间优化问题. 利用代数图论、ZGS算法和

基于指数函数的固定/预定时间稳定性定理, 分别设

计了两阶段分布式固定时间和预定时间优化一致算

法. 所提出算法可使得智能体状态先收敛至局部目

标函数的最优解, 再收敛至全局目标函数的唯一最

优解. 其设计不依赖符号函数, 且所需参数较少, 对
收敛时间的估计更简洁. 最后, 以未知静态声源定位

问题为例验证了理论结果的有效性. 未来将继续研

究通信拓扑联合联通下多智能体系统的分布式优化

问题.
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