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摘　要: 针对一类多智能体系统的非光滑约束优化问题, 通过构造合适的时变增益函数和动态事件触发通信机

制, 提出一种结构简单的基于动态事件触发的分布式预定时间优化算法. 与现有分布式非光滑约束优化研究相

比, 所提出的算法收敛性能更优, 收敛时间可由设计者提前给定且收敛时间上界与系统初始状态及控制参数无关;

通信效率更高, 避免了传统连续时间/周期通信带来的通信资源浪费问题; 算法结构更简单, 无需传统的分数幂反

馈及额外的辅助变量. 综合运用预定时间收敛理论、惩罚函数法、代数图论及凸优化理论, 证明了系统决策变量

在预定时间内收敛于最优解的可调邻域内, 且不存在 Zeno 现象. 仿真结果验证了所提出算法的优势及有效性.
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Abstract: For a class of non-smooth constrained optimization problem, by constructing appropriate time-varying gain
function  and  dynamic  event-triggered  communication  mechanism,  we  propose  a  distributed  predefined-time  and
dynamic event-triggered optimization algorithm. Compared with the existing distributed non-smooth optimization, the
proposed algorithm mainly has the following three features: 1) Better convergence performance: the convergence time
can  be  pre-set  by  the  user  in  advance  and  the  upper  bound  of  the  convergence  time  is  independent  of  the  initial
conditions  and  the  control  parameters  of  the  system;  2)  Higher  communication  efficiency:  avoiding  the  waste  of
communication resources in the traditional continuous time/period communication mechanisms; 3) Simpler algorithm
structure:  traditional  fractional  power  feedback and additional  auxiliary  variables  are  not  required.  By leveraging  the
predefined-time convergence theory, penalty function method, algebraic graph theory and convex optimization theory,
we prove that the decision variables of the system can converge to a tunable neighborhood of the optimal solution in a
predefined-time. The Zeno phenomenon is excluded. The effectiveness of the algorithm is verified by simulations.
Keywords: distributed  constrained  optimization； nonsmooth  function； differential  projection  operator； event-
triggered communication；predefined-time convergence

 

0    引　言

多智能体系统分布式协同优化控制由于具有良

好的可扩展性、鲁棒性等优势受到国内外学者的广

泛关注
[1-2]. 在分布式协同优化中, 每个智能体只知道
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自身目标函数及约束信息, 通过智能体间的局部信

息交互, 执行本地决策协议来解决全局优化问题. 由
于具有“去中心化”的特点

[3], 分布式优化可以避免

集中式优化的大部分问题 , 因此广泛应用于电网

资源分配
[4-6]
、传感网络目标定位

[7-8]
、大规模机器学

习
[9-11]

等领域.
在多智能体分布式优化算法设计中, 收敛速率

是评价算法性能优劣的重要指标之一. 针对精确梯

度信息不可用情况, 基于近似梯度方法; 文献 [12]提
出一种渐近收敛的分布式约束优化算法; 文献 [13]
提出了一种基于时变衰减次梯度的分布式优化方法,
用于求解时变通信网络下的集合约束问题; 进一步,
文献 [14]设计了一种改进型比例-积分分布式优化

算法, 用于求解含集合及不等式约束的分布式优化

问题. 上述算法只能得到渐近/指数收敛结果. 然而,
在实际应用中 (如电网资源调度)需要以更快的收敛

速率求解最优解. 为了提高优化算法的收敛速度, 基
于符号函数/加幂积分策略, 研究人员提出了系列分

布式有限时间优化算法, 保证系统决策变量在有限

时间内收敛于最优解
[15-21]. 上述有限时间优化工作主

要分为两类: 一类是收敛时间上界与系统初始状态

有关
[15-17](有限时间收敛); 另一类是收敛时间上界与

系统初始状态无关
[18-21](固定时间收敛). 然而, 基于

符号函数/加幂积分策略的分布式有限/固定时间优

化方法存在以下两点局限: 1) 算法结构相对复杂. 由
于采用了加幂积分方法, 导致在算法实施过程中需

要进行分数幂反馈, 使得算法的收敛性分析较为复

杂, 不利于进一步解决非光滑的优化问题, 也较难进

一步融合事件触发通信方式. 2) 收敛时间上界相对

保守且不易调节. 在基于符号函数/加幂积分策略的

方法中, 其收敛时间上界估计值往往是一个与系统

参数有关的较为复杂的表达式, 因此不利于用户进

行直接调节, 从而使得收敛时间上界估计值通常大

于系统实际收敛时间. 为了克服上述方法的局限性,
借鉴于预定时间收敛理论, 研究人员提出了基于时

变增益函数的分布式预定时间优化方法
[22-23]. 在该方

法中, 通过将时变增益函数嵌入至传统的分布式优

化方法中, 实现整数幂状态反馈, 降低了算法的结构

复杂性, 且该收敛时间上界与系统任何参数无关, 并
可由设计人员在算法运行前提前设定. 然而, 在上述

工作中
[15-23], 算法均要求智能体间进行实时通信, 这

大大增加了系统的通信负担, 降低了通信效率.
另一方面, 高效通信方式是设计分布式优化算

法时必需考虑的一个重要因素. 因此, 为了减少智能

体间的通信频率、提高通信效率, 事件触发机制方法

被广泛应用于网络化控制系统中
[24-25]. 近年来, 针对

多智能体系统的分布式优化问题, 许多学者提出了

基于事件触发的分布式优化算法
[26-29]. 针对优化函数

强凸且可微的情形, 基于比例积分思想, 文献 [26]设
计了一种分布式事件触发优化算法. 对于优化函数

二次可微的情形, 文献 [27]在零梯度和框架下设计

了一种非连续通信的分布式优化控制算法. 进一步,
针对集合约束优化问题, 基于状态投影信息方法, 文
献 [28]提出了一种固定步长的分布式事件触发优化

算法. 为了更进一步节约通信资源, 文献 [29]通过在

事件触发机制中设置额外的内部变量, 设计了一种

分布式动态事件触发优化算法. 然而, 上述基于事件

触发的分布式优化工作只能实现渐近/指数收敛
[26-29],

无法得到更快速的有限/固定/预定时间收敛结果, 故
而较难应用于对收敛时间要求较高的场合.

为了同时提高算法的收敛速度和通信效率, 研
究人员提出了系列基于事件触发的分布式有限时间

优化算法
[30-34]. 虽然基于事件触发的分布式有限时间

优化工作的研究已取得一定成果, 但还存在一些问

题需要进一步讨论. 例如, 在文献 [30-32]中, 只能实

现有限/固定时间收敛, 无法实现性能更优的预定时

间收敛; 在文献 [33]中, 所提出的算法需要与邻居智

能体交换辅助变量, 这在一定程度上增加了算法的

计算量与通信量; 另外, 上述研究工作
[30-34]

只能适用

于目标函数光滑的场合 (特别的, 文献 [31]需要进一

步假设目标函数满足一些特定的形式, 文献 [30, 32,
34]需要目标函数满足二次可微条件), 这无疑大大

降低了算法的适用范围. 因此, 针对非光滑的集合约

束优化问题, 设计同时具有快速收敛速率以及高通

信效率的分布式优化算法, 是亟待解决的一个问题.
在上述分析基础上, 针对集合约束下的非光滑

优化问题, 本文综合利用时变增益函数、微分投影算

子、次梯度信息以及惩罚函数法, 提出一种新的基于

动态事件触发的分布式预定时间优化算法. 本文的

主要工作概括如下:
1) 针对含有集合约束的非光滑优化问题 , 本

文提出一种新的基于事件触发通信的分布式预定时

间优化算法 . 与现有渐近 /指数收敛研究工作不

同
[12-14, 26-29], 所提出算法保证系统决策变量在预定时

间内收敛于最优解的可调邻域内并同时节约网络通

信资源. 与现有分布式有限时间优化工作不同 (处理

光滑优化问题)[30-34], 所考虑的非光滑优化目标函数

更具一般性, 难度更高, 适用范围更广.
2) 本文提出的算法在结构上更简单. 不同于传

统分数幂反馈有限时间方法
[15-21], 本文所提出的基于
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时变增益函数的整数幂反馈预定时间方法, 可大大

降低算法设计、收敛性分析的复杂性; 不同于传统基

于辅助变量的方法
[23,26], 本文所提出方法不需要额外

的辅助变量且无需交换梯度信息, 在一定程度上降

低了算法的计算负担.
本文算法设计及分析的主要难点为: 针对梯度

信息不可用及含有集合约束的非光滑优化问题, 在
不额外增加辅助变量的前提下, 如何将时变增益函

数、事件触发通信机制、惩罚函数及微分投影算子有

机巧妙融合, 从而解决网络通信资源受限的非光滑

约束优化的快速收敛问题. 

1    预备知识与问题描述

R Rn Rnm n

n m 1n n

|| · ||1 || · ||
int(Ω) ∂Ω Ω

Ω

符号说明　 ,  ,  分别表示实数集、  维

列向量以及 行 列的实矩阵.  表示 维元素全

为 1的列向量. 符号  , 分别代表向量的一

范数以及二范数.  、 分别表示集合 的内

部空间以及集合 的边界. 

1.1    图　论

G =

(V,E) V E

= {(j, i), i, j ∈ V } ⊂ V × V

(j, i) i j

Ni = {j ∈ V |(j, i) ∈ E} i

G i, j

(i, i1), (i1, i2), . . . , (ik, j), il ∈ V

G

考虑一个包含 N 个智能体的无向通信网络

. 其中:  表示所有智能体构成的节点集合; 
表示智能体间所有边

的集合且 表示智能体 可以接收到智能体 传输

的信息; 令 表示智能体 所

有邻居的集合. 若图 中的任意两个节点 之间均

有一条路径 , 则称

图 是连通的. 

1.2    凸优化和微分投影算子

f(x) ∀x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1] f(λx+

(1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y) f(x) :

x ∈ Rn → R ∇f(x) f x

f (x− y)T(∇f(x)−∇f(y)) ⩾
α||x− y||2 f α f

||f(x)− f(y)|| ⩽ l||x− y|| f l

f(x) f(x)

g(x) : Rn → Rn f(x) + g(x)
T
(y − x)

⩽ f(y) g(x) f x g(x)

∈ ∂f(x) x

PΩ(x) = argmin
y∈Ω

||x− y||. TΩ(x)

NΩ(x) x Ω

TΩ(x) =
{
y : y = lim

k→∞

xk − x

zk
zk ⩾ 0, zk → 0, xk ∈

Ω,xk→x
}

NΩ(x)={y : yT(z−x)⩽0}. nΩ(x)

= {y : ||y|| = 1, yT(z − x),∀z ∈ Ω}

若对于 ,  有

, 则称函数

为凸函数. 定义 为函数 在 处

的梯度, 若函数 满足

, 则称函数 为 -强凸函数; 若函数 满

足 ,  则 称 函 数 为 -
Lipschitz连续. 当函数 不可微时 (即 非光滑),
如果函数 满足 

, 则称 为函数 在 处的次梯度, 即
. 对于一个闭凸集, 集合中元素 在集合上的

投影定义为  令 ,

分别为点 在集合 上的切锥和法锥. 其中:

, 

,  令

.
x ∈ int(Ω) y Ω引理 1[33]

　 ,  在集合 切锥上的投

PTΩ(x)
(y) = y x ∈ ∂Ω max

z∈nΩ(x)
zTy ⩽ 0

PTΩ(x)
(y) = y x ∈ ∂Ω max max

z∈nΩ(x)
zTy⩾ 0

PTΩ(x)
(y)= y − (yTz∗)z∗ z∗ = arg max

z∈nΩ(x)
yTz

影 ; 当   ,  时 , 有

; 当 ,  时, 有

, 其中   .
 

1.3    基于时变增益函数的预定义时间收敛

ẋ=−σh(t)x(t)

x(0) = x0 x(t) tf

x0(β/(1 + β))
σ

σ tf

h(t) = ϕ̇(t)/(1− ϕ(t)+

β) β ∈ (0, 1) ϕ(t)

引理 2[33]
　考虑微分动力学系统 ,

, 系统状态 将在预定时间 收敛到

. 其中:  为任意大于 0的常数,  为

用户提前设定的收敛时间. 

,  ,  为时变函数, 且满足如下条件:

t = 0 ϕ(t) = 0 ϕ̇(t) = 01) 当 时,  ,  ;

t ∈ (0, tf) ϕ(t) > 0 ϕ̇(t) > 02) 当 时,  ,  ;

t ⩾ tf ϕ(t) = 1 ϕ̇(t) = 03) 当 时,  ,  .
 

1.4    问题描述

N

i xi ∈ Rr

fi(xi) : R
r → R

Ω

x∗

x∗

考虑由 个智能体组成的系统. 对于任意智能

体 , 假设每个智能体都有一个决策变量 , 一

个局部非光滑成本函数 以及一个集

合约束 . 因此, 本文的优化目标为设计基于事件触

发通信的分布式预定时间优化协议使得系统决策变

量在预定时间内收敛于全局最优解 的可调领域

内.  为如下优化问题的最优解:

min f(x) =
N∑
i=1

fi(xi);

s.t. xi ∈ Ω, ∀i ∈ V. (1)

x = [xT
1 , . . . , x

T
N ]

T ∈ RNr其中 . 进一步, 基于多智能

体一致性理论, 优化问题 (1)等价于

min
N∑
i=1

fi(xi);

s.t. xi = xj, xi ∈ Ω, ∀i, j ∈ V. (2)

为了解决上述问题, 需做如下假设.

fi(xi) Ω αi li

假设 1　在本文所研究的多智能体分布式优化

问题中, 智能体间的通信网络是无向连通的; 局部目

标函数 在凸集 上是 -强凸且 -Lipschitz连

续的.

xi fi(xi) xi

∂fi(xi) Mi

假设 2　若 有界 , 则 在 处的次梯度

总是有界的, 即存在正常数 , 使得下式成

立:

max

{∣∣∣∂fi(xi)

∂xi,1

∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∂fi(xi)

∂xi,r

∣∣∣} ⩽ Mi.

K K>max{Nli

i ∈ V } N li

引理 3[35]
　若惩罚常数 满足 ,

. 其中 为智能体的个数,  为 Lipschitz常数,

则上述全局优化问题 (2)等价于如下优化问题:
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minL(x) =
∑
i∈V

fi(xi) +
K

2

∑
i∈V

∑
j∈Ni

||xi − xj||1;

s.t. xi ∈ Ω, i ∈ V. (3)

K

2

∑
i∈V

∑
j∈Ni

||xi − xj||1其中 为精确罚函数项.

综上, 本文需要解决的问题可进一步总结如下.

xi

问题 1　针对非光滑的集合约束问题 (3), 设计

事件触发通信机制下具有预定时间收敛性能的分布

式优化算法, 使得智能体的状态 在预定义时间快

速收敛于最优解的可调邻域内. 

2    算法设计与收敛性分析 

2.1    算法设计

针对问题 1, 基于次梯度、微分投影算子以及时

变增益函数, 结合动态事件触发机制, 本文提出了一

种动态事件触发通信下的分布式预定时间优化算法

ẋi(t) ∈

PTΩ(xi(t))

[
− ϑ(t)

(
∂fi(xi(t))+

K
∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
)]

, xi(0) ∈ Ω. (4)

x̂i(t) = xi(t
i
k) i tik

tik i k

∂fi(xi(t)) xi TΩ(xi(t))

xi Ω PTΩ(xi(t)) Ω xi(t)

K ϑ(t) =

h(t) + 1 h(t) Sgn(∗) = [sgn1(∗),
. . . , sgnr(∗)]T sgn(∗)

其中 :  表示智能体 在触发时刻 的

决策变量 ,  表示智能体 的第 个触发时刻 ;
为目标函数在 处的次梯度;  表

示 在集合 上的切锥;  为集合 在

处切锥的投影; 常数 定义如引理 3所示; 
,  定义如 1.3节所示; 

,  为符号函数, 有

sgn(∗) =


{1}, ∗ > 0;

[−1, 1], ∗ = 0;

{−1}, ∗ < 0.

(5)

为减少智能体间的通信负担, 设计如下动态事件触

发机制:

tik+1 =

inf
{
t : t ⩾ tik, νi

(
γi||ei(t)||1+

KeT
i (t)

∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
)
> ζi(t)

}
. (6)

νi, γi ei(t) = x̂i(t)− xi(t)

ζi(t)

ζi(0) > 0

其中: 参数 为正常数;  表示

测量误差;  是设计的内部动态变量, 且初始值

, 具体有

ζ̇i(t) = − ϑ(t)
{
ηiζi(t) + δi

(
γi||ei(t)||1+

KeT
i (t)

∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
)}

, (7)

ηi, δi 0 < δi ⩽ 1 ηi > (1− δi)/νi其中 为满足 ,  的正

常数.

xi = xj

∥xi−
xj∥1

注 1　由引理 3可知, 问题 (3)与原问题 (2)是
等价的, 因此本文主要对转换后的问题 (3)进行算法

设计. 在问题 (3)中, 通过惩罚函数法将 这一

全局耦合约束转换成目标函数的一部分. 在此基础

上, 根据梯度下降法、投影算子、时变增益函数策略,
可设计分布式预定时间事件触发优化算法 (4). 值得

注意的是, 算法 (4)中的符号函数项是通过对

求导得来的, 与传统的基于符号函数的有限时

间/固定时间方法有本质区别. 由于符号函数的不连

续性, 不可避免地会造成系统一定的振荡现象, 从而

使得系统决策变量无法平滑地收敛到最优解. 在未

来的研究工作中, 期望能设计出更加合理的惩罚函

数从而避免在算法 (4)中使用符号函数.
注 2　为了更清晰地阐述算法 (4)的优势, 给出

现有基于比例积分一致性的算法
[23,26]

ẋi(t)=k(t)
[
− α∇fi(xi(t))−β

N∑
i=1

Lijxj(t)−qi(t)
]
,

q̇i(t) = αβk(t)
N∑

j=1

Lijxj(t),
N∑
i=1

qi(0) = 0n. (8)

−∇fi(xi)

qi(t) ∇fi(xi)

K
∑
Ni

∥xi − xj∥1

在上述算法中,  用来保证系统决策变

量收敛于最优值,  用来消除 这一非零项

对决策变量一致性造成的影响. 然而, 在本文提出的

算法中, 由引理 3可知, 惩罚常数 及

可保证系统决策变量最终趋于一致, 因此无需额外

的辅助变量, 这进一步降低了智能体的计算及通信

负担. 

2.2    收敛性分析

x∗= [(x∗
1)

T
, (x∗

2)
T
, . . . ,

(x∗
N)

T]T x∗
i ∈ Ω K >

max{Nli}

引理 4　如果假设 1和假设 2都满足, 则称分布

式优化算法 (4)的平衡点

是问题 (3)的最优解, 当且仅当 , 
以及下式成立:

0r ∈ PTΩ(x∗
i )

{
− ϑ(t)

(
∂fi(x

∗
i )+

K
∑
j∈Ni

Sgn(x∗
i − x∗

j)
)}

. (9)

A = −ϑ(t)
(
∂fi(x

∗
i ) +K

∑
j∈Ni

Sgn(x∗
i

−x∗
j)
)

x∗
i

x∗
i ∈ int(Ω), 0r ∈ A; x∗

i ∈ ∂Ω, 0r ∈ A; x∗
i

∈ ∂Ω,A ∈ NΩ(x
∗
i ) ∼ x∗

i ∈ Ω

证明　令

, 若式 (9)成立, 则 至少满足如下一个条件:

1)    2)    3) 
. 结合 1)   3)可知 , 当 ,

下式成立:

A ∈ NΩ(x
∗
i ), (10)
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NΩ(x
∗
i ) x∗

i Ω

x∗ x∗
i

∈ Ω

其中 为 点在 上的法锥. 根据 KKT优化

条件
[36]

可知 ,  是问题 (3)的最优解当且仅当

以及下式成立:

0r ∈ −A+NΩ(x
∗
i ). (11)

x∗

x∗
i = x∗

j , ∀i, j ∈ V

显然, 式 (10)与 (11)等价. 因此, 分布式优化算法 (4)
的平衡点 是问题 (3)的最优解. 进一步, 由引理 3
可知, 分布式优化算法 (4)的平衡点是问题 (2)的最

优解, 此时有 . □

下面给出本文的主要结果.

xi(t)

定理 1　若假设 1和假设 2成立, 则各智能体在

分布式算法 (4)及事件触发机制 (6)和 (7)作用下, 系统

决策变量 在预定时间内收敛于最优解的一个可

调邻域内, 即

lim
t→tf

∥xi(t)− x∗
i || ⩽

√
2
( β

1 + β

)ρ

V (0);

∥xi(t)− x∗
i || ⩽

√
2
( β

1 + β

)ρ

V (0), ∀t > tf ;

lim
t→∞

∥xi(t)− x∗
i ∥ = 0.

(12)

tf β

ρ = min{2α, γ} α = min{α1, . . . , αN} γ

= min
i∈V

{
ηi +

δi − 1

νi

}
V (0)

V (t)

其中:  为用户预先设定的收敛时间;  定义如 1.3
节所示;  ,  , 

;  为候选李雅普诺夫函数

的初始值.
证明　考虑如下候选李雅普诺夫函数:

V (t) = V1(t) + V2(t). (13)

V1(t)=
1

2

∑
i∈V

∥xi(t)−x∗
i ∥

2
V2(t) =

∑
i∈V

ζi(t)其中:  ,  .

由触发条件 (6)可知

νi

(
γi||ei(t)||1 +KeT

i (t)
∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
)
⩽

ζi(t).
(14)

因此, 式 (7)可改写为

ζ̇i(t) ⩾ −ϑ(t)
(
ηiζi(t) +

δi
νi

ζi(t)
)
. (15)

ζi(0) > 0由于 , 可得如下结论:

ζi(t) ⩾ ζi(0)e
−(ηi+δi/νi)t > 0. (16)

V2=
∑
i∈V

ζi(t) ⩾0, ∀t ⩾0 V (t)

= V1(t) + V2(t) ⩾ 0 t ⩾ 0 V (t)

由式 (16)可知,  . 因此, 

在 时恒成立, 即 是合

理的候选李雅普诺夫函数.
V1(t) LFV1 φ ∈

LFV1 V1

令 的李导数为 , 则对于任意

, 根据算法 (4)以及 的定义可得

LFV1 =
{
φ ∈ R : φ =

N∑
i=1

(xi(t)− x∗
i )

Tẋi(t)
}
.

(17)

由算法 (4)以及切锥、法锥的定义可知

∆1 − ẋi(t) ∈ NΩ(xi(t)), (18)

其中

∆1 ∈ −ϑ(t)
(
∂fi(xi(t))+K

∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
)
.

xi(t) Ω进一步, 根据 在集合 上法锥的定义可知, 式

(18)可改写成

(xi(t)− x∗
i )

T(∆1 − ẋi(t)) ⩾ 0. (19)

根据假设 1和假设 2以及式 (17)和 (19), 可知以下

结论成立:

φ
(a)

⩽
∑
i∈V

(xi(t)− x∗
i )

T∆1

(b)

⩽

− αϑ(t)
∑
i∈V

(xi(t)− x∗
i )

T(xi(t)− x∗
i )−

ϑ(t)K
∑
i∈V

∑
j∈Ni

(xi(t)− x∗
i )

TSgn(x̂i(t)− x̂j(t))
(c)

⩽

− αϑ(t)
∑
i∈V

∥xi(t)− x∗
i ∥2−

1

2
ϑ(t)K

∑
i∈V

∑
j∈Ni

(x̂i(t)− x̂j(t))
TSgn(x̂i(t)−

x̂j(t)) + ϑ(t)K
∑
i∈V

∑
j∈Ni

eT
i (t)Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))

(d)

⩽

−2αϑ(t)V1 + ϑ(t)K
∑
i∈V

∑
j∈Ni

eT
i (t)Sgn(x̂i(t)−

x̂j(t)). (20)

(a)

fi(xi(t)), ∀i ∈ V

(b)

(c) V1(t)

(d)

其中: 联立等式 (17)与不等式 (19)可得不等式

成立; 由各智能体目标函数 的强凸

性以及通信拓扑的无向连通性质可知不等式 成

立; 由Young不等式可知不等式 成立; 最后, 由

定义可知不等式 成立.

V2(t)对 求导得

V̇2(t) =
∑
i∈V

ζ̇i(t) =

−
∑
i∈V

(
ϑ(t)ηiζi(t) + ϑ(t)δi

(
γi||ei(t)||1+

KeT
i (t)

∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
))

. (21)

联立式 (20)、(21)可得

V̇ (t) ⩽
− 2αϑ(t)V1(t)− ϑ(t)

∑
i∈V

ηiζi(t)−
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ϑ(t)K
∑
i∈V

∑
j∈Ni

(δi − 1)eT
i (t)Sgn(x̂i(t)−

x̂j(t))− ϑ(t)
∑
i∈V

δiγi||ei(t)||1. (22)

由事件触发条件 (6)和 (7), 不等式 (22)可进一步写

成

V̇ (t) ⩽ − 2αϑ(t)V1(t)− γϑ(t)V2(t) ⩽
− ϑ(t)ρV (t), (23)

ρ = min{2α, γ} t ∈ [0, tf)其中 . 当 时, 根据引理 2及式

(23)可知

V (t) →
( β

1 + β

)ρ

V (0), ∀t → tf . (24)

V (t)结合 的定义可知

∥xi(t)−x∗
i ∥ →

√
2
( β

1 + β

)ρ

V (0), ∀t → tf . (25)

t ∈ [tf ,∞) ϑ(t) = 1当 时, 可知 , 此时有

V̇ (t) ⩽ −ρV (t). (26)

因此, 如下不等式恒成立:

V (t) ⩽ e−ρ(t−tf )V (tf). (27)

V (t)结合 的定义, 式 (27)可进一步写为

∥xi(t)− x∗
i ∥ ⩽

√
2e−ρ(t−tf )V (tf), ∀t ⩾ tf . (28)

t ⩾ tf xi(t),

∀i ∈ V ρ

由式 (28)可知, 当 时, 智能体决策变量

将以指数速率 收敛于最优解. □
i

Ω Ωi

Ω Ωi

Ω

注 3　对于每个智能体 而言, 通过增加额外的

Slater条件, 可以将集合约束 改成局部集合约束 .
根据定理 1的证明过程可知, 只需在算法设计和收

敛性分析中将 改成 即可, 并不会给现有工作增

加困难. 为了简便起见, 本文考虑集合约束 .

ρ ρ α

α γ

γ < 2α ηi δi νi

γ ⩾ 2α

xi ρ = 2α

注 4　由式 (25)和 (28)可知, 算法收敛速率与

参数 有关. 根据 的定义可知, 当强凸参数 较小时,
收敛速率主要由目标函数的参数决定. 当强凸参数

较大时, 收敛速率主要由触发参数 决定. 具体如

下: 若 , 则通过增大 和 , 并减小 可适当

提高算法收敛速率; 若 , 则各智能体决策变量

将以指数速率 收敛于最优解.
定理 2　若假设 1和假设 2都满足, 则各智能体

在分布式优化算法 (4)及事件触发通信机制 (6)和
(7)下运行, 则系统不会发生 Zeno现象.

i t = tik ei(t
i
k) =

0 t ∈ [tik, t
i
k+1) ei(t)

证 明　当 智 能 体 在 时 ,  有
. 当 时, 根据 的定义, 有

ei(t) = −
w t

ti
k

ẋi(t)dt. (29)

ϕ̇(t)由时变增益函数的定义可知 是有界的, 令

ε= maxt{ϕ̇(t)} ϑ(t)⩽(ε+ β)/β

fi(xi(t)) xi(t) ∂fi(xi (t)){∣∣∣∂fi(xi(t))

∂xi,1(t)

∣∣∣, . . . , ∣∣∣∂fi(xi(t))

∂xi,r(t)

∣∣∣} ⩽ Mi

, 可知 . 由假设 2可

知 , 函数 在 处的次梯度 是

有界的, 且有 .

由符号函数的定义以及向量一范数的性质可知

K
∣∣∣∣∣∣∑

j∈Ni

Sgn(x̂i(t)− x̂j(t))
∣∣∣∣∣∣

1

⩽rKN .

PTΩ(xi(t))由 的定义, 结合式 (5)可知

||ẋi(t)||1 ⩽
2r((ε+ β)(Mi +KN))

β
. (30)

将式 (30)代入 (29)可得

||ei(t)||1 ⩽ (t− tik)
2r(ε+ β)(Mi +KN)

β
. (31)

t = tik+1在触发时刻 , 由触发条件 (6)可知

γi||ei(tik+1)||1 +KeT
i (t

i
k+1)

∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t
i
k+1)−

x̂j(t
i
k+1)) >

1

νi

ζi(t
i
k+1). (32)

Sgn(∗)由 函数的定义, 有

γi||ei(tik+1)||1+

KeT
i (t

i
k+1)

∑
j∈Ni

Sgn(x̂i(t
i
k+1)− x̂j(t

i
k+1)) ⩽

||ei(tik+1)||1(γi + rKN). (33)

由不等式 (16)可知

ζi(t
i
k+1) ⩾ ζi(0)e

−(ηi+δi/νi)t
i
k+1 . (34)

将式 (33)、(34)代入 (32)可得

||ei(tik+1)||1 ⩾
ζi(0)e−(ηi+δi/νi)t

i
k+1

νi(γi + rKN)
. (35)

t = tik+1在不等式 (31)中令 , 结合式 (35)可得

tik+1 − tik ⩾
βζi(0)e−(ηi+δi/νi)t

i
k+1

2rνi(ε+ β)(Mi +KN)(γi + rKN)
> 0. (36)

由式 (36)可知, 智能体间的任意两个触发间隔严格

大于 0. 因此, 系统不会发生 Zeno现象. □
注 5　与现有大部分研究工作相比, 本文所提出

算法主要有以下特征: 1) 在算法性能方面, 不同于现

有仅仅考虑有限/固定时间收敛
[15-20] 或者仅仅考虑

事件触发通信
[26-29]

的分布式优化工作, 本文提出一

种同时考虑预定时间收敛性能和事件触发通信的分

布式优化算法, 极大提高了算法的收敛性能. 2) 在优

化问题方面, 不同于现有基于事件触发的分布式有

限/固定/预定时间优化算法
[30-34], 本文考虑一种更加

复杂的非光滑优化问题. 3) 在预定时间算法设计方

面, 现有有限/固定/预定时间优化方法大都采用加幂

积分思路
[15-21]. 然而, 加幂积分方法导致算法在结构
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xi = xj

上更为复杂. 同时, 算法的收敛上界相对更加保守且

不易调节. 本文提出的基于时变增益函数的方法可

巧妙规避这些问题. 4) 在算法结构方面, 为了解决优

化问题的一致性约束 , 现有工作通常需要设

计额外的辅助变量
[23,26], 从而保证决策变量最终趋于

一致值. 本文通过构造合适的惩罚函数项, 在无需额

外的辅助变量前提下巧妙解决了非光滑约束的一致

性优化问题, 进一步精简了算法的冗余变量, 提高了

算法的运行效率.
 

3    仿真研究

本节通过两个数值仿真案例来验证本文所提出

算法的有效性和优势.

xi =

[xi,1, xi,2]
T∈R2, ∀i∈V fi=xT

i aixi

+bTi xi+ci||xi||1 a1=[1 2; 0 1] a2=[0 1; 2 2]

a3=[1 5; −2 1] a4=[1.5 2; 2 0.5] b1 = [0.7, 0.8]T

b2 = [1, 1]T b3 = [0.5, 0.5]T b4 = [0.4, 1.2]T c1 = c2

= c3 = c4 = 0.5 ||xi − o|| ⩽ 5, ∀i

案例 1　考虑由 4个智能体组成的多智能体系

统, 智能体间的通信拓扑为无向环形拓扑. 令

. 局部成本函数为 

. 其中:  ,  ,

,  ;  ,

,  ,  ; 

. 集合约束给定为 

∈ V o = [2, 3]
T

x1(0)=[4, 6]
T
x2(0)=[−0.5, 6.5]

T
x3(0)=[−1, 0]

T

x4(0) = [4.5, 0]
T

, 其中 ; 智能体的决策变量初始值为

,  ,  ,

.

1) 算法基本性能测试. 为了测试算法的预定时

间收敛性能, 时变增益函数的参数选择为

h(t) =


10

0.86
t6 − 24

0.85
t5 +

15

0.84
t4, 0 ⩽ t < tf ;

1, t ⩾ tf .
(37)

tf = 0.8 s

νi=0.82 δi = 1 γi=1 500 ζi(0) =

1 200 ηi = 0.54 i ∈ V

其中预定收敛时间 . 对于动态事件触发函

数的参数, 选择 ,  ,  , 
,  ,  .

xi,1 xi,2 (i = 1, 2, 3, 4)

t ⩾ 0 xi (∀i ∈ V )

x∗
i xi,1, xi,2

图 1以 、 为横、纵坐标, 展
现了当 时, 各决策变量 的运行轨迹.
其中, 红色外圈为所设定的集合约束, 黑色圆点为系

统决策变量的初始值, 紫色星号为决策变量的最终

值. 可以清晰地看出, 智能体的决策变量初始值在集

合当中, 且对于之后任意时间, 每个智能体的决策变

量始终在集合内, 并最终收敛到边界上的近似最优

解 . 图 2描绘了状态 状态随时间变化的运
 

x3,1

--
-

--
-

--
-

--
-

x 3
,2

t = 0

t = 1.2  s

x (t)3

t = 0

t = 1.2  s

x1,1

x 1
,2

x (t)1

x4,1

x 4
,2

t = 0

t = 1.2  s

x (t)4

t = 0

t = 1.2  s

x2,1

x 2
,2

x (t)3

i图1    案例 1 智能体 的决策变量运动轨迹
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(a)   决策变量 x (t)  i , 1 (b)   决策变量 x (t)  i, 2

i xi,1 xi,2图2    案例 1 智能体 决策变量 , 变化曲线
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tf

ϕ2(t) = ν2

(
γ2∥e2(t)∥1+

KeT
2(t)

∑
j∈N2

Sgn(x̂2(t)− x̂j(t))
)

动轨迹 , 可以清楚地看到各决策变量在预定时

间 内一致性地收敛到最优解 . 图 3则展示了智

能体 2的触发情况 , 其中

.
 
 

0 0.8 1.2
t /s

0

0.4

0.8

1.2

-3
o

(t
),
ζ
(t
) 
/1

0
2

2

0.4

ζ (t)2

ο (t)2/

/

图3   案例 1 智能体 2 触发情况
 

2) 对比实验. 为了进一步测试所提出的算法的

性能, 将算法 (4)与文献 [35]的算法 (19)进行对比

试验, 其中各智能体的初始值、控制参数均与测试

1)相同.
从图 4(a), (b)可以看出, 算法 (4)与文献 [35]所

提出的算法 (19)均能实现最小化全局成本函数, 但
算法 (4)可以在预定时间 0.8 s内求解优化问题, 且
其收敛时间比文献 [35]中的算法 (19)的收敛时间

更快. 在仿真时间内, 文献 [35]中各智能体的触发次

数为 50 000次, 而算法 (4)中各智能体触发次数分别为

2 427, 1 555, 2 727, 4 967次. 这意味着本文所提出的算

法与文献 [35]中的算法 (19)相比可以有效地节约多

智能体系统的通信资源.
 
 

0 0.3 0.6 0.9 1.2

t /s

0 2.5 5.0 7.5 10

-20

t /s

(a)   本文算法 

(b)   文献[35]算法

45

110

175

240

f 
(x

)

f (x*) = -18.596

-20

45

110

175

240

f 
(x

)

f (x*) = -18.019

f(x)图4   案例 1 不同算法下成本函数 变化曲线
 

案例 2　在智能电网的电池储能系统 (BESS)

fi(xi)=
0.5(xi1 + 0.1)2+0.02||xi1||1+0.1e−0.2x2

i1+0.5(xi2+
0.2)2+0.01||xi2||1+0.15e−0.2x2

i2+0.5(xi3 + 0.25)2+

0.15||xi3||1 + 0.2e−0.2x2
i3 . xi1

xi2 xi3

x1(0) = [1.3, 2.5,

6.6]T x2(0)=[2.2, 2.8, 6.4]T x3(0)=[3.4, 3.5, 3.7]T

x4(0) = [4.2, 4.5, 4.1]T x5(0) = [4.5, 3.8, 4.6]T

B1 ⩽ xi ⩽ B2 B1 = [1, 2, 3]T B2 =

[10, 9, 8]T h(t)

tf = 0.02 s

νi = 0.1 δi = 1 γi = 3 000 ζi(0) = 50 ηi = 0.5

i ∈ V

中, 其成本函数通常由资本支出、运营支出、充放电

成本以及电池容量约束等因素组成
[19]. 考虑如下由

5个电池组组成的电池储能系统, 电池组间的通信拓

扑为无向环形拓扑. 各电池组的成本函数为

   其中: 决策变量 为电池

当前储能水平,  为电池充放电速率,  为电池老化

参数. 各电池组决策变量初始值为

,  ,  ,
,  . 集合

约束给定为 , 其中 , 
. 时变增益函数 参数与案例 1中相同,

预定义收敛时间 . 动态事件触发参数

,  ,  ,  ,  ,
.

t = 0.016 s

x∗
i = [2.15,

2.22, 3.00]T t = 0

t = 0.012

如图 5(a)所示, 各电池组大约在 时

达成共识, 且收敛时各决策变量的值为

. 图 5(b)表明成本函数从 时逐渐减

小, 在 时达到最小值. 各电池组的触发次数

分别为 131、152、77、135、126次. 综上分析, 本文所

提出的算法 (4)与动态事件触发策略 (6)在提高算

法的收敛速率以及节约通信资源方面具有较好的效

果.
  

t /s

t /s

(a)   决策变量

(b)   成本函数

x
(x

)
i

f 
(x

)
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x , x , x , x , x ,13 23 33 43 53

x , x , x , x , x ,12 22 32 42 52

x , x , x , x , x ,11 21 31 41 51

图5   案例 2 智能体决策变量与成本函数变化曲线
  

4    结　论

针对多智能体系统含有集合约束的非光滑优化

问题, 本文研究了事件触发通信下的快速分布式优

化算法. 基于惩罚函数、时变增益函数、次梯度下降
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法、微分包含、投影策略等技术, 本文提出了一种基

于时变增益函数的分布式预定时间优化算法. 利用

李雅普诺夫稳定性、预定时间收敛理论、凸优化、微

分算子及不等式放缩等技巧, 证明了系统决策变量

在预定时间内收敛于系统全局最优解的一个可调邻

域内, 同时保证算法不存在 Zeno现象. 另外, 通过对

比仿真案例验证了所提出算法的优势. 在未来的研

究工作中, 将进一步设计新的惩罚函数项, 并同时考

虑非平衡图下的分布式预定时间优化问题.
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