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可变一致分数阶非线性离散灰色多变量模型及应用

沈琴琴，杨林云，曹　阳†

(南通大学 交通与土木工程学院，江苏 南通 226019)
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摘　要: 一致分数阶灰色多变量卷积 (CFGMC( ))模型在传统的灰色多变量 (GM( ))模型基础上引入一

致分数阶导数和常数项, 不仅体现了信息的差异性对数据发展趋势的影响, 还实现了与经典 GM( )模型的兼

容性. 然而 CFGMC( )模型存在驱动因素累加阶数单一、结构简单、微分方程与差分方程之间的转换误差等

缺陷. 为此, 对因变量和自变量一致分数阶累加的阶数进行差异化分析, 同时引入非线性校正项并借助于离散灰

色模型的思想以消除转换误差, 构建一种可变一致分数阶非线性离散灰色多变量模型, 并分析新模型的基本性

质, 给出最优累加阶数的计算方法. 利用该模型对油气管道腐蚀速率进行分析, 结果显示新模型的拟合和预测精

度明显优于经典的 GM( )模型、CFGMC( ) 模型等其他几种灰色多变量模型.
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Abstract: Conformable fractional grey multivariate convolutional (CFGMC( )) model introduces the conformable
fractional derivative and constant term on the basis of the traditional grey multivariate (GM( )) model, which not
only reflects the influence of the difference of dependent variable information on the data development trend, but also
realizes  the  compatibility  with  the classical  GM( ) model.  However,  the  CFGMC( ) model  has  some defects,
such as single cumulative order of driving factors, simple structure, and conversion error between differential equation
and difference equation. Therefore, by setting different conformable fractional accumulation orders to all dependent and
independent variables, introducing an additional nonlinear correction term and using the idea of the discrete grey model
to  eliminate  the  conversion  error,  a  variable  conformable  fractional  nonlinear  discrete  grey  multivariate  model  is
proposed. Basic properties of the model are analyzed, and the calculation method to compute the optimal accumulation
orders is given. Using this model to analyze the corrosion rate of oil and gas pipelines, the results demonstrate that the
proposed model exhibits significantly better fitting and prediction accuracy compared to other grey multivariate models,
such as the classic GM( ) model and the CFGMC( ) model.
Keywords: grey  system； grey  multivariate  model； conformable  fractional  order  accumulation； differential
optimization of orders；discrete grey prediction model；expansion of model structure

 

0    引　言

在多变量预测研究中, 统计学模型
[1]
占据了重

要地位, 通常基于大量的历史数据和变量之间的线

性或非线性关系来构建预测框架. 线性回归模型是

最早被广泛应用的方法之一, 但在处理非线性数据

时表现较差. 自回归积分滑动平均 (ARIMA)模型通

过引入时间相关性捕捉系统的动态变化特征. 随着

机器学习和深度学习
[2]
的快速发展, 长短期记忆网

络和支持向量回归凭借其强大的非线性关系处理能

力被广泛应用. 然而, 这类数据驱动方法对训练数据
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1, N

N N

N − 1

的数量依赖较强. 相比之下, 灰色系统理论
[3]
提供了

另一种思路, 能够在小样本和不确定性较大的环境

下, 通过不完全信息建模获得较为可靠的预测结果.
灰色多变量预测模型, 简记为 GM( )模型, 是灰

色系统理论中重要的预测模型之一, 可归为一类特

殊的微分方程模型 , 其中“1”表示方程的阶数为

1阶, “ ”表示研究系统包含 个序列, 即一个系统

行为特征序列 (因变量序列)和 个驱动因素序

列 (自变量序列), 已被广泛应用于能源
[4]
、交通

[5]
以

及工业
[6]
等领域.
1, N

1,

N

GM( )模型将已知因素作为驱动项, 将未知

因素作为灰作用量, 通过对所有序列作一阶累加处

理使其具有单调性后, 建立一阶微分方程模型以准

确描述驱动因素、灰作用量与系统行为之间的关系,
再通过对微分方程求得的时间响应函数进行累减还

原, 实现对系统行为的精准预测. 由建模过程可知,
数据的累加处理和微分方程的模型结构是 GM(
)模型两个非常重要的方面. 在数据累加处理方

面, 提出了分数阶累加
[7-8]
、新息优先累加

[9-11]
、阻尼累

加
[12-13]
、一致分数阶累加

[14-18]
以及动态分数阶累

加
[6, 19-21]

等一系列新的累加生成算子; 在微分方程模

型结构方面, 相继引入了高阶甚至分数阶导数
[16]
、驱

动信息控制项
[22]
、时滞效应驱动项

[23]
、冲击效应项

[24]
、记忆因子参数和结构参数

[25]
等来优化模型结构.

α,N

1, N

α

α,N

1, 1

α,N

α

一致分数阶灰色多变量卷积 (CFGMC( ))
模型在 GM( )模型的基础上首先用一致分数

阶导数取代常规导数, 然后在驱动因素项上引入了

常数项, 最后利用卷积公式导出模型的时间响应函

数. CFGMC( )模型在一定程度上体现了因变量

历史信息的差异性对数据发展趋势的影响, 还实现

了与经典 GM( )模型的兼容性, 在中国城市人均

消费水平问题上取得了较好的预测结果 . 然而 ,
CFGMC( )模型还存在诸多缺陷, 如尽管采用了

一致分数 阶导数来构建模型, 但所有序列仍采用传

统的一阶累加, 难以深层次挖掘序列的差异化演化

规律; 模型结构较为简单, 未考虑数据间的非线性关

系, 难以有效挖掘数据的非线性特征; 时间响应函数

直接由微分方程模型导出, 而模型参数则由对微分

方程经积分后得到的差分方程采用最小二乘法导出,
存在从微分方程到差分方程的转换误差等.

α,N为进一步提高 CFGMC( )模型的精度 , 本
文首先对所有变量均采用一致分数阶累加且对累加

阶数进行差异化分析, 然后在驱动因素项中引入非

线性项以完善模型结构并挖掘数据的非线性特征,
最后借助离散灰色预测模型

[5, 26-27]
的思想消除现有

N

模型的转换误差, 在此基础上构造可变一致分数阶

非线性离散灰色多变量 (VCFNDGM(1,  ))模型 .
文中分析了新模型的基本性质, 给出了最优累加阶

数的计算方法, 通过数据采集成本高难度大、影响因

素复杂且具有较强非线性特征的油气管道腐蚀速率

这个实际案例, 验证了所提模型的有效性. 

1    一致分数阶灰色多变量卷积模型

α,N本节简单回顾 CFGMC( )模型, 分析其优

缺点. 为此, 先给出一致分数阶导数的定义.
f(t) : [0,+∞

)
→ R

α > 0 f α

定义 1[14]
　设 为可微函数,

实参数 , 则 的一致分数 阶导数为

dαf(t)

dtα
=


t⌈α⌉−αdf(t)

dt
, α ∈ (0, 1];

t⌈α⌉−αd
n+1f(t)

dtn+1
, α ∈ (n, n+ 1].

n = 1, 2, . . . ; ⌈·⌉其中:  表示向上取整函数.

N给定一个包含 个变量的灰色系统

X(0)
i = (x(0)

i (1), x(0)
i (2), . . . , x(0)

i (m)). (1)

X(0)
1 X(0)

i (i = 2,

3, . . . , N) m

其中 :  称为系统的行为特征序列 , 

称为系统的驱动因素序列,   为序列的长

度. 在构建灰色预测模型时, 先对所有变量进行累加

处理以消除波动性, 最经典的是进行一阶累加, 即

X(1)
i = (x(1)

i (1), x(1)
i (2), . . . , x(1)

i (m)), (2)

x(1)
i (t) =

t∑
j=1

x(0)
i (j), t = 1, 2, . . . ,m.其中

X(0)
i

X(1)
i α ∈

(0, 1]

定义 2[16]
　设原始非负数据序列 及其一阶

累加生成序列 分别如式 (1)和 (2)所示 , 

为实参数.
1) 称

dαx(1)
1 (t)

dtα
+ b1x

(1)
1 (t) =

N∑
i=2

bix
(1)
i (t) + u (3)

α,N b1

u bi

为 CFGMC( )模型的白化微分方程. 其中:  和

分别为发展系数和灰作用量,  为驱动系数.
x(1)

1 (t)|t=1 = x(0)
1 (1)

α,N

2) 在初始条件 下, CFGMC

( )模型的时间响应函数为

x̂(1)
1 (t) =

(
x(1)

1 (1)− u

b1

)
e−

b1
α

(tα−1) +
u

b1
+

N∑
i=2

bie
− b1

α
tα × 1

2

( t−1∑
s=1

sα−1e
b1
α

sαx(1)
i (s)+

t−1∑
s=1

(s+ 1)
α−1e

b1
α

(s+1)αx(1)
i (s+ 1)

)
,

t = 2, 3, . . . .
(4)

α,N3) CFGMC( )模型的累减还原式为

2798 控 制 与 决 策 第40卷



x̂(0)
1 (t) =

{
x(0)

1 (1), t = 1;

x̂(1)
1 (t)− x̂(1)

1 (t− 1), t = 2, 3, . . . .
(5)

1, N

α,N α

1, 1 α = 1

N = 1 1, 1

1, N

α

(0, 1] ∀α > 0

α,N

由定义 1和定义 2可知, 一致分数阶导数是常

规导数的重要推广, 相比于传统的 GM( )模型,
CFGMC( )模型采用一致分数 阶导数取代了

常规的一阶导数, 同时在驱动项上增加了常数项, 实
现了与经典 GM( )模型的兼容性 , 即当 ,

时, 式 (3)即为 GM( )模型的表示形式. 此
外, 利用卷积的思想, 构建的时间响应函数 (4)避免

了 GM( )模型中将驱动因素看成常数项引起的

数值上的误差. 需要说明的是, 文献 [16]将 限定在

范围内, 但由定义 1可知, 对于 均可建

立相应的 CFGMC( )模型.
α,N从 CFGMC( )模型的建模过程可以看出 ,

该模型仍存在如下缺陷:
α,N1) 累加阶数单一. 尽管 CFGMC( )模型引

入了一致分数阶导数, 但由定义 1和文献 [16]中关

于模型求解的推导可知, 作者在实际应用中将白化

微分方程 (3)等价地表示成
[16]

dx(1)
1 (t)

dt
+ b1t

α−1x(1)
1 (t) =

N∑
i=2

bit
α−1x(1)

i (t)+utα−1,

(6)

即仅包含一阶累加生成序列和常规导数. 此外, 由式

(5)可以看出, 累减还原时也仅利用传统的一阶累减

还原法, 并没有体现出一致分数阶累加与累减算子

的优越性.
α,N

α,N

2) 模型结构简单. 由式 (3)可知, CFGMC( )
模型中仅包含线性项, 而现实世界的复杂性导致很

多情况下数据之间呈现出较强的非线性波动性, 因
此 CFGMC( )模型难以挖掘数据间的非线性特

征.

α,N

bi(i =

1, 2, . . . , N) u t− 1

t

3) 存在转换误差. 由文献 [16]中的分析可以看

出, CFGMC( )模型的时间响应函数 (4)是由式

(6)经常数变易法导出, 而为了求得模型参数

和 , 需先对式 (6)两边同时进行 到

时刻的数值积分得到差分方程

b1
tα−1x(1)

1 (t) + (t− 1)α−1x(1)
1 (t− 1)

2
−

N∑
i=2

bi
tα−1x(1)

i (t) + (t− 1)
α−1

x(1)
i (t− 1)

2
−

u
tα − (t− 1)α

α
= −x(0)

1 (t), (7)

X(1)
i

1, 1 1, N

再将 逐一代入式 (7)中得到线性方程组后经最

小二乘法解出. 因此, 与经典的 GM( )、GM( )

α,N等模型类似, CFGMC( )模型仍然存在从微分方

程到差分方程的转换误差. 

2    可变一致分数阶非线性离散灰色多变量

模型

α,N

1, N

为了克服 CFGMC( )模型中累加阶数单

一、模型结构简单、存在转换误差等问题, 进一步提

高其预测精度, 本节提出一种可变一致分数阶非线

性离散灰色多变量 (VCFNDGM( ))模型. 

2.1    模型定义和理论分析

X(0)
i

αi ∈ R+

定义 3 [14]　设原始非负数据序列 如式 (1)

所示,  . 称

X(αi)
i = (x(αi)

i (1), x(αi)
i (2), . . . , x(αi)

i (m)) (8)

和

X(−αi)
i = (x(−αi)

i (1), x(−αi)
i (2), . . . , x(−αi)

i (m))

X(0)
i αi分别为 的一致分数 阶累加和累减生成序列,

其中

x(αi)
i (t) =

t∑
j=1

[
⌈αi⌉
t− j

]
jαi−⌈αi⌉x(0)

i (j),

x(−αi)
i (t) =

t∑
j=1

[
⌈−αi⌉
t− j

]
t⌈αi⌉−αix(0)

i (j),

t = 1, 2, . . . ,m. (9)

αi

1, N

需要说明的是, 一致分数 阶累加和累减生成

序列可由一致分数阶导数的定义直接推导而来
[14].

基于定义 3和离散灰色模型的建模思想, 构建如下

VCFNDGM( )模型.
X(0)

i

αi

定义 4　设原始非负数据序列 及其一致分

数 阶累加生成序列分别如式 (1)和 (8)所示, 称

x(α1)
1 (t)− x(α1)

1 (t− 1) + az(α1)
1 (t) =

N∑
i=2

bix
(αi)
i (t) + h1t

γ + h2t+ h3 (10)

1, N αi X(0)
i

a h3

bi(i = 2, 3, . . . , N) h1t
γ h2t

为 VCFNDGM( )模型 . 其中 :  为序列 的

一致分数阶累加阶数;  和 分别为发展系数和灰作

用量;  为驱动系数;  和 分

别为非线性和线性修正项;

z(α1)
1 (t) = ξx(α1)

1 (t) + (1− ξ)x(α1)
1 (t− 1)

X(α1)
1 ξ ∈ [0, 1]

t = 2, 3, . . . ,m

为序列 的紧邻均值,  为背景值系数,

.
1, N由 VCFNDGM( )模型结构可以看出, 新模

型是诸多经典灰色单变量和多变量模型的拓展, 见
表 1.

N = 1 α1 = 1 ξ = 0.5 h1 = h2 = 0

1, N 1, 1

1) 当 ,  ,  ,  时 ,
VCFNDGM( )模型退化为经典 GM( )模型
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的离散形式
[3, 26];
N = 1 ξ = 0.5 h1 = h2 = 0

1, N 1, 1

2)  当 ,  ,  时 ,
VCFNDGM( )模型即为 CFGM( )模型的离

散形式
[14];

N > 1 αi = 1(i = 1, 2, . . . , N) ξ = 0.5

h1 = h2 = h3 = 0 1, N

1, N

3) 当 ,  ,  ,

时, VCFNDGM( )模型退化为

经典 GM( )模型的离散形式
[3];

N > 1 αi = 1(i = 1, 2, . . . , N) ξ = 0.5

h1 = 0 1, N

1, N

4) 当 ,  ,  ,

时, VCFNDGM( )模型退化为一种优化

的 GM( )模型
[4];

N > 1 αi = α(i = 1, 2, . . . , N) h1 = h2

= 0 1, N

1, N

5) 当 ,  , 

时, VCFNDGM( )模型即为一致分数阶离散

灰色多变量 (CFDGM( ))模型
[27].

1, N

1, 1 1, 1 1, N

1, N 1, N

1, N

综合 VCFNDGM( )模型上述 5条性质可

知, 新模型具有较强的结构兼容性, 可以通过简单的

参数变换实现与 GM( )、CFGM( )、GM( )、
OGM( )和 CFDGM( )等经典灰色单变量和

多变量模型的等价代换. VCFNDGM( )模型与

其他模型的兼容性关系及转换方式如图 1所示.
 
 

 

α  = 11

ξ = 0.5 h  = h  = 01 2

VCFNDGM(1, N)

N = 1 N > 1

GM(1,1) CFGM(1,1)

GM(1, N)

OGM(1, N) CFDGM(1, N)

h  = h  = 01 2

h  = h  = 02 3

h  = 0,ζ = 0.51

α  = 1i
α  = αi

1, N图1   VCFNDGM( ) 模型结构兼容性示意图
 

1, N

1, N

VCFNDGM( )模型作为上述 5种模型的拓

展, 具有更广泛的适用性, 不仅保留了传统灰色模型

在小样本和不完全信息条件下的优势, 还可有效提

高对非线性数据的适应能力和处理精度. 处理复杂、

多变量、非线性系统在动态场景下的预测任务时, 该
模型具有一定的优势 . 此外 ,  VCFNDGM( )模
型具备自适应能力, 能够实时调整累加阶数以应对

系统的动态变化, 适用于实时监控与预测任务.

N

x(α1)
1 (t)|t=1 = x(0)

1 (1)

N

定理  1　设 VCFNDGM(1,  )模型结构如定

义 4所述 , 则在初始条件 下 ,

VCFNDGM(1,  )模型的时间响应函数为

x̂(α1)
1 (t) =

t−1∑
q=1

[
ϑ1

N∑
i=2

ϑq−1
2 bix

(αi)
i (t− q + 1)

]
+

t−2∑
s=0

ϑs
2[(t− s)ϑ4 + ϑ5]+

t∑
j=2

ϑ3ϑ
t−j
2 jγ + ϑt−1

2 x(0)
1 (1), t = 2, 3, . . . . (11)

其中

ϑ1 =
1

1 + aξ
, ϑ2 = 1− a

1 + aξ
,

ϑ3 =
h1

1 + aξ
, ϑ4 =

h2

1 + aξ
, ϑ5 =

h3

1 + aξ
. (12)

证明　由式 (10)可知

x̂(α1)
1 (t) =

1

1 + aξ

N∑
i=2

bix
(αi)
i (t) +

1− a+ aξ

1 + aξ
x̂(α1)

1 (t− 1)+

h1

1 + aξ
tγ +

h2

1 + aξ
t+

h3

1 + aξ
≜

ϑ1

N∑
i=2

bix
(αi)
i (t)+ϑ2x̂

(α1)
1 (t− 1) + ϑ3t

γ+ϑ4t+ϑ5,

ϑi(i = 1, 2, . . . , 5)其中 如式 (12)所示.

t = 1

x̂(α1)
1 (t)|t=1 = x(0)

1 (1) t = 2

用递推法来推导, 由初始条件可知, 当 时,

有 . 当 时, 有

x̂(α1)
1 (2) = ϑ1

N∑
i=2

bix
(αi)
i (2) + ϑ2x̂

(α1)
1 (1)+

ϑ32
γ + 2ϑ4 + ϑ5.

t = 3当 时, 有

x̂(α1)
1 (3) =

ϑ1

N∑
i=2

bix
(αi)
i (3) + ϑ2x̂

(α1)
1 (2) + ϑ33

γ + 3ϑ4 + ϑ5 =

ϑ1

N∑
i=2

bix
(αi)
i (3)+ϑ1ϑ2

N∑
i=2

bix
(αi)
i (2)+ϑ2

2x̂
(α1)
1 (1)+

ϑ2ϑ32
γ + 2ϑ2ϑ4 + ϑ2ϑ5 + ϑ33

γ + 3ϑ4 + ϑ5.

t = k继续推导, 当 时, 有

x̂(α1)
1 (k) =

ϑ1

N∑
i=2

bix
(αi)
i (k) + ϑ1ϑ2

N∑
i=2

bix
(αi)
i (k − 1)+

 

表1     经典灰色预测模型基本形式或离散形式

序号 模型名称 基本形式或离散形式

1 1, 1GM( ) x(0)(t) + az(1)(t) = b

2 1, 1CFGM( ) x(α)(t)− x(α)(t− 1) + az(α)(t) = b

3 1, NGM( ) x(0)
1 (t) + az(1)

1 (t) =
N∑
i=2

bix
(1)
i (t)

4 1, NOGM( ) x(0)
1 (t) + az(1)

1 (t) =
N∑
i=2

bix
(1)
i (t) + h1t+ h2

5 1, NCFDGM( ) x(α)
1 (t) + b1x

(α)
1 (t) =

N∑
i=2

bix
(1)
i (t) + h1
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. . .+ ϑ1ϑ
k−2
2

N∑
i=2

bix
(αi)
i (2) + ϑk−1

2 x̂(α1)
1 (1)+

ϑk−2
2 ϑ32

γ + 2ϑk−2
2 ϑ4 + ϑk−2

2 ϑ5 + ϑk−3
2 ϑ33

γ+

3ϑk−3
2 ϑ4 + ϑk−3

2 ϑ5 + . . .+ ϑ3k
γ + ϑ4 + ϑ5 =

ϑ1

( N∑
i=2

ϑ0
2bix

(αi)
i (k) + . . .+

N∑
i=2

ϑk−2
2 bix

(αi)
i (2)

)
+

ϑk−2
2 (2ϑ4 + ϑ5) + . . .+ ϑ0

2(kϑ4 + ϑ5)+

ϑ3ϑ
k−2
2 2γ + ϑ3ϑ

k−3
2 3γ+

. . .+ ϑ3ϑ
0
2k

γ + ϑk−1
2 x̂(α1)

1 (1).

x̂(α1)
1 (1) = x(0)

1 (1)对上式进行简化并利用初始条件 ,

可得

x̂(α1)
1 (k) =

k−1∑
q=1

[
ϑ1

N∑
i=2

ϑq−1
2 bix

(αi)
i (k − q + 1)

]
+

k−2∑
s=0

ϑs
2[(k−s)ϑ4+ϑ5]+

k∑
j=2

ϑ3ϑ
k−j
2 jγ+ϑk−1

2 x(0)
1 (1).

证明成立. □
1, N根据式 (9)可得 VCFNDGM( )模型的累减

还原式

x̂(0)
1 (t) =

t∑
i=1

[
⌈−α1⌉
t− i

]
t⌈α1⌉−α1 x̂(α1)

1 (i), (13)

t = 1, 2, . . .

p̂ = [b2, b3,

. . . , bN , a, h1, h2, h3]
T X(αi)

i

. 由此可以分析模型的拟合误差, 并预测

数据的未来发展趋势. 为求得模型参数

, 可将 中的各分量代入

式 (10), 得到关于参数列的超定方程组

Bp̂ = Y, (14)
B ∈ R(m−1)×(N+3) Y ∈

Rm−1

其中系数矩阵 和右端向量

分别具有如下形式:

B =


x(α2)

2 (2) x(α3)
3 (2) . . . x(αN )

N (2)

x(α2)
2 (3) x(α3)

3 (3) . . . x(αN )
N (3)

...
...

. . .
...

x(α2)
2 (m) x(α3)

3 (m) . . . x(αN )
N (m)

→

←

(ξ − 1)x(α1)
1 (1)− ξx(α1)

1 (2)

(ξ − 1)x(α1)
1 (2)− ξx(α1)

1 (3)
...

(ξ − 1)x(α1)
1 (m− 1)− ξx(α1)

1 (m)

→

←

2γ 2 1
3γ 3 1
...

...
...

mγ m 1

 ,

Y =


x(α1)

1 (2)− x(α1)
1 (1)

x(α1)
1 (3)− x(α1)

1 (2)
...

x(α1)
1 (m)− x(α1)

1 (m− 1)

 .

经最小二乘法可求得:
m = N + 4 |B| ̸= 0 p̂ = B−1Y1) 当  且  时,  ;
m > N + 4 |BTB| ̸= 0 p̂ =

(BTB)−1BTY

2)  当   且   时 , 
;

m < N + 4 |BBT| ̸= 0 p̂ =

BT(BBT)−1Y

3)  当   且   时 , 
.

1, N由上面的分析可知, VCFNDGM( )模型有

如下优点:
X(0)

1

X(0)
i (i = 2, 3, . . . , N)

αi

1) 对系统行为特征序列 和所有驱动因素序

列 均先进行了一致分数阶累

加预处理, 且不同的序列累加阶数 均不相同. 这充

分体现了信息的差异性对系统演化规律的影响.
h1t

γ h2t

1, N

1, N

2) 添加了非线性修正项 和线性修正项 ,
既可在一定程度上挖掘数据的非线性特征, 又实现

了与经典 GM( )模型的离散形式
[26]

以及优化

的 GM( )模型
[4]
的兼容性.

α,N

1, N

3) 直接利用差分形式代替 CFGMC( )模型

中的微分形式, 不仅极大地方便了模型时间响应函

数的推导, 还避免了确定模型参数时微分方程到差

分方程的转换误差, 即时间响应函数和模型参数均

直接基于 VCFNDGM( )模型的基本形式推导而

来. 

2.2    累加阶数最优估计及建模步骤

1, N αi

γ ξ

VCFNDGM( )模型中的累加阶数 、非线

性参数 及背景值系数 对于模型的拟合和预测效

果至关重要. 为了获得最优参数, 将平均绝对百分比

误差作为评估模型精度的指标, 建立如下约束优化

问题:

min f(αi, γ, ξ) =

1

m− 1

m∑
t=2

|x̂(0)
1 (t)− x(0)

1 (t)|
x(0)

1 (t)
× 100%.

s.t. x̂(α1)
1 (t) =

t−1∑
q=1

[
ϑ1

N∑
i=2

ϑq−1
2 bix

(αi)
i (t− q + 1)

]
+

t−2∑
s=0

ϑs
2[(t− s)ϑ4 + ϑ5]+

t∑
j=2

ϑ3ϑ
t−j
2 jγ + ϑt−1

2 x(0)
1 (1);

ϑ1 =
1

1 + aξ
, ϑ2 = 1− a

1 + aξ
,

ϑ3 =
h1

1 + aξ
, ϑ4 =

h2

1 + aξ
, ϑ5 =

h3

1 + aξ
;

x̂(0)
1 (t) =

t∑
i=1

[
⌈−α1⌉
t− i

]
t⌈α1⌉−α1 x̂(α1)

1 (i);

第9期 沈琴琴 等: 可变一致分数阶非线性离散灰色多变量模型及应用 2801



Bp̂ = Y ;

0 ⩽ ξ ⩽ 1;

t = 2, 3, . . . ,m. (15)

1, N

上述优化问题是非线性且不可微的, 通常采用

一些智能优化算法来求解, 如粒子群优化算法、鲸鱼

优化算法、遗传优化算法等. 以粒子群优化 (PSO)算法

为例, VCFNDGM( )模型的建模步骤可总结如下.
X(0)

1

X(0)
i (i = 2, 3, . . . , N) αi

[αmin, αmax]

step 1: 确定系统行为特征序列 和驱动因素

序列 , 将累加阶数 在设定范

围 内随机初始化, 其初始值通过如下公式

生成:

αi = αmin + r · (αmax − αmin), r ∼ U(0, 1),

r U(0, 1)

αi

1, N

其中 是一个服从均匀分布 的随机数. 非线

性参数和背景值系数初始值确定方式与 类似, 在
后续优化中 , 这些参数将被动态调整 . 随后 , 建立

VCFNDGM( )模型.
X(0)

i αi

X(αi)
i

step 2: 计算非负序列 的可变一致分数 阶

累加生成序列 .

p̂step 3: 根据式 (14)求得参数列 .
X̂(α1)

1

X̂(0)
1

step 4: 将所求参数代入式 (11)求得 , 根据

式 (13)得到拟合值序列 .

step 5: 用 PSO算法求解优化问题 (15), 计算目

标函数值, 更新粒子速度与位置, 获得局部最优累加

阶数、非线性参数和背景值系数.

X̂(0)
1

step 6: 重复 step 2 ～ step 5, 粒子根据自身历史

最优解和群体全局最优解动态调整速度与位置, 逐
步向目标最优解靠近. 通过多次迭代获得全局最优

累加阶数、非线性参数和背景值系数以及对应的拟

合序列 , 并由此预测该序列的未来发展趋势.
 

3    案例分析

油气资源是非常重要的能源矿产和战略物资,
管道运输作为主要输送方式, 极易因腐蚀引发安全

生产事故, 但管道腐蚀的数据信息采集成本较高, 过
程复杂且受多种不确定因素影响. 本文对油气管道

腐蚀速率进行分析和预测以验证模型的有效性和优

越性, 所用数据来自某油田特定试验区
[6]. 由于影响

油气管道腐蚀的因素较多, 文献 [6]计算了各影响因

素与腐蚀速率间的灰色关联度, 并选取了溶解 CO2

含量、注水压力、注水和 SRB数量作为其相关因素,
具体见表 2.

N N

N

为了验证新模型的有效性, 本节不仅选取了经

典的分数阶 GM(1,  )(FGM(1,  ))模型
[8]
、变量阶

数差异性优化的新结构灰色多变量 (SGM(1,  ))[6]

模型作为对比模型, 还与经典的统计学模型 ARIMA

进行对比分析.

αmin = 0.1 αmax = 15

1, 1

上述模型中均有参数需选取, 为此均可建立类

似于式 (15)的非线性优化问题, 并用 PSO算法寻求

最优参数. 在实验中取 ,  . 为对

比分析不同智能优化算法的效果, 本文还选用了鲸

鱼优化算法 (WOA)[28] 来求得 VCFNDGM( ) 模
型中的最优参数. 选取绝对百分比误差 (APE)和平

均绝对百分比误差 (MAPE)作为模型的评价指标,
以进一步验证不同模型的拟合和预测效果.

APE =
|x̂(0)

1 (t)− x(0)
1 (t)|

x(0)
1 (t)

× 100%,

MAPE =
1

m− 1

m∑
t=2

|x̂(0)
1 (t)− x(0)

1 (t)|
x(0)

1 (t)
× 100%.

 

3.1    油气管道腐蚀速率预测

1, N 1, N 1, N

为了对模型进行训练和评估, 将前 12组数据作

为训练集用于模型的建立和参数优化, 后 5组数据

作为测试集用于检验模型的预测精度和稳定性 .
FGM( )、SGM( )和 VCFNDGM( )模型

的最优参数见表 3.
 
 

表3     各模型最优参数

模型 FGM SGM VCFNDGM-PSO VCFNDGM-WOA

α 0.01 — — —
α1 — 0.166 3 0.631 3 0.01
α2 — −1.252 6 6.261 7 0.01
α3 — 2.055 3 10.570 8 2.592 4
α4 — 2.726 9 0.633 0 0.919 2
α5 — −1.396 7 7.422 7 0.01

ξ 0.5 0.5 0.327 7 0

γ — 0.826 9 5.039 7 1.866 7

 

表2     油气管道腐蚀速率及其影响因素

序号
腐蚀速率

(mm·a−1)
溶解CO2含量

(mg· L−1)
注水压力

(MPa)
注水

pH
SRB

数量/个

1 0.065 0 2.43 10.19 7.14 301

2 0.078 0 2.65 10.48 7.45 286

3 0.084 0 3.23 10.85 6.73 188

4 0.092 0 3.98 11.24 6.66 164

5 0.099 0 4.23 11.75 6.60 176

6 0.106 0 4.56 11.96 6.58 208

7 0.109 0 4.78 12.54 6.55 235

8 0.113 4 5.34 12.97 6.50 264

9 0.116 7 5.65 13.65 6.46 296

10 0.119 5 5.69 14.43 6.41 280

11 0.121 3 5.98 14.98 6.40 301

12 0.123 4 6.07 15.23 6.35 270

13 0.127 9 6.12 15.87 6.32 190

14 0.132 6 6.34 16.05 6.29 144

15 0.150 6 6.67 16.34 6.17 186

16 0.174 5 6.98 16.98 6.05 298

17 0.194 2 7.09 17.37 5.95 225

2802 控 制 与 决 策 第40卷



α1

αi(i = 2, . . . , 5) ξ γ

α1 α1

以参数 为例说明累加阶数对模型性能的影

响, 固定表 3中 、 和 的取值, 以 0.1

为步长, 将 从 0.1 递增至 3.0. 图 2给出了不同

取值下模型的拟合和预测误差变化趋势, 可以得到:

α1 ∈ (0, 1)

α1

α1 > 1 α1 =

2.1

1) 拟合MAPE在 时保持较低且平稳

的水平. 当 在 0.6附近时, 拟合 MAPE取得最小

值. 当 时, 拟合MAPE开始出现波动, 并在

时达到峰值.

α1 ∈ (0, 1) α1

(1, 2)

α1 = 2.1 B

2.154 8× 108

2) 预测MAPE在 时波动较小. 当 增

加至 区间时 , 预测 MAPE开始逐渐增大 . 在

时预测 MAPE达到峰值, 此时系数矩阵

的条件数为 , 呈现病态性, 导致预测结

α1果失真. 进一步增大 , 预测MAPE再次出现波动.
综上, 累加阶数的取值会直接影响到模型的精

度, 采用智能算法来优化阶数是至关重要的. 4类模

型的拟合和预测结果见表 4.
 
 

表4     油气管道腐蚀率拟合和预测值及误差比较

序号 原始值
ARIMA 1, NFGM( ) 1, NSGM( ) 1, NVCFNDGM( )-PSO 1, NVCFNDGM( )-WOA

预测值 APE / % 预测值 APE / % 预测值 APE / % 预测值 APE / % 预测值 APE / %

1 0.065 0 0.065 0 0 0.065 0 0 0.065 0 0 0.065 0 0 0.065 0 0

2 0.078 0 0.065 0 16.666 7 0.077 1 1.153 8 0.078 0 0 0.078 0 0 0.078 0 0

3 0.084 0 0.088 8 5.714 3 0.084 2 0.238 1 0.084 1 0.119 0 0.084 0 0 0.084 0 0

4 0.092 0 0.090 2 1.956 5 0.095 3 3.587 0 0.092 0 0 0.092 0 0 0.091 9 0.108 7

5 0.099 0 0.098 8 0.202 0 0.101 3 2.323 2 0.099 1 0.101 0 0.099 4 0.404 0 0.099 4 0.404 0

6 0.106 0 0.105 2 0.754 7 0.108 4 2.264 2 0.105 1 0.849 1 0.105 2 0.754 7 0.105 2 0.754 7

7 0.109 0 0.112 1 2.844 0 0.112 2 2.935 8 0.109 7 0.642 2 0.109 6 0.550 5 0.109 3 0.275 2

8 0.113 4 0.112 2 1.058 2 0.120 0 5.820 1 0.113 5 0.088 2 0.113 3 0.088 2 0.113 7 0.264 6

9 0.116 7 0.117 1 0.342 6 0.123 5 5.826 9 0.117 0 0.257 1 0.116 6 0.085 7 0.116 9 0.171 4

10 0.119 5 0.119 7 0.167 4 0.122 0 2.092 1 0.119 0 0.418 4 0.119 4 0.083 7 0.119 1 0.334 7

11 0.121 3 0.122 0 0.577 1 0.125 1 3.132 7 0.121 2 0.082 4 0.121 4 0.082 4 0.120 9 0.329 8

12 0.123 4 0.123 0 0.324 1 0.125 2 1.458 7 0.123 5 0.081 0 0.123 4 0 0.124 0 0.486 2

MAPE / % 2.782 5 2.803 0 0.239 9 0.186 3 0.284 5

13 0.127 9 0.125 2 2.111 0 0.123 0 3.813 3 0.127 4 0.390 9 0.126 9 0.781 9 0.127 2 0.547 3

14 0.132 6 0.126 8 4.374 1 0.124 9 5.806 9 0.135 9 2.488 7 0.134 7 1.583 7 0.132 9 0.226 2

15 0.150 6 0.128 2 14.873 8 0.127 6 15.272 2 0.150 6 0 0.150 6 0 0.148 2 1.593 6

16 0.174 5 0.129 5 25.788 0 0.129 6 25.730 7 0.170 8 2.120 3 0.174 1 0.229 2 0.170 5 2.292 3

17 0.194 2 0.130 6 32.749 7 0.127 9 34.140 1 0.194 5 0.154 5 0.194 2 0 0.194 4 0.103 0

MAPE / % 15.979 3 16.956 2 1.030 9 0.519 0 0.952 5
 

1, N

1, N

由表 4可知, VCFNDGM( )模型的 APE值

均低于其他模型且波动较小. 相较于其他对比模型,
VCFNDGM( )模型在训练集和测试集上几乎完

全拟合, MAPE分别为 0.186 3% 和 0.519 0%, 表明该

模型具有较强的适用性.

1, N

1, N

1, N 1, N

为了充分展示新模型的优越性, 图 3给出了各

模型的拟合预测曲线及 APE箱线图 . 可以发现

VCFNDGM( )模型的预测曲线与原始序列最为

接近, ARIMA和 FGM( )模型的预测曲线与原

始数据偏差较大. 进一步分析 APE的箱线图, 可以

发现 VCFNDGM( )与 SGM( )模型的 APE
值分布较为集中, 这归因于二者在建模过程中均考

虑了不同变量之间的差异性, 采用了可变的累加阶

数进行数据预处理, 从而增强了模型的灵活性和稳

定性.
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根据油气管道腐蚀速率的预测结果可以发现,
CO2 含量是影响腐蚀速率的关键因素, 因此可以通

过减少 CO2 的注入量来降低腐蚀速率. 此外, 基于预

测模型结果可以提前预测管道的腐蚀风险, 及时进

行检查和维修, 避免管道损坏. 

3.2    不同优化算法性能分析

为了说明 PSO算法在本文模型的优越性, 选择

应用广泛的 WOA算法进行对比分析, 在不同的迭

代次数下, 二者的MAPE值和运行时长如表 5所示.
由表 5可知, WOA算法的拟合误差随着迭代次

数的增加呈现出波动变化, 优化性能不够稳定. 在相

同迭代次数下, PSO算法的拟合误差更小, 且基本保

持在 0.2%附近. 尽管 WOA算法的运行时间略快于

PSO算法, 但其时间差异可以忽略不计. 这充分说明

了 PSO 算法在本文模型中具有更优越的优化能力.
因此, 本文选用 PSO算法对模型中的超参数进行寻

优, 以获得更合理、准确的建模结果. 

3.3    消融实验

1, N α,

N α,

N α

本节构建消融实验对模型优化的必要性进行验

证. 消融实验中包含 GM( )模型
[3]
和 CFGMC(

)模型
[16]. 实验结果如表 6所示, 其中 CFGMC(

)模型中的 通过 PSO算法得到的最优取值为 1.
 
 

表6     消融实验结果

序号 原始值
1, NGM( ) α,NCFGMC( ) 1, NVCFNDGM( )

预测值 APE / % 预测值 APE / % 预测值 APE / %

1 0.065 0 0.065 0 0 0.065 0 0 0.065 0 0

2 0.078 0 0.072 5 7.051 3 0.078 7 0.897 4 0.078 0 0

3 0.084 0 0.105 9 26.071 4 0.084 6 0.714 3 0.084 0 0

4 0.092 0 0.113 1 22.934 8 0.092 3 0.326 1 0.092 0 0

5 0.099 0 0.110 9 12.020 2 0.099 8 0.808 1 0.099 4 0.404 0

6 0.106 0 0.112 1 5.754 7 0.105 4 0.566 0 0.105 2 0.754 7

7 0.109 0 0.112 5 3.211 0 0.109 5 0.458 7 0.109 6 0.550 5

8 0.113 4 0.118 7 4.673 7 0.113 3 0.088 2 0.113 3 0.088 2

9 0.116 7 0.122 1 4.627 2 0.116 9 0.171 4 0.116 6 0.085 7

10 0.119 5 0.119 9 0.334 7 0.119 3 0.167 4 0.119 4 0.083 7

11 0.121 3 0.123 5 1.813 7 0.121 3 0 0.121 4 0.082 4

12 0.123 4 0.122 4 0.810 4 0.123 5 0.081 0 0.123 4 0

MAPE / % 8.118 5 0.390 0 0.186 3

13 0.127 9 0.118 2 7.584 1 0.126 5 1.094 6 0.126 9 0.781 9

14 0.132 6 0.118 5 10.633 5 0.130 7 1.432 9 0.134 7 1.583 7

15 0.150 6 0.123 2 18.193 9 0.134 5 10.690 6 0.150 6 0

16 0.174 5 0.130 3 25.329 5 0.135 9 22.120 3 0.174 1 0.229 2

17 0.194 2 0.127 0 34.603 5 0.136 8 29.557 2 0.194 2 0

MAPE / % 19.268 9 12.979 1 0.519 0
 

1, N

α,N 1, N 1, N

α,N

1,

N 1, N

由表 6可知 , 不论是在训练集还是测试集中 ,
3个模型的建模性能排序均为 VCFNDGM( ) >
CFGMC( ) > GM( ). 对比 VCFNDGM( )
和 CFGMC( )的模型可知, 引入可变一致分数

阶累加算子和非线性修正项能有效捕捉数据间的

变换规律, 改进模型的拟合、预测精度. 对比 GM(
)与 VCFNDGM( )模型可知 , 离散灰色模型

更能刻画样本序列的变化趋势, 降低误差. 综上, 通
过消融实验充分说明了本文模型改进的必要性. 

3.4    稳定性分析

1, N为了验证 VCFNDGM( )模型的稳定性和预

1, N测能力, 本节从两个角度说明 VCFNDGM( )模
型的可靠性和稳定性.

1) 交叉验证.
分别选取油气管道腐蚀速率数据的前  50%、

60%和 70%作为训练集进行建模 (对应的训练数据

量分别为 9、10和 12). 计算模型在不同训练集比例

下的MAPE值, 实验结果如表 7所示.
1, N

2.275 5× 10−4

由表 7可知 ,  VCFNDGM( )模型在不同训

练集占比下的表现具有一定的一致性. 随训练集比

例的增加 , 训练集 MAPE变化较小 , 其方差为

, 表明模型在拟合阶段具有较高的稳

 

表5     不同智能优化算法的性能对比

迭代次数
PSO WOA

MAPE / % t / s MAPE / % t / s

50 0.249 3 2.74 0.292 0 2.58

80 0.196 6 3.98 0.318 2 3.73

100 0.186 3 4.89 0.284 5 4.20

200 0.188 7 9.54 0.288 1 7.58
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定性. 测试集 MAPE的方差为 0.178 2, 反映了模型

在预测阶段具有较好的泛化能力和稳定性.
2) 蒙特卡洛仿真.

1, N在蒙特卡洛仿真研究中, 对本文VCFNDGM( )
模型进行 100次 PSO寻优, 进而得到 100组最优目

标函数值, 即平均绝对百分比误差. 然后, 根据 100
组结果绘制最优目标函数值的频数分布图, 实验结

果如图 4所示.
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1, N图4   VCFNDGM( ) 模型的最优目标函数频数分布图
 

1, N

1, N

由图 4可知 ,  VCFNDGM( )模型在 100次
重复实验中的目标函数波动范围是 [0.12%, 0.57%],
波动范围相对较小, 且有 51次结果为 0.25%, 说明

VCFNDGM( )模型在该特定值附近表现出较高

的集中度. 此外, 最优目标函数的分布呈现单峰形态

且范围较窄, 频数在主峰处达到最大值, 远离主峰的

目标函数值较少且分布稀疏. 这表明随机性对结果

的影响较小, 进一步说明了该模型具有较好的稳定

性和可靠性. 

4    结　论

α,N

1,

N α,N

1, N

本文首先基于阶数差异化的思想, 提出了可变

一致分数阶累加生成算子, 该算子能自适应地根据

变量数量生成相应数量的阶数并进行差异性优化.
然后添加了非线性修正项将模型结构拓展为非线性

结构, 从而实现更多元、更复杂的现实问题的建模.
最后, 基于离散灰色模型的思想, 利用差分形式代替

CFGMC( )模型中的微分形式, 最终构建了可变

一致分数阶非线性离散灰色多变量 (VCFNDGM(
))模型. 新模型有效克服了 CFGMC( )模型累

加阶数单一, 模型结构简单和存在转换误差的 3个
缺陷. 此外, 这一系列的改进还使得VCFNDGM( )
模型的计算复杂度降低, 实现起来更为简单. 油气管

1, N

道腐蚀速率的应用案例验证了本文模型的合理性.
结果表明, VCFNDGM( )模型的拟合和预测能

力均优于其他模型.
1, N尽管 VCFNDGM( )模型在实际案例中表现

出色, 但仍存在一定的局限性. 未来的研究可以着重

于进一步提升模型的自适应性, 尤其是在处理更复

杂的非线性问题和大规模数据集时. 考虑到不同领

域和问题的特殊性, 可将模型扩展至多层次的复杂

结构并结合深度学习等技术, 以增强其在动态系统

中的适应能力和预测精度.
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