
基于平均矢量角和动态缩减机制的约束多目标进化算法

鲁宇明,曹龙昊,董显娟,熊丽娟

引用本文:

鲁宇明, 曹龙昊, 董显娟, 等. 基于平均矢量角和动态缩减机制的约束多目标进化算法[J].  控制与决策, 2025,

40(8): 2473-2480.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2024.1229

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

基于弱关联的自适应高维多目标进化算法

A weak association-based adaptive evolutionary algorithm for manyobjective optimization

控制与决策. 2021, 36(8): 1804-1814   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1723

基于向量角分解的高维多目标进化算法

Many-objective evolutionary algorithm based on vector angle decomposition

控制与决策. 2021, 36(3): 761-768   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0925

基于分解的多目标多因子进化算法

A multiobjective multifactorial evolutionary algorithm based on decomposition

控制与决策. 2021, 36(3): 637-644   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0525

尺度自适应的多特征融合相关滤波目标跟踪算法

Scale adaptation and multi-feature fusion correlation filtering object tracking algorithm

控制与决策. 2021, 36(2): 429-435   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0445

一种求解约束多目标问题的协作进化算法

A collaborative evolutionary algorithm for solving constrained multi-objective problems

控制与决策. 2021, 36(11): 2656-2664   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2020.0791

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2024.1229
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1723
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0925
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0525
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0445
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2020.0791


 

基于平均矢量角和动态缩减机制的约束多目标进化算法
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摘　要: 针对约束多目标进化算法存在难以平衡种群收敛性与多样性的问题, 提出一种基于平均矢量角和动态缩

减机制的约束多目标进化算法 (CMOEA-BAD). 该算法设计主种群和辅助种群, 它们分别独立进化, 以求解原始

问题和辅助问题. 对于主种群, CMOEA-BAD将理想点与最低点的角度信息相结合构成平均矢量角, 并将该角度

融入约束支配原则进行个体选择, 以平衡种群的多样性与收敛性. 对于辅助种群, 设计一种种群规模动态缩减机

制, 通过动态地调整辅助种群的规模来降低其在进化过程中所占用的计算资源, 以加快算法的收敛速度. 为验证

所提出算法的性能 , 将所提出算法在 MW和 DTLZ测试问题上与 PPS、BiCo、NSBiDiCo、MFOSPEA2以及

CMOES算法进行比较分析, 并应用于实际工程问题中. 实验结果表明, 所提出算法不仅能够有效平衡种群的收

敛性与多样性, 还可以显著提高算法的收敛速度. 算法整体运行时间缩短了 28%, 综合性能更优.
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Abstract: Balancing  population  convergence  and  diversity  remains  a  significant  challenge  in  constrained  multi-
objective evolutionary algorithms. To remedy this issue, this article proposes a constrained multi-objective evolutionary
algorithm based on average vector angle and dynamic reduction mechanism (CMOEA-BAD). This algorithm designs a
main population and an auxiliary population, which evolve independently. The main population is dedicated to solving
the  original  problem,  while  the  auxiliary  problem  focuses  on  solving  the  ancillary  questions.  On  the  one  hand,  the
CMOEA-BAD takes into account the angle information of the ideal and lowest points of the main population, designs
an average vector angle, and selects individuals based on this vector angle through constraint dominance principles to
achieve  the  goal  of  balancing  population  diversity  and  convergence.  On  the  other  hand,  this  article  proposes  a
population size dynamic reduction mechanism for the auxiliary population, which dynamically adjusts the size of the
auxiliary  population  to  reduce  the  computational  resources  it  occupies  during  the  evolution  process,  in  order  to
accelerate  the convergence speed of  the algorithm. In order  to  verify the performance of  the algorithm, the proposed
algorithm  is  compared  with  PPS,  BiCo,  NSBiDiCo,  MFOSPEA2,  and  CMOES  algorithms  in  MW  and  DTLZ  test
problems, and applied to practical engineering problems. Experimental results show that the proposed algorithm can not
only  effectively  balance the  convergence and diversity  of  population,  but  also  significantly  improve the  convergence
speed  of  the  algorithm.  The  overall  running  time  of  the  algorithm  has  been  shortened  by  28%,  and  the  overall
performance is better.
Keywords: multi-objective  optimization； constraints；vector  angle；dynamic  reduction  mechanism； astringency；
diversity
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0    引　言

约束多目标优化问题 (CMOPs)广泛存在于科

学研究和现实应用中. 如车间调度、汽车盘式制动器

优化、供水系统的水泵调度、机械臂轨迹规划
[1-4], 由

于目标和约束的共存, CMOPs相对于无约束优化问

题具有更多的挑战. 因此, 对 CMOPs的研究具有重

要理论和实践意义.
约束多目标进化算法 (CMOEAs)是公认的求解

约束多目标优化问题的有效方法
[5], 约束处理技术和

多目标进化算法是其关键组成部分. 根据算法的基

本思想, 现有约束多目标算法大致可分为如下 3类.

ε

1)基于协同进化的方法. 文献 [6]提出了一种均

匀搜索策略, 该策略依据已获得的非支配解集来界

定一个具有潜力的搜索区域, 并利用这一区域内的

解来辅助搜索 CPF以加快收敛速度; 文献 [7]提出

了一种多任务框架, 该框架采用 约束技术将原始任

务的约束边界放宽, 构成辅助任务, 利用两个任务间

的知识迁移, 实现了在可行域与不可行域间的互补

搜索, 有效地获得了 Pareto最优解.
2)平衡收敛性与可行性的方法. 文献 [8]提出通

过学习 CPF和 UPF的分布, 利用 CPF与 UPF间的

关系来平衡收敛性与可行性; 文献 [9]提出了一种自

动切换两阶段算法, 该算法用一个阶段处理无约束

问题, 用另一个阶段处理原始 CMOP, 并根据总体状

态在这两个阶段间自动切换.

ε

ε

3)利用不可行解的方法. 文献 [10]提出了一种

基于 约束处理的方法, 该方法将种群的约束边界放

宽到 , 使得一些多样性较好的不可行解得以保留,
并利用这些不可行解协助种群寻找 CPF; 文献 [11]
提出了一个基于移位的惩罚函数, 首先将不可行解

移动至最近可行解的位置, 然后根据其约束违反程

度进行惩罚, 以实现从进化初期的多样性和可行性

向进化后期的多样性和收敛性的自适应过渡.
目前, 研究人员逐渐开发并利用角度信息来解

决多目标问题
[12]. 文献 [13]将结合角度信息的约束

处理技术嵌入至多目标进化算法中 , 用于处理

CMOPs; 文献 [14]提出了一种改进的角度惩罚距离,
将收敛性与多样性融合为一个标量值, 以实现在进

化过程中对两者进行平衡; 文献 [15]提出了一种基

于角度信息的约束高维多目标进化算法, 通过构造

角度违反度函数直接从合并种群中选择个体, 用于

提高算法的收敛速度; 文献 [16]设计了一种基于角

度的选择策略来更新存档种群, 该策略根据种群间

余弦夹角的大小进行个体的选择, 删除角度较小的

个体以提高种群的多样性.
尽管上述算法利用角度信息在处理部分 CMOPs

问题上表现出色, 但是其仅依赖单一参考点 (理想点

或最低点)获取角度信息的方法存在缺陷, 导致所获

得的信息缺乏完整性, 以至于在后续的选择过程中,
这种不完整的信息可能会导致优势个体的丢失.

针对上述问题, 本文提出一种基于平均矢量角

和动态缩减机制的约束多目标进化算法 (CMOEA-
BAD). 该算法采取双种群协同进化的方法: 对于主

种群, CMOEA-BAD在其交配选择过程中将理想点

与最低点的角度信息相结合构成平均矢量角, 将该

角度融入约束支配原则进行个体选择, 以平衡种群

的多样性与收敛性; 对于辅助种群, 针对其在进化后

期占用计算资源的问题, 设计一种种群规模动态缩

减机制, 通过动态地调整辅助种群的规模来提高算

法的收敛速度. 

1    相关概念 

1.1    约束多目标优化问题的定义

不失一般性, 一个 CMOP可用如下方式表示:

minimizeF (x) = [f1(x), f2(x), . . . , fM(x)]T;

subject to gi(x) ⩽ 0, i = 1, 2, . . . , p;

hj(x) = 0, j = p+ 1, . . . , q. (1)

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω x n

Ω M gi(x)

i hj(x) j

其中:  ,  为一个候选解,  为

决策变量数目,  为决策空间;  为目标数目; 
为第 个不等式约束;  为第 个等式约束. 

1.2    矢量角的定义

Zmin = (zmin
1 , zmin

2 , . . . , zmin
m ) Zmax = (zmax

1 ,

zmax
2 , . . . , zmax

m ) i

矢量角是指在归一化目标空间中两个解间的夹

角 (不考虑约束). 要计算矢量角必须先找到最低点

和 理 想 点

, 即找到所有解的第 个目标的最小值

和最大值. 首先, 将目标向量进行归一化
[13], 如下所

示:

F (xj) =
fi(xj)− Zmin

i

Zmax
i − Zmin

i

, i = 1, 2, . . . ,m. (2)

xu xv xu ̸= xv对于任意两个解 与 ( )间的矢量夹

角为

angle(xu, xv) = arccos
(∣∣∣ F (xu)× F (xv)

∥F (xu)∥ × ∥F (xv)∥

∣∣∣).
(3)

一般而言, 矢量角在一定程度上能够反映两个

解间搜索方向的相似性. 若两个解从完全不同的方

向进行搜索, 则它们之间的矢量角会很大; 否则, 它
们之间的矢量角会相对较小. 

2    算法设计 

2.1    算法的整体框架

所提出 CMOEA-BAD算法采用双种群协同进

2474 控 制 与 决 策 第40卷



化的方法. 其中: 主种群 (Population1)专注于解决包

含约束条件和多个目标的原始问题 ; 辅助种群

(Population2)则致力于处理简化后的辅助问题, 即在

忽略约束条件下对原始问题进行优化. 由于辅助问

题比原始问题更加简单, 辅助种群的解比主种群的

解具有更好的收敛性和多样性. 另外, 由于辅助种群

在进化过程中不用考虑约束, 通过将其子代的信息

共享给主种群, 能够帮助主种群跳出局部最优. 具体

流程如算法 1所示.

算法 1　CMOEA-BAD算法流程.

N FEmax δ输入: 种群规模 , 最大评价次数 , 动态系数 ;

P1输出: 主种群 .

P1 P2

N FE = 0

1.  随机初始化主种群 和辅助种群 , 种群规模均为

, 当前评价次数

FE < FEmax2.  while   do

P1 N3.     通过二元锦标赛选出优势个体, 种群规模为

P2 N        通过二元锦标赛选出优势个体, 种群规模为

P1 O1 N4.     通过交叉变异操作产生子代 , 种群规模为

P2 O2 N×δ        通过交叉变异操作产生子代 , 种群规模为

P1

∪
O1

P ′
1 N

5.    将 进行基于平均矢量角的交配选择操作,

得到种群 种群规模为

P ′
1 O′

1

N

6.    将 通过交叉变异操作进行二次繁殖产生子代 ,

种群规模为

P ′
1 O′

1 O2 P ′′
1 P ′′

1 =P ′
1

∪
O′

1

∪
O2 P2 O′

1 O2 P ′
2 P ′

2 =P2

∪
O′

1

∪
O2

7.    将 、 和 合并为新种群 , 即

, 将 、 和 合并为新种群 , 即

 

P ′′
1

P1 N

8.    将 进行环境选择操作, 得到的种群更新为主种群

, 种群规模为

P ′
2

P2 N×δ

9.    将 进行环境选择操作, 得到的种群更新为辅助种

群 , 种群规模为

10. end while

P111. return 

在算法 1中, 经过交配选择 (步骤 5)后, 选出的

个体具有良好的收敛性和多样性, 为进一步扩大该

优势, 本文选择对这些优势个体进行二次繁殖. 步骤

6和步骤 7中的环境选择操作采用文献 [17]中提出

的方法, 将个体的空间密度和拥挤距离构成适应度

函数, 并根据个体的适应度大小进行筛选个体, 以进

一步提高种群的多样性.
 

2.2    基于平均矢量角的交配选择
 

2.2.1    平均矢量角的设计

目前, 一些多目标进化算法利用角度信息筛选

个体, 取得了较好的效果
[18], 但是, 这些算法只是单

一地使用一个参考点 (最低点或理想点)来计算余弦

xu xv

角. 本文研究发现, 选用不同的参考点会导致对某些

个体的偏好, 可能会造成优势个体的损失. 因此本文

设计了平均矢量夹角, 任意两个解 与 间的平均

矢量角定义如下所示:

average angle =

anglemin(xu, xv) + anglemax(xu, xv)

2
. (4)

anglemin(xu, xv) Zmin

xu xv anglemax(xu, xv)

Zmax xu xv

其中:  表示以最低点 为参考点,
解 与 形成的夹角; 而 表示以理

想点 为参考点, 解 与 形成的夹角.

Zmin

Zmax A、B、C、D、E、F、G、H

Zmax

θBC Zmin

θDE

本文基于图 1分析平均矢量角的优势. 图 1(a)是
使用单一参考点来计算余弦角, 首先找到最低点

和理想点 , 由于

互不支配, 采用角度信息来筛选个体. 若以理想点

作为参考点, 则这些个体间矢量夹角最小的为

; 若以最低点 作为参考点, 则这些个体间矢

量夹角最小的为 . 这意味着依赖单一参考点评估

个体间的相似性, 可能会导致对某些个体的偏好. 图
1(b)是将两个参考点相结合, 使用平均矢量角来测

量个体间的相似性. 该方法同时兼顾了理想点和最

低点, 有效地保证了公平性.
 
 

minz

maxz

f1

f2

H
G

F

E

D

CB

θDE

θBCA

(a)   单一参考点 

(b)   两个参考点结合 

minz

maxz

f1

f2

H

E

D
C

B

θDE

A

2

θ′DE

2

θBC

2

θ′BC

2

图1   不同参考点的矢量角 

2.2.2    交配选择操作

交配选择操作主要根据式 (4)计算出个体的平

均矢量夹角, 通过保留角度较大的个体, 删除角度最

第8期 鲁宇明 等: 基于平均矢量角和动态缩减机制的约束多目标进化算法 2475



小的个体来提高种群的多样性 . 详细步骤如算法

2所示.

算法 2　基于平均矢量角的交配选择操作.

P输入: 进行交配选择操作的种群 ;

P ′
1

输出: 种群 .

P0 = 非支配排序(P ) P0 Q0

R0

1.   ,  第 1层个体记为 , 剩余

个体记为

|Q0| ⩽ N2.  if   do

K = N − |Q0| P ′
0 = R03.    , 

4.  else

K = N P ′
0 =Q05.    , 

6.  end if

P ′
0 Zmin Zmax7.  归一化 , 找到点 、点 并计算个体的约束

违反程度 (CV)

gte

average angle(xu, xv)

θk

8.  采用切比雪夫方法[19] 计算个体的聚合函数 , 并由

式 (4)和 (5), 计算个体的平均矢量角

和角度阈值

|P ′
0| > K9.  while   do

P ′
1 = P ′

0 P ′
1 N10.     截断函数 ( ),  的种群规模为

11.  end while

P ′
1

12. return 

xu xv

算法 2中截断函数具体步骤如下: 找到种群中

平均矢量夹角最小的两个个体 (假设为 和 ), 通
过删除角度最小的个体来保持种群的多样性. 截断

函数根据以下 3个规则进行截断.
CV(xu) = 0 CV(xv) = 0

gte(xu) ⩽ gte(xv) xv xu

规则 1　当 且 时 : 若
, 则删除 ; 否则, 删除 .
CV(xu) ̸= 0 CV(xv) ̸= 0

average angle(xu, xv) ⩽ θk CV(xu) ⩽
CV(xv) xv xu

规则 2　当 或 且夹角

小于阈值 时: 若
, 则删除 ; 否则, 删除 .

gte(xu) ⩽
gte(xv) xv xu

规则 3　当上述条件均不满足时: 若
, 则删除 ; 否则, 删除 .

θk

为使得所选出个体的分布性相对较好, 本文引

入文献 [13]的方法设置 , 具体公式为

θk =


θ0

(
1 +

FE
FEmax

)cp

, 1 ⩽ FE ⩽ TC ;

π
2
, TC ⩽ FE ⩽ FEmax;

TC = α · FEmax;

cp = log(N)/log(1 + α). (5)

θk

θk θ0

α
π
2N

FE FEmax

其中: 角度阈值 为用于评价个体分布性优劣的一

项指标, 大于 的个体被认为其分布性较好;  为初

始阈值;  为一个参数, 按照文献 [13]分别设置为

和 0.8;  为当前评价次数;  为最大评价

次数. 

2.3    种群规模动态缩减机制

在双种群算法中, 由于两个种群均在生成子代

和评估个体, 两者均在消耗计算资源. 然而, 随着进

化的进行, 辅助种群在进化后期对主种群并没有提

供帮助, 但是, 此时辅助种群仍然在消耗计算资源.
针对上述问题, 本文设计了一种种群规模动态缩减

机制, 通过动态地调整辅助种群的规模降低其在进

化过程中所占用的计算资源, 以加快算法的收敛速度.
δ

N× δ

δ

种群规模动态缩减机制主要依靠动态系数 来

实现 , 即将辅助种群每次迭代后保留的个体数量

动态系数 , 从而达到对种群规模的控制. 本文

设计动态系数 的公式如下所示:

δ =
9× 10−1

1 + tan
(( FE

FEmax

)
× π

2

)5
+ δmin. (6)

N

FEmax 1× 105 δmin

由式 (6), 将初始种群规模 设定为 100, 最大评价次

数 设定为 , 最小动态系数 设定为

0.1, 得到种群规模随评价次数的变化趋势如图 2所
示.
 
 

4 8 100
0

种
群
规
模

4评价次数 / 10

2 6

20

60

80

100

40

图2   种群规模随着评价次数的变化趋势
 

图 2表明: 在进化初期辅助种群帮助主种群越

过不可行域, 其对于主种群帮助较大, 故几乎不减少

其规模; 随着种群不断进化, 主种群逐渐越过不可行

域收敛至 CPF, 辅助种群对于主种群帮助变小, 在该

机制的作用下, 辅助种群规模从 100逐渐缩减至 10,
将其所占用的计算资源逐渐降低, 从而加快算法的

收敛速度. 

2.4    算法复杂度分析

N M

O(MN)

O(MN)

O(MN)2

O(MN)2

O(MN)2

CMOEA-BAD算法主要包括种群初始化、子代

个体生成、基于平均矢量角的交配选择和环境选择

4部分. 假设 为种群中个体数量,  为目标的个数,
为初始化的计算复杂度; 子代生成主要通

过交叉变异操作来产生, 可在线性时间内完成, 复杂

度为 ; 在基于平均矢量角的交配选择过程

中, 最坏情况下的复杂度为 , 环境选择最坏

情况下的复杂度为 . 综合以上分析, CMOEA-
BAD算法的复杂度约为 . 
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3    实验与分析

为检验所提出算法的有关性能, 选择 DTLZ[20]

和 MW[21]
两个约束多目标测试函数集进行仿真实

验, 将所提出算法与经典算法 PPS[22] 以及其余 4个
当前性能优异的约束多目标进化算法 BiCo[16]、
NSBiDiCo[23]、MFOSPEA2[7]、CMOES[6] 进行比较 ,
并在进化多目标优化平台

[24]
上进行算法性能对比以

及消融实验. 

3.1    实验有关参数设置

Pc = 1 Pm =1/D D

ηc =

20 ηm = 20

1)种群规模和进化算子参数设置. 为保证实验

的公平性, 各算法的种群规模均设置为 100. BiCo、
MFOSPEA2、CMOES和 CMOEA-BAD按照原文献

采用模拟二进制交叉和多项式变异生成后代; PPS
和 NSBiDiCo按照原文献采用差分进化操作和多项

式变异生成后代. 各算法的交叉变异参数统一设置

为交叉概率 , 变异概率 ( 为决策

变量的维度), 交叉和变异的分布参数分别为

,  .

FEmax

2)性能指标和算法终止条件. 为综合衡量算法

收敛精度, 采用修正的反世代距离 IGD+[25](modified
inverted  generation  distance)和 超 容 量 HV[26]

(hypervolume)作为评价指标来验证算法的收敛性和

分布性. 算法终止条件: 所有问题的最大评价次数

均设为 100 000. 

3.2    算法性能对比实验

所有实验均独立运行 30次, 采用 Wilcoxon秩
和检验

[27]
比较算法性能差异性, 置信度为 95%, “+”

“−”“=”分别表示对比算法显著优于、显著劣于和

无差别于 CMOEA-BAD算法, 排名第 1的算法加粗

显示.

图 3为 PPS、 BiCo、 NSBiDiCo、 MFOSPEA2、

CMOES和 CMOEA-BAD算法在 MW14问题上的

求解结果. 图 3中: PPS和 NSBiDiCo算法所获得的

前沿解分布较为拥挤 , 种群多样性不好 ;  BiCo、

MFOSPEA2和 CMOES算法虽然获得了部分分布

在前沿的有效解, 但是个体分布较为稀疏, 分布性较

差; 而 CMOEA-BAD算法获得的解接近真实帕累托

前沿且分布较为均匀 , 相较于其他对比算法 ,

CMOEA-BAD算法获得的不可行解较少, 算法的多

样性和分布性更好.

表 1为 DTLZ和 MW系列的 24个测试函数的

IGD+和 HV的 Wilcoxon秩和检验的统计结果 . 由

IGD+可见: CMOEA-BAD算法显著优于其他 5种对

比算法, 显著占优的比例分别为 100%、50%、100%、

37.5%、 33.3%, 排名前 3的算法为 CMOEA-BAD、

MFOSPEA2和 CMOES; 由 HV可见: CMOEA-BAD

算法仍然显著优于其他 5种算法, 显著占优的比例

分别为 95.8%、50%、95.8%、33.3%、33.3%, 排名前

3的算法为 CMOEA-BAD、MFOSPEA2和 CMOES.

表 2为 6种算法在 DTLZ和 MW系列测试函

数上的运行时间平均值统计结果 . 由表 2可知 :

NSBiDiCo算法在 10个 DTLZ测试问题上的耗时最

短; CMOEA-BAD算法在剩余的 14个 MW测试问

题上的耗时最短; 同时, 在所有测试问题中, CMOEA-

BAD算法的总运行时间最短 . 这一结果表明 ,

CMOEA-BAD算法在求解 DTLZ和 MW系列问题

时的收敛速度更快. 
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图3    各种算法在 MW14 问题上种群分布
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3.3    算法消融实验

Zmin

Zmax

Zmin Zmax

为了进一步验证平均矢量角对 CMOEA-BAD
性能的影响, 本文采用 3种不同获取角度信息的方

法进行消融实验. 这 3种方法分别为按照参考点

来获得角度信息, 记为 CMOEA-BAD1; 按照参考点

来获得角度信息, 记为 CMOEA-BAD2; 结合参

考点 和 来获得角度信息的 CMOEA-BAD.

Zmin Zmax

Zmin Zmax

表3为CMOEA-BAD1
、CMOEA-BAD2

、CMOEA-
BAD在 DTLZ和 MW系列测试函数 IGD+平均值

和标准差的 Wilcoxon秩和检验结果. 由表 3可知,
CMOEA-BAD算 法 显 著 优 于 CMOEA-BAD1

与

CMOEA-BAD2, 显著占优的比例分别为 45.8%、
54.2%. 通过对比 CMOEA-BAD1

与 CMOEA-BAD2

不难发现, 单一选用最低点 或理想点 获取

的角度信息并无明显差别 ; 对比 CMOEA-BAD1
、

CMOEA-BAD2
与 CMOEA-BAD算法可以发现 , 结

合参考点 和 来获得角度信息的 CMOEA-
BAD算法具有更好的收敛性, 验证了采用平均矢量

角比单一使用理想点或最低点来获取角度信息更加

科学、有效.
 
 

表3     3 种算法的 Wilcoxon 秩和检验结果

算法
IGD+

+ − = rank

CMOEA-BAD1 2 11 11 2.33(2)

CMOEA-BAD2 1 13 10 2.33(2)

CMOEA-BAD 1.33(1)
 

表 4为 6种算法以及 CMOEA-BAD*(未加入动

态缩减机制)在 DTLZ和 MW测试集上平均运行时

间的统计结果. 由表 4可知: 在前 6种算法中, 耗时

最短的算法为 NSBiDiCo和 BiCo; 而加入 CMOEA-
BAD算 法 进 行 对 比 后 ,  耗 时 最 短 的 算 法 为

NSBiDiCo和 CMOEA-BAD.  通 过 对 比 CMOEA-
BAD与 CMOEA-BAD*算法在 10个 DTLZ问题和

14个 MW问题上的表现, 发现 CMOEA-BAD算法

的平均运行时间相较于 CMOEA-BAD*算法分别减

少了 32%和 23%, 总体平均运行时间缩短了 28%,
以上结果有效地验证了加入动态缩减机制能够显著

降低算法的运行时间, 提高运行速度. 

4    实际应用

x1 x2 x3 x4

盘式制动器因其结构简洁、紧凑和制动性能良

好等一系列优点, 在汽车和工程机械领域得到了广

泛应用. 本节通过对盘式制动器进行优化设计, 进一

步验证 CMOEA-BAD算法的有效性. 在制动器结构

设计中, 重量和停止时间的优化是两个关键的优化

目标; 主要包含 4个决策变量: 制动器的内外圈直径

和 , 啮合力 、摩擦面的数量 ; 受限于 5个约

束: 内外圈半径的最小间距、制动的最大长度、压

力、温度以及扭矩限制. 具体优化模型如下所示:

min f1(x) = 4.9× 10−5(x2
2 − x2

1)(x4 − 1);

f2(x) =
9.82× 106(x2

2 − x2
1)

x3x4(x3
2 − x3

1)
.

s.t. g1 = (x2 − x1)− 20 ⩾ 0;

g2 = 30− 2.5(x4 + 1) ⩾ 0;

g3 = 30− 2.5(x4 + 1) ⩾ 0;

g4 =
2.66× 10−2x3x4(x

3
2 − x3

1)

(x2
2 − x2

1)
− 900 ⩾ 0.

(7)

 

表1     6 种算法在 DTLZ 和 MW 测试函数上 Wilcoxon 秩和检验结果

算法
IGD+ HV

+ − = rank + − = rank

PPS 0 24 0 5.00(5) 1 23 0 5.04(5)

BiCo 3 12 9 3.08.(4) 3 12 9 3.08(4)

NSBiDiCo 0 24 0 5.63(6) 0 23 1 5.54(6)

MFOSPEA2 8 9 7 2.58(2) 8 8 8 2.71(2)

CM ES 6 8 10 2.79(3) 5 8 11 2.75(3)

CMOEA-BAD 1.92(1) 1.875(1)

 

表2     各算法在测试函数上运行时间平均值 s　

算法 DTLZ MW DTLZ+MW

PPS 48.14 33.71 39.72

BiCo 25.30 15.99 19.87

NSBiDiCo 17.70 19.44 18.71

MFOSPEA2 44.44 47.74 46.36

CMOES 499.03 291.79 378.14

CMOEA-BAD 24.26 14.68 18.67

 

表4     各算法在测试函数上运行时间平均值 s　

算法 DTLZ MW DTLZ+MW

PPS 48.14 33.71 39.72

BiCo 25.30 15.99 19.87

NSBiDiCo 17.70 19.44 18.71

MFOSPEA2 44.44 47.74 46.36

CMOES 499.03 291.79 378.14

CMOEA-BAD* 35.74 19.13 26.05

CMOEA-BAD 24.26 14.68 18.67
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x1 ∈ [55, 80] x2 ∈ [75,

110] x3 ∈ [1 000, 3 000] x4 ∈ [2, 20]

其中决策变量的取值范围为 、

、 、 . 针对上述问

题, 将所提出算法与其他算法进行对比实验, 由于实

际问题无法获取真实的 Pareto前沿, IGD+不再适用,
本文只采用 HV作为评价指标, 各算法在该问题上

独立运行 30次 , 函数评价次数设定为 100 000. 表
5为 6种算法 HV的最优值 (Best)、均值 (Mean)
与标准差 (Std)的统计结果. 由表 5可知, 所提出算

法的最优值、均值和标准差均明显优于其他算法.
 
 

表5     各算法在盘式制动设计问题上的 HV 指标比较

算法 Best Mean Std

PPS 0.902 5 0.886 0 0.013 7

BiCo 0.912 0 0.889 6 0.015 2

NSBiDiCo 0.895 1 0.879 5 0.013 5

MFOSPEA2 0.912 6 0.891 9 0.015 0

CMOES 0.908 5 0.889 5 0.016 1

CMOEA-BAD 0.918 2 0.898 9 0.012 6
  

5    结　论

本文提出了一种基于平均矢量角和动态缩减机

制的约束多目标进化算法 (CMOEA-BAD), 在平衡

种群的收敛性与多样性的同时, 显著提高了收敛速

度. 该算法首次将理想点与最低点的角度信息相结

合构成平均矢量角, 通过基于平均矢量角的交配选

择, 改善了算法的分布性和多样性. 此外, 所提出算

法设计了一种种群规模动态缩减机制, 通过动态地

减小辅助种群的规模来提高算法的收敛速度, 使得

算法整体运行时间缩短了 28%. 在经典测试函数集

DTLZ和MW上进行了仿真实验, 实验结果表明: 相
比于现阶段性能优越的算法, CMOEA-BAD表现出

色, 能够较好地平衡种群的收敛性与多样性. 在应用

于汽车盘式制动器优化问题上, 所提出算法同样表

现优异, 进一步验证了 CMOEA-BAD在解决约束多

目标问题上具备良好的竞争力.
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