
基于奇异值分解的灰色交互作用关联分析模型及其应用

吴鸿华,胡阿芹,韩雪,李雅芳

引用本文:

吴鸿华, 胡阿芹, 韩雪, 等. 基于奇异值分解的灰色交互作用关联分析模型及其应用[J]. 控制与决策, 2025, 40(8):

2450-2458.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2024.1345

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

含有分数阶有色关联噪声的分数阶系统的卡尔曼滤波器设计

Design of Kalman filter for fractional-order systems with correlated fractional-order colored noises

控制与决策. 2021, 36(7): 1672-1678   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1418

嵌入重采样技术的C4.5决策树集成分类算法的临床医学预测

Clinical prediction of C4.5 decision tree classification algorithm with embedded resampling technique

控制与决策. 2021, 36(6): 1342-1350   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1247

基于波段影像统计信息量加权K-means聚类的高光谱影像分类

Algorithm based on band statistical information weighted K-means for hyperspectral image classification

控制与决策. 2021, 36(5): 1119-1126   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1516

基于KRLS的非均匀采样非线性系统辨识

Identification of non-uniformly sampled nonlinear systems based on KRLS

控制与决策. 2021, 36(12): 3049-3055   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2020.0962

基于协同聚类和权重注意力稀疏自编码网络的变化检测方法

Change detection approach based on cooperative clustering and weightedattention sparse autoencoder

控制与决策. 2021, 36(10): 2442-2450   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1633

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2024.1345
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1418
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1247
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1516
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2020.0962
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1633


 

基于奇异值分解的灰色交互作用关联分析模型及其应用

吴鸿华1†，胡阿芹2，韩　雪1，李雅芳1

(1. 济南大学 数学科学学院，济南 250022；2. 临沂大学 商学院，山东 临沂 276000)

摘　要: 针对传统灰色关联分析模型无法测度因素间交互作用且未考虑数据噪声的问题, 基于奇异值分解提出灰

色交互作用关联分析模型. 首先, 通过引入交互作用矩阵, 利用奇异值分解方法, 结合贡献率准则来确定关键奇异

值; 然后, 构建单一因素和交互作用的灰色关联系数, 并最终得到单一因素和考虑交互作用的灰色关联度, 所提出

模型能够满足规范性、对称性、数乘变换不变性等性质, 并克服对象排列顺序对于关联度的影响; 最后, 将所提出

模型应用于黄河流域碳排放单一因素和交互作用驱动因素分析, 识别出关键影响因子, 通过实例分析结果表明所

提出模型的合理性和有效性. 稳定性和置换检验分析进一步验证了所提出模型的稳健性.
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Abstract: To address  the  limitations  of  traditional  grey  relational  analysis  models,  which  fail  to  measure  interaction
between factors and do not account for data noise, a grey interactional relational analysis model based on singular value
decomposition (SVD) is proposed. By introducing an interactional matrix and using SVD, the key singular values can
be determined using a contribution rate criterion. Subsequently, grey relational coefficients for both individual factors
and interaction effects are constructed, leading to the grey relational degrees considering both individual and interaction
effects.  The  proposed  model  satisfies  the  properties  of  normalization,  symmetry,  and  invariance  under  scalar
transformation,  while  also  overcoming  the  impact  of  the  object  arrangement  order  on  relational  degree.  Finally,  the
model is used to analyze single-factor and interaction-driven influences on carbon emissions in the Yellow River Basin,
identifying  key  influencing  factors.  The  results  demonstrate  the  rationality  and  effectiveness  of  the  proposed  model.
Stability and permutation tests are further conducted to validate the robustness of the model.
Keywords: grey relational analysis；interaction；singular value decomposition；panel data；data noise

 

0    引　言

灰色关联分析为灰色系统理论的核心部分, 在
不确定性系统分析中发挥了重要作用. 灰色系统理

论由 Deng[1] 于 20世纪 80年代提出, 旨在处理信息

不完全、样本不足或系统信息量较少的复杂系统问

题. 与传统的统计分析方法相比, 灰色系统更适合小

样本、贫信息的系统行为描述, 尤其是难以获取精确

数据的系统和不确定性较高的领域. 灰色关联分析

的基本原理是利用不同指标序列间的“关联度”来

刻画系统因素的相关性, 通过计算灰色关联度来分

析变量间的关系, 揭示系统因素间的相对影响力. 由
于灰色关联分析对于样本数量和数据分布要求较低,
已成功应用于众多领域, 包括经济与管理

[2]
、医学教

育
[3]
、工程与技术

[4]
、地质与环境保护

[5]
、生物科学

[6]

以及水利水电
[7]
等. 此外, 灰色控制理论、灰色育种

科学和气象灰色系统分析等新兴的跨学科领域已逐
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步发展起来
[8], 并在学术界得到了广泛关注.

自邓氏关联分析模型提出以来, 众多学者投入

理论研究并取得了一系列有价值的成果. 一些重要

的扩展模型陆续涌现, 包括改进的灰色斜率关联分

析模型
[9]
、相似性和接近性灰色关联分析模型

[10]
、灰

色凸关联分析模型
[11]
、负向灰色关联模型

[12]
以及交

叉序列灰色关联分析模型
[13]

等.
近年来, 随着面板数据分析和多属性决策研究

逐步向矩阵样本拓展, 灰色关联分析模型进一步延

伸至面板数据. 张可等
[14]

率先引入了面板数据的空

间投影方法, 通过表面簇类来描述其结构, 并提出了

灰色扩展绝对关联分析模型, 然而, 由于表面簇类的

构建缺乏唯一性, 关联度存在不稳定性问题
[15]; 为此,

刘振等
[16]

用空间网格取代曲面簇类, 通过测度曲线

线段的变化趋势, 提出了灰色网格关联度; 此外, 吴
鸿华等

[17]
将面板数据投影到空间四面体网格, 提出

了灰色四面体网格关联分析模型; 吴利丰等
[18]

基于

黑塞矩阵和凸度提出了灰色凸关联分析模型; 钱吴

永等
[19]

通过构建“水平”“增量”和“变化”3种距离,
加强了灰色关联分析框架; 为进一步提升模型的可

靠性和稳定性, Sun等[20]
开发了一种新的灰色时空

关联分析模型; Yin等[21]
提出了一种基于向量投影

的灰色投影关联分析模型, 但是该模型不满足对称

性; 为应对面板数据关联分析模型的检验难题, 党耀

国等
[22]

构建了灰色关联聚类检验模型; 此外, Zhang
等

[23]
基于指标维度和时间维度的梯度特征, 提出了

用于面板数据的灰色梯度关联分析模型; 为了分析

心血管疾病与空气污染物间的关系, Feng等[5]
结合

几何投影和高斯函数提出了灰色投影关联分析模型;
为处理不同尺度数据, Zhang等[24]

基于空间金字塔

池化方法提出了多变量灰色关联分析模型; 翟艳丽

等
[25]

通过二元指标子矩阵分解, 定义点集内绝对偏

差的平均值和标准差, 提出了灰色点集关联分析模

型; 最近, 安艺萌等
[26]

构建了灰色面角关联分析模

型, 很好地刻画了面板数据整体性特征; Hu等[27]
提

出了一种新型灰色关联分析模型, 融合了因子间的

耦合关系; 刘宁等
[28]

设计了函数型灰色关联分析模

型, 解决了非等间隔含噪序列数据精度低或不适用

等问题; 孙婧等
[29]

构建了灰色差值关联分析模型, 改
进了秩序一致性和稳定性, 同时有效地处理了正负

关系.
上述研究在丰富灰色关联分析模型理论方面取

得了显著进展, 提出了多种扩展模型来适应复杂的

面板数据结构, 但是, 现有灰色关联分析模型仍然存

在一些不足之处.

1)现有的关联分析模型多适用于单一因素的影

响性分析, 因素间交互作用影响性分析存在困难. 事
实上, 系统特征行为多存在指标间的交互作用影响.
如煤炭消费与第二产业存在交互影响, 共同对碳排

放产生影响, 因此, 对该类问题的关联分析建模需要

考虑指标间的交互作用对于特征行为因素的影响.
2)传统关联分析建模未考虑数据噪声的影响.

事实上, 由于人为因素、设备精度以及采集方法的限

制, 所获得的数据不可避免地存在噪声. 因此, 去除

噪声后的数据再进行关联分析建模更能揭示因素间

的真实关联关系.
鉴于此, 本文基于奇异值分解提出灰色关联分

析模型. 所提出模型不仅能够分析单一因素的影响

性分析, 且能够分析因素交互作用的影响. 利用矩阵

的奇异值测度样本间的关联关系, 能够很好地反映

数据的整体性特征. 选取满足特定信息贡献度的奇

异值, 去掉噪声影响较大的奇异值, 使其具有较强的

抗噪声能力, 可增强模型的稳定性. 所提出模型能够

测度指标间的交互作用对于特征行为因素的影响,
可进一步拓展关联分析模型的应用范围. 所提出模

型已成功应用于黄河流域碳排放的单一因素和交互

作用影响分析, 实例分析结果能够表明所提出模型

的合理性和有效性. 通过稳定性和置换检验分析, 进
一步验证了所提出模型的稳健性. 

1    基于奇异值分解的灰色关联分析模型 

1.1    模型的构建

面板数据包括指标截面数据和时间信息, 同时

具有时间维度和指标维度. 对于面板数据, 可从时

间、指标、对象等 3个维度进行建模. 它们的建模机

理相同, 本文仅给出指标视角建模方法.
s i t

xs(i, t)

定 义 1　设指标 关于对象 在时间 的数值为

, 则称

Xs=


xs(1, 1) xs(1, 2) . . . xs(1, n)
xs(2, 1) xs(2, 2) . . . xs(2, n)

...
...

. . .
...

xs(N, 1) xs(N, 2) . . . xs(N,n)

 (1)

s Xs = (xs(i, t))N×n

X = (X1, X2, . . . , Xm)

为指标 的行为矩阵, 简记为 , 面
板数据序列 称为指标行为序

列.
s Xs(s = 1, 2,

. . . ,m) Xs

定  义 2　设指标 的行为矩阵为

, 矩阵 可分解为

Xs = UsΛsV
T
s . (2)

U N ×N V T n× n

Λs σs1 ⩾ σs2 ⩾
其中:  为 的正交矩阵;  为 的正交

矩阵;  为对角阵, 其主对角线的元素
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. . . ⩾ σsrs
> 0 rs Xs

σs1 , σs2 , . . . , σsrs
Xs

,  为矩阵 的秩, 其他元素为 0, 则
称 为矩阵 的奇异值.

δ

矩阵奇异值的大小反映了矩阵的“重要性”, 较
大的奇异值表示矩阵的主要成分, 而较小的奇异值

表示次要成分或噪声. 为了消除数据噪声的影响, 选
择贡献率超过一定阈值 的奇异值进行建模, 如 0.9,
0.95, 0.98. 为此, 需要计算奇异值的贡献率, 即

ηs(k) =

k∑
j=1

σ2
sj

rs∑
j=1

σ2
sj

, (3)

σs1 ⩾ σs2 ⩾ . . . ⩾ σsrs
k

δ ksδ

其中 . 选择最小的 使得累计

贡献率达到或超过 , 记为 , 即满足

ksδ∑
j=1

σ2
sj

rs∑
j=1

σ2
sj

⩾ δ. (4)

δ kδ

实际应用时, 所有系统行为矩阵奇异值的贡献

率均大于 , 记为 . 此时满足

kδ = max
0⩽s⩽m

{ksδ}.

Xs1 =

(xs1(i, t))N×n, Xs2 = (xs2(i, t))N×n

定 义 3　设系统两指标行为矩阵分别为

. 记

X(s1s2) = (x(s1s2)(i, t))N×n, (5)

x(s1s2)(i, t) =
√
xs1(i, t)xs2(i, t) X(s1s2)

s1 s2

其中 , 则称

为指标 和 的交互作用矩阵.
关联分析通过计算关联度来衡量两因素序列的

关联关系. 为了更准确地揭示序列间的联系, 需要尽

可能真实地刻画其实际特征. 对于矩阵型样本, 奇异

值能够整体反映矩阵的特性. 从接近性角度来看, 若
样本矩阵的奇异值分布越接近, 则它们的相关性越

强; 反之, 则越弱. 因此, 奇异值可用于测度样本矩阵

的相关程度, 并能够有效体现其整体特征.
X0

Xs(s = 1, 2, . . . ,m) X0

Xs σ01 , σ02 , . . . , σ0r0
σs1 , σs2 , . . . ,

σsrs
σ01 ⩾ σ02 ⩾ . . . ⩾ σ0r0

σs1 ⩾ σs2 ⩾ . . . ⩾
σsrs

δ kδ

k

定 义 4　设系统特征指标行为矩阵为 , 系统

相关指标行为矩阵为 ,  和

奇异值分别为 和

, 且   , 

,  为系统要求的奇异值贡献率,  为满足所有

指标矩阵的奇异值贡献率的 值. 记

ε0s(j) =
1

1 + |σ0j − σsj |
, j ⩽ kδ, (6)

ε0s(j) X0 Xs j则称 为指标 和 关于第 个奇异值的灰色

关联系数. 记

ε0s =
1

kδ

kδ∑
j=1

ε0s(j), (7)

ε0s X0 Xs则称 为指标 和 的基于奇异值分解的灰色关

联度.
X0

X(s1s2) s1 s2 X0 X(s1s2)

σ01 , σ02 , . . . , σ0r0
σ(s1s2)1 , σ(s1s2)2 ,

. . . , σ(s1s2)r(s1s2)
σ01 ⩾σ02 ⩾ . . .⩾σ0r0

σ(s1s2)1 ⩾
σ(s1s2)2 ⩾ . . . ⩾ σ(s1s2)r(s1s2)

δ

kδ

k

定  义 5　设系统特征指标行为矩阵为 ,
为指标 与 的交互作用矩阵,  、

奇异值分别为 和

, 且 , 
,  为系统要求的奇异值

贡献率,  为满足所有指标行为矩阵的奇异值贡献

率的 值. 记

ε0(s1s2)(j) =
1

1 + |σ0j − σ(s1s2)j |
, j ⩽ kδ, (8)

ε0(s1s2)(j) s1 s2 s0 j则称 为指标 与 对指标 关于第 个奇

异值的灰色交互作用关联系数. 记

ε0(s1s2) =
1

kδ

kδ∑
j=1

ε0(s1s2)(j), (9)

ε0(s1s2) s1 s2 s0则称 为指标 和 对指标 的灰色交互作用

关联度. 

1.2    模型的性质

ε0s

ε0(s1s2)

ε0(s1s2)

基于奇异值分解的灰色关联度 与灰色交互

作用关联度 具有相同的性质, 下面仅讨论基

于奇异值分解的灰色交互作用关联度 的性质.
X0 X(s1s2)

ε0(s1s2) 0 <

ε0(s1s2) ⩽ 1

性质 1　设 与 为同型矩阵, 则基于奇

异值分解的灰色交互作用关联度 满足

.
X0 X(s1s2) ∀1 ⩽ j ⩽ kδ证明  对于 和 ,  , 显然有

|σ0j − σ(s1s2)j | ⩾ 0,

则

0 <
1

1 + |σ0j − σ(s1s2)j |
⩽ 1,

0 < ε0(s1s2)(j) ⩽ 1 0 < ε0(s1s2) ⩽ 1即  , 因此,  . □
X0 X(s1s2)

ε0(s1s2) ε0(s1s2)

= ε0(s2s1) = ε(s1s2)0

性质 2　设 与 为同型矩阵, 则基于奇

异值分解的灰色交互作用关联度 满足

.
X(s1s2)证明  对于 , 有

x(s1s2)(i, t) =
√
xs1(i, t)xs2(i, t) =√
xs2(i, t)xs1(i, t) =

x(s2s1)(i, t),

σ(s1s2)j =σ(s2s1)j 1 ⩽ j ⩽ kδ X0 X(s1s2)

X(s2s1) ∀1 ⩽ j ⩽ kδ

则 ,  . 对于 、 、

,  , 显然有

|σ0j − σ(s1s2)j | = |σ0j − σ(s2s1)j | = |σ(s1s2)j − σ0j |,
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ε0(s1s2)(j) = ε0(s2s1)(j) = ε(s1s2)0(j) ε0(s1s2) =

ε0(s2s1) = ε(s1s2)0

故 , 

. □
X0 Xs X0 = Xs

ε0(ss) = 1

性质 3　设 与 为同型矩阵 , 若 ,
则 .

X0 = Xs X(ss) = Xs = X0

σ0j − σ(ss)j =0 1 ⩽ j ⩽ kδ ε0(ss)(j)=1 ε0(ss)=

1

证 明　由 于 ,  则 ,
,  , 即 , 

. □
X0 X ′

0 Xs1 X ′
s1

Xs2 X ′
s2

Xs3

X ′
s3

Xs4 X ′
s4

X ′
0 = aX0 X ′

s1
=

aXs1 X ′
s2

= aXs2 X ′
s3

= aXs3 X ′
s4

=aXs4

a ε0(s1s2)(j) >ε0(s3s4)(j) ε′0(s1s2)(j)

> ε′0(s3s4)(j)

性质 4　设 、 、 、 、 、 、 、

、 、 为同型矩阵, 满足 , 

,  ,  ,  , 其中

为非 0常数. 若 , 则

.

∀a ̸= 0 X0 X ′
0 X0

σ01 , σ02 , . . . , σ0r0
X ′

0

|a|σ01 , |a|σ02 , . . . , |a|σ0r0

证明　对于 和 、 , 设 的奇异值

为 , 则行为矩阵 的奇异值为

. 同理, 有

σ′
s1j

= |a|σs1j
, σ′

s2j
= |a|σs2j

,

σ′
s3j

= |a|σs3j
, σ′

s4j
= |a|σs4j

.

又由于

ε0(s1s2)(j) > ε0(s3s4)(j),

有

1

1 + |σ0j − σ(s1s2)j |
>

1

1 + |σ0j − σ(s3s4)j |
.

可得到

|σ0j − σ(s1s2)j | < |σ0j − σ(s3s4)j |,

则

|a||σ0j − σ(s1s2)j | < |a||σ0j − σ(s3s4)j |,

即

|σ′
0j
− σ′

(s1s2)j
| < |σ′

0j
− σ′

(s3s4)j
|,

则

1

1 + |σ′
0j
− σ′

(s1s2)j
|
>

1

1 + |σ′
0j
− σ′

(s3s4)j
|
,

ε′0(s1s2)(j) > ε′0(s3s4)(j)即 . □
综合以上性质以及矩阵奇异值的性质可得到下

述定理.

ε0(s1s2) 0 < ε0(s1s2) ⩽ 1

ε0(s1s2) = ε0(s2s1) = ε(s1s2)0 εs(ss) =

ε(ss)s = 1

定理 1　基于奇异值分解的灰色交互作用关联

度 满足以下性质: 1)规范性:  ;
2)对称性 :  ;  3) 

; 4)数乘变换关联序不变性; 5)关联度不

受对象排列顺序的影响.
∼

∼
证明　由性质 1   性质 4, 易证得定理 1的 1)

 定理 1的 4)成立.
定理 1的 5)奇异值是矩阵的特征尺度, 为矩阵

与矩阵转置乘积特征值的平方根. 奇异值与矩阵的

行具体顺序无关, 取决于矩阵的行空间的几何特性.
换言之, 交换两行会改变矩阵的行顺序, 但是不会改

变矩阵的行空间结构, 奇异值不变. 因此, 交换行不

改变基于奇异值分解的灰色交互作用关联度的大小,
即关联度不受对象排列顺序的影响. □ 

1.3    数据的规范化处理

能源消费结构和产业结构等数据为成分数据,
其所在空间为单形空间. 由于成分数据受固定和影

响, 直接建模易出现偏差, 需要通过数据变换将其投

射到欧氏空间, 其中心对数比变换
[30]

能够有效处理

成分数据.
X ′′ =

(X ′′
1 , X

′′
2 , . . . , X

′′
m) X ′′

s = (x′′
s (i, t))N×n

定  义 6　设面板数据指标行为序列为

, 其中 . 若
m∑

s=1

x′′
s (i, t) = 1,

(x′′
1(i, t), x

′′
2(i, t), x

′′
m(i, t))

X ′
sCLR = (x′′

s (i, t)clr)N×n

则 称 为 成 分 数 据 .  记
, 有

x′′
s (i, t)clr = ln

(x′′
s (i, t)

x̄′′(i, t)

)
, i = 1, 2, . . . , N,

t = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . ,m. (10)

x̄′′(i, t) =
( m∏

s=1

x′′
s (i, t)

) 1
m

CLR

X ′′
sCLR X ′′

s

这里 .  称为中心对称

比变换算子,  为 的中心对称比变换像.

CLR

为了消除转换后数据量级的差异性 , 需要对

变换后的数据再进行标准化处理.
X ′ =

(X ′
1, X

′
2, . . . , X

′
m) X ′

s = (x′
s(i, t))N×n Ms=

max
1⩽i⩽N

max
1⩽t⩽n

{x′
s(i, t)} ms = min

1⩽i⩽N
min
1⩽t⩽n

{x′
s(i, t)}

XsD = (x′
s(i, t)d)N×n

定  义 7　设面板数据指标行为序列为

, 其中 . 记

,  , 记

, 有:
1)若数据为成本型, 则

x′
s(i, t)d =

Ms − x′
s(i, t)

Ms −ms

; (11)

2)若数据为效益型, 则

x′
s(i, t)d =

x′
s(i, t)−ms

Ms −ms

. (12)

D X ′
sD X ′

i这里:  称为极差变换算子,  为 的极差变换

像. 

2    实例分析

黄河流域是中国重要的生态屏障和能源资源集

中地, 其产业结构重工业占比高, 能源消费以煤炭为

主, 导致了较高的碳排放量. 随着国家提出“双碳”

目标以及黄河流域生态保护和高质量发展战略, 分
析黄河流域的碳排放驱动因素, 对其可持续发展、低
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碳转型以及实现“双碳”目标至关重要. 黄河流域的

能源消费高度依赖传统化石能源, 这不仅对生态环

境产生巨大压力, 也对区域的经济发展形成制约. 通
过研究驱动碳排放的产业结构和能源消费主要影响

因素, 可以识别出高碳排放的关键产业和能源消费

种类, 进而为优化能源消费结构、推广清洁能源使用

提供科学依据, 以实现绿色低碳的能源转型. 需要注

意的是, 由于国家“双碳”目标的提出和相关政策的

出台, 所得的碳排放、能源消费以及产业结构等数据

具有“贫信息”特征. 与此同时, 需要考虑能源消费

与产业结构交互作用对于碳排放的影响分析, 可以

更好地刻画能源消费与产业结构的关联性, 也利于

分析它们互动效应的动态变化. 因此, 通过交互作用

分析深入了解能源消费结构和产业结构如何共同作

用于碳排放. 基于此, 能够给出针对性的政策建议.
下面利用所提出灰色关联分析模型对黄河流域进行

单一因素和交互作用的影响性分析. 

2.1    数据来源与处理

黄河流经青海省、四川省、甘肃省、宁夏回族自

治区、内蒙古自治区、陕西省、山西省、河南省、山东

省等 9个省份或自治区. 黄河流域上游包括青海省、

四川省、甘肃省、宁夏回族自治区以及内蒙古自治区

等 5个省份或自治区, 中游包括山西和陕西两个省

份, 下游包括河南和山东两个省份.

∼
考虑政策出台以及数据的可获得性, 黄河流域

9个省份相关数据的时间区间为 2016年   2021年,
原始数据分别来源于 MEIC数据库和各省份的统计

年鉴, 其中黄河流域 9个省份的碳排放数据来源于

MEIC碳排放数据库
[31](http://meicmodel.org.cn), 如

表 1所示. 黄河流域 9个省份的产业结构和能源消

费结构数据可从各省统计年鉴获得. 考虑了一次性

电力净调出和当量值计算, 部分省份数据需要重新

进行归一化处理.

Z ′′
0l l = 1, 2, 3

X ′′
sl s = 1, 2, 3, 4, l = 1, 2, 3 s = 1, 2,

3, 4

Y ′′
s′l s′ = 1, 2, 3, l =

1, 2, 3 s′ = 1, 2, 3

l = 1, 2, 3

为了计算方便, 黄河流域上中下游的碳排放数

据分别记为 ,  . 能源消费结构数据序列

记 为 ,  ,  其 中

分别表示煤炭、石油、天然气、一次电力以及其

他能源 . 产业结构分别记为 , 
. 这里:  分别表示第一产业、第二产

业、第三产业,  分别表示黄河流域上游、中

游和下游.

CLR X ′′
sl Y ′′

s′l

X ′
sl Y ′

s′l

CLR

Z0l Xsl Ys′l s = 1, 2, 3, 4, s′ = 1, 2, 3, l = 1, 2, 3

能源消费结构和产业结构数据为成分数据, 首
先通过 变换对 和 进行处理, 变换后的数

据记为 和 . 然后, 对于第一产业、第二产业、

煤炭、石油、碳排放等数据利用成本型极差变换公

式 (11)进行处理, 第三产业、天然气、一次电力以及

其他能源等数据利用效益型极差变换公式 (12)进行

处理. 经 变换和极差变换后的规范化数据记为

、 、 ,  . 

2.2    单一因素的驱动因素分析

Z0l Xsl s = 1, 2, 3, 4 Ys′l s
′ = 1, 2,

3 l = 1, 2, 3

对于黄河流域上中下游, 利用灰色关联度公式

(7)分别计算 与 ( ),  (
),  的关联度, 得到黄河流域上中下游碳排

放关于能源消费结构和产业结构的关联关系, 结果

如表 2和图 1所示.
 
 

表2     黄河流域上中下游能源消费和产业结构的单一因素关联度结果

能源消费结构 产业结构

碳 石油 天然气 一次性电力和其他能源 第一产业 第二产业 第三产业

上游 0.815 5 0.761 2 0.760 6 0.806 7 0.935 5 0.830 1 0.658 1

中游 0.939 0 0.809 3 0.762 7 0.895 1 0.693 5 0.653 5 0.903 7

下游 0.907 4 0.717 6 0.912 7 0.901 2 0.774 0 0.906 7 0.731 8
 

由表 2和图 1可知, 黄河流域上中下游碳排放

的主要影响因素如下: 对于能源消费结构, 黄河流域

中上游的驱动因素为碳消费, 关联度分别达到 0.939 0

和 0.815 5; 黄河下游碳排放的主要影响因素为天然

气消费, 关联度达到 0.912 7; 对于黄河流域中上游,

碳消费作为能源消费的驱动因素, 表明这些地区仍

然存在较为依赖碳能源的消费模式. 黄河中上游地

区畜牧业发展、工业化进程中的高碳能源使用较为

普遍. 而对于黄河下游, 天然气消费成为驱动因素.

这可能与黄河下游地区的能源结构变化有关. 近年

 

∼表1     2016年  2021年黄河流域9个
省份碳排放量统计

百万吨二氧化碳　

省份 2016 2017 2018 2019 2020 2021

甘肃省 151.348 150.016 159.389 158.821 167.727 173.829

四川省 302.887 301.91 271.044 282.858 273.631 282.319

青海省 54.229 50.57 47.811 47.354 44.226 45.56

宁夏回族自治区 135.05 179.829 178.571 198.15 210.308 221.862

内蒙古自治区 585.892 624.184 691.476 756.467 789.647 831.906

陕西省 258.331 255.273 252.303 271.837 280.958 294.513

山西省 446.802 469.793 497.397 507.628 521.534 544.085

山东省 875.972 837.529 905.004 922.88 900.535 936.355

河南省 514.942 497.269 462.878 436.771 440.518 457.157
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来, 多地实行新旧动能转换, 天然气取代煤炭成为主

要能源, 这有助于减少碳排放, 因此, 天然气消费成

为该地区碳排放的主要驱动因素.
对于产业结构, 黄河流域上中下游的主要影响

因素存在较大差异, 第一产业、第三产业、第二产业

与碳排放的最大关联度均超过了 0.9, 分别达到

0.933 5、0.903 7、0.906 7. 因此, 第一产业、第三产业、

第二产业分别为黄河上中下游的主要影响因素. 对
于黄河流域上游, 第一产业为主要驱动因素, 表明黄

河上游的碳排放与农业活动、资源开采等密切相关;

对于黄河流域中游, 随着经济发展, 第三产业比重逐

渐上升, 服务业、交通、信息技术等部门的碳排放逐

步增多, 相关服务活动带来的能源需求增加; 随着下

游地区工业化和城市化的加速, 第二产业的能源需

求和碳排放显著增加, 尤其是在钢铁、化工、水泥等

高耗能产业中, 碳排放量较高. 

2.3    考虑交互作用的驱动因素分析

Z0l X(ss′)l

x(ss′)l(i, t) =
√
xsl(i, t)ys′l(i, t) s = 1, 2, 3, 4, s′

= 1, 2, 3 l = 1,2, 3

产业结构调整往往是实现能源消费结构优化的

关键途径, 而能源消费结构优化反过来也能为产业

结构的绿色发展提供支撑. 在低碳化转型的过程中,
产业结构和能源消费结构的协调发展显得尤为重要.
因此, 为了更全面地分析碳排放的主要影响因素, 需
要考虑能源消费结构和产业结构共同作用对碳排放

的影响. 下面利用基于奇异值分解的灰色交互作用

关联度公式 (9)分别计算 和 的关联度. 其
中:  , 

,  , 得到黄河流域上中下游碳排放

关于能源消费结构与产业结构交互作用的关联关系,
结果如表 3和图 2所示.

 
 

表3     黄河流域上中下游能源消费与产业结构交互作用的关联度结果

X1 · Y1 X1 · Y2 X1 · Y3 X2 · Y1 X2 · Y2 X2 · Y3 X3 · Y1 X3 · Y2 X3 · Y3 X4 · Y1 X4 · Y2 X4 · Y3

上游 0.772 3 0.740 5 0.701 5 0.715 6 0.693 0 0.684 8 0.721 2 0.721 6 0.699 4 0.766 2 0.733 8 0.699 9

中游 0.638 1 0.656 2 0.837 7 0.650 7 0.639 1 0.806 3 0.662 5 0.651 8 0.859 6 0.637 8 0.649 3 0.829 5

下游 0.822 1 0.784 4 0.803 4 0.718 4 0.719 5 0.727 0 0.791 0 0.764 0 0.763 7 0.762 0 0.755 1 0.794 5
 
 
 

X Y1 1

0.6
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X Y1 2 X Y1 3 X Y2 1 X Y2 2 X Y2 3 X Y3 1 X Y3 2 X Y3 3 X Y4 1 X Y4 2 X Y4 3

黄河上游

黄河中游

黄河下游

图2   黄河流域上中下游碳排放交互作用折线图
 

由表 3和图 2可知, 黄河流域上游和下游的交

互作用主要影响因素均为碳消费和第一产业，中游

为天然气和第三产业, 它们与碳排放的关联度分别

达到 0.772 3、0.859 6、0.822 1. 由于资源丰富、经济

发展较为落后, 黄河上游地区仍然依赖于高碳能源

和第一产业的传统发展模式. 这种模式导致了碳消

费和第一产业在碳排放驱动因素中发挥主导作用.

黄河中游地区的经济结构向服务型经济过渡, 带动

了天然气的使用, 天然气在减少直接碳排放方面比

煤炭更具优势; 第三产业的快速发展带来了能源需

求的变化, 使得天然气和第三产业成为该地区碳排

放的重要驱动因素. 尽管下游地区具备较高的经济

水平, 但是农业和传统高碳行业仍然占一定比例, 导

致碳消费和第一产业在碳排放驱动因素中表现突出.

这反映了区域内能源结构转型的挑战, 以及经济结

构中第一产业对碳排放的持续影响.
 

 

X1 X2 X3 X4 Y1 Y3Y2

0.65

0.75

0.85

0.95

能源消费结构和产业结构

灰
色

关
联

度

黄河上游 黄河中游

黄河下游

图1    黄河流域上中下游碳排放单一因素折线图
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2.4    模型的检验分析与对比分析

为了验证所提出模型的有效性, 对模型进行稳

定性检验和置换检验, 并与传统关联分析模型进行

对比分析. 这里选择经典的灰色拓展绝对关联分析

模型
[14]
、灰色网格关联分析模型

[16] 与灰色梯度关联

分析模型
[23]

进行对比分析.
对相应数据增加一定的扰动信息, 计算关联分

析模型相对误差, 确定灰色关联分析模型稳定性. 相
对误差的定义如下所示:

wc(r) =
ε− εr

ε
. (13)

ε εr ± r%

εr = ε(Zr
1 , X

r
s1
) z1(i, t)(1− r%) ⩽

zr
1(i, t)⩽z1(i, t)(1+r%) xs1(i, t)(1− r%)⩽xr

s1
(i,

t) ⩽ xs1(i, t)(1 + r%) r ⩽ r ⩽ r

其中:  为原关联度;  为指标行为矩阵增加 扰

动后的关联度,  , 
, 

,  .

(−10%, 10%)

为了方便, 选择黄河上游各指标行为矩阵进行

模型稳定性检验, 对碳排放、能源消费结构和产业结

构行为矩阵增加 的扰动信息, 计算其

相对误差, 结果如图 3所示. 需要注意的是, 在随机

生成扰动矩阵时, 引入固定的随机种子, 以保证每次

运行的随机矩阵一致.
wc(r) r

wc(r)

wc(r)

图 3为 4个模型的 随 的变化特征, 可得

到各模型的稳定性特征. 由图 3可知, 所提出模型表

现出较高的稳定性. 对于灰色拓展关联分析模型和

灰色梯度关联分析模型,  值在图中分布集中且

变化幅度相对较小, 表明其对于输入扰动敏感性相

对较低, 也具有较好的稳定性. 但是, 灰色拓展关联

分析模型在较大扰动下的误差变化有所增加, 灰色

梯度关联分析模型整体波动性较大. 可见, 它们的稳

定性比所提出模型要弱. 相比之下, 灰色网格关联分

析模型的 明显偏离中心范围或变化更大, 最大

相对误差超过了 6, 表明其对于输入变化敏感性较

高. 可见，灰色网格关联分析模型对于该问题的稳定

性较差, 且不适合在稳定性要求高的场景中使用.
灰色关联分析基于行为矩阵进行建模, 其结果

易受矩阵构建的影响. 换言之, 矩阵行 (列)的顺序发

生了改变, 关联度的结果很可能会发生改变. 事实上,
在因素分析中, 其结果不应受对象排列顺序的影响.
因此, 需要对模型进行置换检验分析, 分析模型关于

对象排列顺序的影响. 为此, 给出行为矩阵的所有行

置换, 分别计算关联度. 以所有置换后的关联度均值

为柱状图的柱高, 关联度的最大值和最小值标记在

柱子的中间, 并将两点连线得到模型的置换检验图.
若最大值与最小值间的连线越长, 则表明置换对于

结果影响越大; 反之, 则越小. 当最大值点与最小值

点重合时, 模型不受置换的影响, 即灰色关联分析模

型具有抗置换能力. 在此, 以黄河上游的碳排放和碳

消费为例进行置换检验, 结果如图 4 所示.

由图 4可得到各模型的置换检验结果. 不难得

到, 灰色拓展绝对关联分析模型、灰色网格关联分析

模型和灰色梯度关联分析模型的最大值点与最小值

点差异较大, 表明这 3种模型关于对象排列顺序的

影响较大, 它们适用于固定顺序的行为矩阵. 在非固

定顺序行为矩阵下应用这些模型可能会导致较大的

偏差. 对于所提出模型, 最大值点与最小值点重合,

表明其不受对象排列顺序的影响, 既适用于固定顺

序的行为矩阵, 又适用于非固定顺序的行为矩阵, 比
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图3    4 种模型的相对误差
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上述 3种模型的应用范围更广.
通过对比分析不难得到, 所提出模型不仅能够

分析单一因素的影响, 还能分析因素间交互作用的

影响. 此外, 所提出模型的稳定性较好, 具有较强的

抗数据干扰能力, 模型的结果不受对象排列顺序的

影响. 

3    结　论

本文基于奇异值分解提出了灰色交互作用关联

分析模型, 以解决传统关联分析模型无法评估因素

间交互影响的问题. 此外, 该模型还克服了关联度受

对象排列顺序影响的问题, 并提高了模型的稳定性.
所提出模型利用矩阵奇异值测度面板数据的差

异性, 与距离、斜率等几何量相比更能刻画面板数据

的整体性. 本文还给出了模型稳定性和置换检验分

析方法, 通过稳定性检验和置换检验, 展示了所提出

模型的优势. 所提出模型有效识别了黄河流域上中

下游碳排放的单因素和交互作用影响的关键因素,
为黄河流域碳减排提供了指导.

尽管所提出模型克服了现有灰色关联分析模型

的一些不足, 也取得了有效的应用, 但是, 仍然需要

在不同类型数据集上开展普适性验证. 与此同时, 本
文仅考虑了两指标构建的交互作用, 多指标间交互

作用影响性分析和模型的机理还需进一步研究.
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