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含时延和丢失数据不确定系统的FIR滤波器

朱亚萌, 赵顺毅†, 栾小丽, 刘 飞
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摘 要: 针对状态空间模型中存在服从伯努利分布的时延和随机观测丢失的情况,基于极大似然法则,分别设计
有限脉冲响应 (finite impulse response, FIR)滤波器的慢速率批处理形式和快速率迭代形式.首先,将时延和数据丢
失情况下的模型表述为服从伯努利分布的概率线性函数;然后,通过极大似然处理从而得到所提出极大似然FIR
算法;最后,将在相同条件下的极大似然FIR估计、改进型卡尔曼滤波以及无偏FIR估计3种滤波方法进行对比,从
估计误差、均方根误差和不确定性影响等角度进行比较分析.实验部分通过3-DOF直升机模型仿真,可发现所提
出极大似然FIR估计方法在处理时延和数据丢失问题时更加有效,鲁棒性更高.
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FIR filter for uncertain systems with time delay and data loss
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Abstract: In this paper, we design a slow-rate batch form and a fast-rate iterative form of the finite impulse response
(FIR) filter based on the law of great likelihood for the state space model with time delay and random observation loss
obeying Bernoulli distribution. Firstly, the model in the case of time delay and data loss is formulated as a linear function
of probability obeying Bernoulli distribution, and then the proposed FIR algorithm with great likelihood is obtained
by the great likelihood process. Finally, the maximum likelihood FIR estimation, the improved Kalman filter and the
unbiased FIR estimation under the same conditions are compared and analyzed in terms of estimation error, root mean
square error and uncertainty impact. In the experimental part, the 3-DOF helicopter model simulation shows that the
proposed maximum likelihood FIR estimation method is more effective and robust in dealing with time delay and data
loss problems.
Keywords: state estimation；time delay and data loss；Bernoulli distribution；Kalman；unbiased FIR；maximum likelihood
FIR

0 引 䀰

实际中,时延常存在于无线传感器网络[1]、移动

互联网络[2]以及动态机械系统[3]中,而导致传输数据
可信度降低的因素有很多,如外部环境因素、带宽有
限[4]、传播时间[5]、可操作性因素[6]以及采样因素[7]

等.根据上述原因,可将时延和数据丢失大致分为两
类,一是已知延迟和数据丢失,二是随机延迟和数据
丢失[2].
在滤波过程中,时延和数据丢失会使得测量数据

不可信,从而影响整个滤波器的稳定性和其性能表
现[2,6-8].为避免时延和数据丢失所造成的估计偏差,
考虑如何提高滤波器的鲁棒性[9-12]的研究近年来从

未停止.如针对网络系统的混合不确定性,Moayedi
等[13]提出了自适应卡尔曼滤波 (Kalman filter, KF)方
案;文献 [14]在线性最小方差的基础上提出了鲁棒卡
尔曼;文献 [15]针对多传感器不可靠网络系统问题提
出了分布式加权卡尔曼滤波器融合方案.以上方法
均基于KF[13-15],因其优越性能和实现方式简单的特
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点被广泛应用.然而,其对于初始值和噪声统计的要
求较高,导致在很多噪声未知的情况下KF并不适用.

为提高滤波器的鲁棒性,很多学者又提出了H∞

滤波算法[6,16],其可在约束规范下有效改善KF的缺
点.文献 [6]利用鲁棒H∞方法解决随机离散时延系

统问题,但是H∞滤波对调整因子设置要求较高,不
合适的因子会造成滤波器的不稳定.根据最新研究
发现,无偏有限脉冲响应 (unbiased finite impulse
response, UFIR)[11,17-20]滤波的估计性能更加稳健.如
Uribe-Murcia等[20]提出的UFIR滤波,可解决无限传
感网络出现的时延和数据丢失问题.具体地, UFIR
滤波器在有限时间内展现出有界输入/有界输出
(BIBO)稳定性[21]、更好的模型和舍入误差保护[22-23]

以及减少噪声灵敏度[24-25]等特点.除了以上主流的
3种处理时延和数据包丢失的3种方法外,也有不少
学者提出过其他解决方案,如粒子滤波和递归贝叶
斯估计[26-27]、双向联想记忆的鲁棒延迟相关状态估

计器[28]以及切换Hopfield神经网络[29]和滑动模式控

制[30]等方法.但是,在以往针对FIR滤波器的研究中,
估计器的假设条件较为苛刻,要求测量输出始终可
用,且延迟已知并确定[31].在实际应用中,这些条件
很难满足.事实上,时延和数据丢失往往是随机发生
的[32].
针对状态空间模型中存在随机伯努利分布的时

延和观测数据丢失的情况,本文基于极大似然法则,
设计极大似然有限脉冲响应 (maximum likelihood
finite impulse response, ML FIR)状态估计算法[33-34].
将时延和数据丢失情况下的模型表述为服从伯努利

分布的概率线性函数,进行极大似然处理并推导得到
ML FIR的批处理形式和迭代形式.实验部分通过3-
DOF直升机模型对算法进行测试分析,验证其在处
理时延和数据丢失问题的有效性.

1 状态空间模型

假设传感器或传输通道中的故障会导致时间延

迟和数据丢失.本文只考虑服从已知概率0 ⩽ γ ⩽ 1

伯努利分布的一步随机时延.若测量延迟,则观测信
号仅包含噪声,下一数据将丢失,即κn = 1.当数据安
全到达时,κn=0.
对于没有延迟和数据丢失的系统,状态空间模型

为

xn = Axn−1 +Bun−1 + wn−1, (1)

yn = Cxn + vn. (2)

其中:xn ∈RM1为系统状态向量, yn ∈RM2为测量向

量,un∈RM3为控制输入,A∈RM1×M1、B∈RM1×M3

和C∈RM2×M1为时不变矩阵.
针对发生时延和数据丢失的系统,建立状态空间

模型时引入辅助观测向量 ỹn,将观测向量yn改写为

ỹn = CAxn−1, (3)

yn =

κn[γCxn + (1− γ)Cxn−kn
] + (1− κn)ỹn + vn. (4)

其中: kn为滞后步长,κn为标量缺失数据因子,式 (4)
为在假设已知伯努利概率因子γ下得到数据的测量

向量. P{γ = 1} = ε{γ} = γ̄和P{γ = 0} = 1 − γ̄,且
0⩽ γ̄⩽1.

2 极大似然 FIR估计
在给定系统模型 (1)∼ (4)下,接下来将对其进行

极大似然处理.首先,式(1)可将一步延迟状态表示为

xn−1 = A−1(xn −Bun−1 − wn−1). (5)

在本文考虑存在延迟和缺失数据情况,即κn = 1时,
且考虑为一步时延的情况即kn=1,则式(4)可改写为

yn = C̄nxn + D̄nun−1 + v̄, (6)

其中

C̄n = γC + (1− γ)CA−1, (7)

D̄n = −(1− γ)CA−1, (8)

v̄n = vn − (1− γ)CA−1wn−1. (9)

式中噪声 v̄n的协方差R̄n为

R̄n = E[v̄nv̄
T
n] = R+ (1− γ)2CA−1Q(A−1)TCT,

(10)

其中参数γ是随时间变化的,因此式 (7)∼ (10)也是时
变的.
状态空间模型 (1)和 (6)需要从m扩展至n,以满

足FIR滤波器对区间 [m,n]上的N个数据点进行操

作的要求,其中m = n − N + 1.根据文献 [3],式 (1)
可扩展为

Xn,m = ANxm−1 +BNUn̄,m̄ +GNWn̄,m̄. (11)

其中

n̄ = n− 1,

m̄ = m− 1,

Xn,m = [xTn xTn−1 . . . xTm]T, (12)

Wn̄,m̄ = [wT
n̄ wT

n̄−1 . . . wT
m̄]T, (13)

Un̄,m̄ = [uTn̄ uTn̄−1 . . . uTm̄]T, (14)

AN = [ANT
AN−1T . . . AT]T, (15)
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BN =


B AB . . . AN−1B

0 B . . . AN−2B
...

...
. . .

...
0 0 . . . B

 , (16)

GN =


I A . . . AN−1

0 I . . . AN−2

...
...

. . .
...

0 0 . . . I

 . (17)

观测方程(6)在区间 [m,n]可扩展为

Yn,m = CNxm−1 +DNUn̄,m̄ +HNWn̄,m̄ + Vn,m.

(18)

其中

Yn,m = [yTn yTn−1 . . . yTm]T, (19)

Vn,m =


vn − CĀnwn̄

vn−1 − CĀn−1wn̄−1

...
vm − CĀmwm̄

 , (20)

CN = ČN (k)AN , (21)

DN = ČN (k)BN + ĎN (k), (22)

HN = ČN (k)GN . (23)

式中Ān=(1− γ)A−1,且

ČN (k) = diag (C̄n, C̄n−1, . . . , C̄m)︸ ︷︷ ︸
N

, (24)

ĎN (k) = diag (D̄n, D̄n−1, . . . , D̄m)︸ ︷︷ ︸
N

. (25)

2.1 批处理形式ML FIR

基于离散卷积,在 [m,n]上收集观测数据在n时

刻获得 FIR滤波估计,即依据条件概率密度函数
p (Yn,m|xn)的最大化来获得滤波器增益.

定理1 针对随机伯努利分布二进制时延和数

据丢失的不确定系统,批处理ML FIR滤波器形式如
下所示:

x̂n|n = KNYn,m + K̄NUn̄,m̄, (26)

KN = (C̃T
NΣ−1

N C̃N )C̃T
NΣ−1

N , (27)

K̄N = B̄N −KNDN . (28)

其中:Yn,m为扩展观测矩阵,Un̄,m̄为扩展控制矩阵,
可从式(18)得到.
证明 首先,通过式(11),用xm−1表示xn,得到

xn = ANxm−1 + B̄NUn̄,m̄ + ḠNWn̄,m̄,

其中 B̄N和 ḠN为对应矩阵的首行向量.将上述公式
中xm−1 = A−N [xn − B̄NUn̄,m̄ − ḠNWn̄,m̄]代入式

(18),可将Yn,m重新表示为

Yn,m = C̃Nxn + D̃NUn̄,m̄ + Zn,m.

其中

C̃N = CNA−N , D̃N = DN − C̃N B̄N ,

Zn,m = (HN − C̃N ḠN )Wn̄,m̄ + Vn,m.

然后,令 Ȳn,m=Yn,m − D̃NUn̄,m̄,重新排列,得到

Ȳn,m = C̃Nxn + Zn,m.

假设Wn,m与 Vn,m彼此相互无关,因此可得到
Zn,m的性质如下式所示:

E[Zn,m] = 0, ΣN ≜ Cov[Zn,m].

其中

QN = diag (Q,Q, . . . , Q)︸ ︷︷ ︸
N

,

R̄N = diag (R̄n, R̄n, . . . , R̄n)︸ ︷︷ ︸
N

.

条件概率密度p (Yn,m|xn) ∝ p(Ȳn,m|xn),后者服
从高斯分布,即

p(Ȳn,m|xn) = λexp[−0.5(Ȳn,m − C̃Nxn)Σ
−1
N (· · · )T],

其中 λ = |2πΣN |−1/2为常量.通过处理似然函数
x̂n|n = argmax[L(xn)]进行最大化似然处理,取似然
函数关于xn的导数并将其等于0,得到发生时延和数
据丢失的ML FIR估计为

x̂n|n =

(C̃T
NΣ−1

N C̃N )C̃T
NΣ−1

N︸ ︷︷ ︸
KN

Ȳn,m = KNYn,m + K̄NUn̄,m̄,

其中K̄N =B̄N −KNDN . 2
2.2 快速迭代形式ML FIR

上述批处理结构虽然形式简单,但是计算量会随
着N的增大而倍增.所以其迭代形式的推导是必要
的,可有效减少计算成本,更具实际意义.
定理2 针对批处理形式MLFIR估计算法,其迭

代形式如下式所示:

x̂−
i = Ax̂i−1 +Bum̄+i−1, (29)

x̂i = x̂−
i + Li(ym̄+i − C̄m̄+ix̂

−
i − D̄m̄+ium̄+i−1).

(30)

其中Li= L̄i + L̃i, L̄i和L̃i分别在具体算法中体现,且
i在ϕ+ 1与N间变化,ϕ=max{2,M1}.
每个 i时刻在有限时间间隔内变化,具体的迭代

ML FIR算法步骤如下式所示:

x̂−
i = Ax̂i−1 +Bum̄+i−1,

Pi = APi−1A
T +Q−AL̄i−1C̄m̄+iPi−1A

T,

L̄i = PiC̄
T
m̄+i(C̄m̄+iPiC̄

T
m̄+i + R̄n)

−1,
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P̄i = (A−AL̄i−1C̄m̄+i)P̄i−1,

Ći =

Ći−1 + P̄ T
i C̄

T
m̄+i(C̄m̄+iPiC̄

T
m̄+i + R̄n)

−1C̄m̄+iP̄i,

L̃i =

(I − L̄iC̄m̄+i)P̄iĆ
−1
i P̄ T

i C̄
T
m̄+i(C̄m̄+iPiC̄

T
m̄+i + R̄n)

−1,

Li = L̄i + L̃i,

x̂i = x̂−
i + Li(ym̄+i − C̄m̄+ix̂

−
i − D̄m̄+ium̄+i−1).

证明 由上述批处理形式 (26),可得到在任一迭
代循环时刻 i的表达式 x̂i,将其拆分为两部分: x̃i =

KiYm̄+i,m与 x̄i = (B̄i − KiDi)Um̄+i−1,m̄之和,分别
求解各自的迭代形式.
由式 (6)的时延倒置处理可发现,其中主要是

C̄n、D̄n和 v̄n发生了变化,对比在没有发生时延和数
据丢失情况下迭代ML FIR[3],结合本文中发生的随
机伯努利分布二进制时延和数据丢失情况,进行相应
处理变换.

为了找到 x̃i和 x̄i与前一时刻 i − 1的对应关系,
将Ki与B̄i −KiDi分解,即

Ki = [Li AKi−1 − LiC̄m̄+iAKi−1],

B̄i = [B ABi−1],

Di =

[
C̄m̄+iB + D̄m̄+i C̄m̄+iAB̄i−1

0 Di−1

]
.

继而代入展开式可得到如下关系式:

x̃i = Ax̃i−1 + Li(ym̄+i − C̄m̄+iAx̃i−1),

x̄i =

(I − LiC̄m̄+i)(Ax̄i +Bum̄+i−1)− LiD̄m̄+ium̄+i−1.

最后,将上述 2个式子相加,化简合并令其中的
x̂−
i =Ax̂i−1 + Bum̄+i−1,可得到 x̂i与其先验值 x̂−

i 间

的关系如下:

x̂i= x̂−
i + Li(ym̄+i − C̄m̄+ix̂

−
i − D̄m̄+ium̄+i−1).2

3 实验与仿真

本章将在具有随机伯努利分布二进制时延和数

据丢失的不确定系统下,比较所提出快速迭代ML
FIR滤波器与其他滤波器的估计性能.将从估计误
差、均方根误差 (RMSE)值和不确定性影响等方面
进行分析.对比采用的滤波器有改进型卡尔曼滤波
器 (KF)和无偏FIR滤波器 (UFIR)[1].实验仿真环境为
2020版Matlab.

3.1 3-DOF直升机模型

3-DOF直升机模型[35]可通过式 (1)和 (6)表示,其
中的参数为

A =



1 0 0 0.1 0 0

0 1 0 0 0.1 0

0 −0.006 2 1 0 −2.05 ϵ1 0.1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 −0.123 0 0 −0.006 2 1


,

B1 =

[4.29 ϵ1 29 ϵ1 −2.97 ϵ2 86 ϵ1 0.058 1 −1.19 ϵ1]
T,

B2 =

[24.29 ϵ1 − 29 ϵ1 2.97 ϵ2 86 ϵ1 0.058 1 1.19 ϵ1]
T,

B = [B1 B2],

C =

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

 .

其中: ϵ1=10−4, ϵ2=10−6.例子所用噪声信息设定为
Q = 0.001I6×6,R = I3×3.控制信号U以正弦信号作

为输入,如图1所示.以初始值为x0 = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T

进行采样,采集1 000个数据.
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200

!"#$

图 1 控制信号U

3.1.1 状态估计表现

为模拟真实情况中噪声信息的偏差情况,设定不
准确的噪声信息为Q = 0.1I6×6,R = 10I3×3.在时间
域N选取为15的情况下进行,时间延迟和数据丢失
情况按照 γ̄=0.6的伯努利分布进行.
图 2为在时延和数据丢失发生情况时截选第 1

状态下的ML FIR滤波器,无偏FIR滤波器和改进型
卡尔曼滤波器 (对应图中分别为DML、 DUFIR和
DKF)的估计表现,其中灰色虚线为不同时刻发生时
延和数据丢失情况且服从于伯努利分布.由图 2可
见, DML的估计值与真实值最贴近,估计表现最好.
由图 3各滤波器在第 1状态所产生的平均估计误差
也可看出这点.图3中: DML所产生的误差是最小的,
DUFIR次之,且改进型卡尔曼产生的误差最大.图 4
以不同滤波器产生的均方根误差进行对比,均方根越
小鲁棒性越好.由图4可见, DML的鲁棒性更好.表1
通过求取指标的平均值更直观地对比了各滤波器间

的性能差异, DML对丢失的处理具有更高的精确度



第1期 朱亚萌等: 含时延和丢失数据不确定系统的FIR滤波器 141

和更强的鲁棒性.

520 525 530 535 540

46

50

54

58

62
!
"

#

t / s

TRUE

DML

DUFIR

DKF

图 2 真实值与DML、DUFIR和DKF
滤波器的估计值对比
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图 3 DML、DUFIR与DKF滤波器
产生的估计误差对比
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图 4 DML、DUFIR与DKF滤波器
产生的均方根误差对比

表 1 各滤波器平均误差对比和均方根误差对比

DML DUFIR DKF

估计误差 0.346 8 0.724 2 0.921 2

RMSE 0.178 2 0.437 3 0.778 9

3.1.2 丢失概率程度的影响

接下来对随机变量统计特征 γ在不同概率下

的情况进行分析,即 γ̄对估计器的估计效果影响变

化.选取延迟因子的概率 γ̄ 在0∼ 1间变化,图5为滤
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图 5 不同丢失概率下的均方根误差对比

波器的RMSE值与 γ̄间的关系.由图5可见,在不同 γ̄

的情况下, RMSE值随着γ的概率增大而减小,表明随
着时延和数据丢失发生情况概率会影响估计器性能

表现,且DML的RMSE值一直低于对比滤波器,可表
明所提出最大似然FIR方法的有效性.

4 结 论

本文基于极大似然法则,设计了极大似然FIR估
计算法,可有效解决状态空间模型中存在的时延和数
据丢失问题.通过理论分析和 3-DOF直升机模型的
仿真实验,充分验证了在发生随机伯努利分布的二进
制时延和数据丢失情况下,所提出估计器的鲁棒性和
估计准确性均优于改进型KF和UFIR滤波器.
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