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结构未知系统降维辨识方法—–变量消去算法
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摘 要: 针对结构未知的系统提出一种新的降维辨识方法.借助核函数方法,利用一个高维Volterra模型逼近未知
系统.由于Volterra模型未知参数维数较高,为避免高阶矩阵求逆和求特征值,提出变量消去算法,将高维系统的辨
识问题转化为两个低维系统辨识问题.通过理论证明采用降维算法后降维系统信息矩阵条件数变小,参数收敛速
度得到提高.进一步引入Aitken 加速方法提高算法收敛速度,增强算法对步长的鲁棒特性.最后通过仿真例子验
证所提出方法的有效性.
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A reduced-dimension identification algorithm for systems with unknown
structures: Variable elimination algorithm
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Abstract: This study proposes a reduced-dimension identification algorithm for systems with unknown structures. By
using the kernel method, the unknown structure systems are approximated by a Volterra model with a high-dimension.
To avoid high-order matrix inverse and eigenvalue calculations, a variable elimination algorithm is developed, which
decomposes the high-dimension model into two sub-models. The theoretical analysis shows that the variable elimination
algorithm has a faster convergence rate than that of the traditional gradient descent algorithm. In addition, an Aitken
method is introduced to increase the convergence rates and tomake the algorithm be robust to the step-size. The simulation
results verify the effectiveness of the algorithm.
Keywords: parameter estimation；reduced-dimension identification algorithm；variable elimination algorithm；Volterra
model；unknown structure system；condition number

0 引 䀰

系统辨识是控制理论和应用的基础,要针对系
统设计鲁棒控制器或者预测系统的未来动态,系统的
模型必须事先已知[1-3].系统辨识主要分为两大类:结
构辨识[4-5]和参数辨识[6-7].结构辨识是第 1步,当结
构已知后,再进行参数辨识.目前广泛应用的最小二
乘算法,如梯度算法、极大似然算法以及智能算法
通常都是假设系统的结构已知,进而辨识出系统的参

数.然而,随着网络技术和计算机软硬件技术的高速
发展,系统结构越来越复杂,被控对象结构已知的假
设越来越不现实.
核函数中的Volterra级数方法因其与幂级数有

着天然的密切联系和相似之处,广泛应用于对结构
未知模型的逼近[8-9].不同于泰勒级数, Volterra级数
具有记忆项,其具有鲜明的物理意义.理论上,只要
记忆时间足够长,阶数足够大, Volterra级数可以描述

收稿日期: 2022-04-12；录用日期: 2022-07-17.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (61973137)；近地面探测技术重点实验室基金项目 (61424140207, 61424140202)；

江苏省自然科学基金项目 (BK20201339).
责任编委: 柴利.
†通讯作者. E-mail: chenjing1981929@126.com.



172 控 制 与 决 策 第39卷

任意的非线性动态.文献 [10]针对一类非线性系统
利用Volterra模型逼近,由于Volterra模型中参数存在
很多稀疏数据,利用正则项进行修正;文献 [11]利用
Volterra级数对交通流量混沌时间序列进行建模,获
得了较好的建模效果;文献 [12]针对具有混沌特性的
语音信号序列,采用Volttera模型进行拟合. Volterra
级数有一个很大的缺点,参数个数随着记忆因子和阶
数的增长而急剧增长,从而引起所谓的“维数灾难”.

当待辨识参数维数较大时,传统的最小二乘算
法更新参数时需要计算高阶矩阵的逆,这需要很大
的计算量,且很多时候高阶矩阵是一个奇异矩阵,此
时最小二乘算法不能获取参数估计值[13-14].梯度算
法无需计算矩阵逆,因此是最小二乘算法一个很好
的补充.梯度算法任意选择一个初始参数估计值,计
算出一个负梯度方向,并沿着该方向找到合适的步
长,使上一时刻估计值沿着负梯度方向移动合适的
步长到达下一个更好的估计值[15-16].相比于最小二
乘算法,梯度算法收敛速度较慢,要提高收敛速度,
方向和步长是两个关键要素.文献 [17]指出,当步长
γ =

2

λmax[M ] + λmin[M ]
时 (M为被控系统的信息

矩阵,λmax[·]和λmin[·]分别为矩阵的最大和最小特征
值),梯度算法的收敛速度达到最快.因此,需要通过
计算矩阵的特征值才能选择合适的步长.此外,当系
统的信息矩阵条件数较大时,无论选择什么样的步
长,梯度算法的收敛速度都异常慢[18].
针对以上经典算法处理高维系统辨识的缺点,一

个很自然的想法是能否设计这样一种算法:无需求
解高阶矩阵逆,无需计算矩阵的特征值,具有较快的
收敛速度.这也是本文的出发点.借助经典的递阶辨
识思想,将高维系统分解为两个低维子系统,利用最
小二乘算法获得第 1个参数向量关于第 2个参数向
量的函数,进而达到降维目的.由于降维后的模型具
有更为复杂的结构,为防止降维模型代价函数的导函
数方程无解析解,通过梯度算法获得降维模型的参数
估计,为提高梯度算法收敛速度,结合计算数学中的
Aitken加速思想提高参数收敛速度.最后,在获得降
维模型的最优估计后,采用最小二乘算法获得第1个
子系统的参数估计.本文主要贡献如下:

1)考虑结构未知的模型辨识问题,应用范围更加
广泛;

2)避免了高阶矩阵求逆以及矩阵特征值求解运
算,计算量和计算复杂度得到了降低;

3)不同于递阶辨识方法利用交互迭代获得参数
估计,本文算法首先辨识第2个子系统参数直至获得

最优解,再通过最小二乘算法一步获得第1个子系统
参数,辨识效率更高;

4)通过Aitken加速思想提高参数收敛速度,增强
对步长的鲁棒性.

1 问题描述

考虑如下模型:

y(t) = f(u(t)) + v(t). (1)

其中: y(t)为系统输出,u(t)为系统输入, v(t)是均值
为零、方差为σ2的高斯白噪声, f(·)为结构未知的函
数.
利用二阶Volterra模型拟合上述结构未知非线

性系统

y(t) =

n∑
i=1

hiu(t− i)+

n∑
i=1

n∑
j=1

hi,ju(t− i)u(t− j) + v(t). (2)

由于hi,j和hj,i对应相同的输入量u(t − i)u(t − j),
为降低系统维数,hi,j和hj,i可用同一个参数hi,j表

示.定义系统的参数向量θ和信息向量φ(t)为

θ = [h1, . . . , hn, h1,1, . . . , hn,n]
T ∈ R

n2+3n
2 ,

φ(t) = [u(t− 1), . . . , u(t− n), u2(t− 1), . . . ,

u2(t− n)]T ∈ R
n2+3n

2 .

对于结构未知的系统, Volterra模型的阶数和记忆因
子越大,其拟合系统动态效果越好,但会导致参数维
数急剧增长.对于本文的二阶系统,未知参数的维数
会随着记忆因子n的增长而平方增长.例如,当n =

10时,系统阶数为65,当n=100时,系统阶数为5 150.
系统(1)可以转化为如下自回归模型:

y(t) = φT(t)θ + v(t).

假设收集了L组数据,并定义

Y (L) = [y(L), y(L− 1), . . . , y(1)]T ∈ RL,

Φ(L) = [φ(L),φ(L− 1), . . . ,φ(1)]T ∈ RL×n2+3n
2 ,

V (L) = [v(L), v(L− 1), . . . , v(1)]T ∈ RL.

对于L组数据的结构未知系统,等价模型为

Y (L) = Φ(L)θ + V (L). (3)

定义代价函数为

J(θ) = ||Y (L)−Φ(L)θ||2.

下面用两种经典的方法辨识系统参数.
1)传统最小二乘算法 (traditional least squares, T-

LS).
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对代价函数关于参数向量θ求导,得到导函数方
程为

ΦT(L)[Y (L)−Φ(L)θ] = 0.

上述方程解析解即为参数估计,有

θ̂ = [ΦT(L)Φ(L)]−1ΦT(L)Y (L).

注1 当系统关于参数是线性的,且导函数方程
存在解析解时,最小二乘算法能一步获得最优解.由
于最小二乘算法需要求解矩阵逆,当矩阵的维数很大
时,其求矩阵逆运算量很大.例如,当矩阵的阶数为N

时,求逆运算计算量为O(N3)[19].
2)传统梯度算法 (traditional gradient descent, T-

GD)
假设在第k−1次的参数估计值为 θ̂k−1,则第k次

的方向为

dk = ΦT(L)[Y (L)−Φ(L)θ̂k−1].

利用梯度算法获得参数估计为

θ̂k = θ̂k−1 + γΦT(L)[Y (L)−Φ(L)θ̂k−1],

0 < γ <
2

λmax[ΦT(L)Φ(L)]
.

注2 梯度算法无需求解矩阵逆,无需假设导函
数方程存在解析解,因此计算量低,且适合较为复杂
的非线性系统 (导函数方程无解析解).然而,梯度算
法速度慢,为保证收敛,需要计算矩阵的特征值[20].

由文献[17]可知,当步长

γ =
2

λmax[ΦT(L)Φ(L)] + λmin[ΦT(L)Φ(L)]

时,梯度算法收敛速度达到最快,其收敛因子为 ϱ

= g(τ) =
τ − 1

τ + 1
, τ =

λmax[Φ
T(L)Φ(L)]

λmin[ΦT(L)Φ(L)]
为矩阵的条

件数,收敛因子越小,收敛速度越快,当ϱ = 0时,算法
收敛速度与最小二乘算法相当.对于本文的确定系
统,其信息矩阵是确定的且函数g(τ)是递增的,当矩
阵是奇异或者病态时 (奇异时 t → ∞,病态时τ的取

值较大),收敛因子近似为 1,算法不收敛.因此,一个
自然的想法是对于一个确定的系统,能否通过分解方
法降低其信息矩阵条件数,进而提高收敛速度.

2 降维算法

本节介绍两类降维算法:递阶辨识算法和变量
消去算法.

2.1 递阶辨识算法

递阶辨识算法是处理复杂系统或者大系统的一

个有效方法,它将复杂系统/大系统分解为几个子系
统,辨识其中一个系统参数时需要固定其他子系统的
参数.通过递阶辨识方法可以实现复杂系统/大系统
辨识问题的简单化[21-23].

将Volterra模型变为

Y (L) =

Φ1(L)θ1 +Φ2(L)θ2 + . . .+Φm(L)θm + V (L). (4)

其中:Φi(L) ∈ RL×li , i = 1, 2, . . . ,m, θi ∈ Rli , l1 +

l2 + . . . + lm =
n2 + 3n

2
.原始高维系统可以转化为

如下m个子系统:

Yi(L) = Φi(L)θi + V (L),

Yi(L) = Y (L)−
m∑

j=1,j ̸=i

Φj(L)θj .

当Yi(L)已知时,原始的高维辨识问题转化为m个

低维辨识问题.然而,Yi(L)中含有未知的参数向量

θj(j = 1, 2, . . . , i − 1, i + 1, . . . ,m),因此必须先求出
Yi(L).假设在第k− 1次已经获得了所有参数向量的

估计 θ̂k−1
j (j = 1, 2, . . . ,m),在第k次时,第 i个子系统

的输出为

Ŷ k
i (L) =

Y (L)−
i−1∑
j=1

Φj(L)θ̂
k
j −

m∑
j=i+1

Φj(L)θ̂
k−1
j . (5)

对于每一个子系统,利用梯度算法获得参数估计为

θ̂ki = θ̂k−1
i + γiΦ

T
i (L)[Ŷ

k
i (L)−Φi(L)θ̂

k−1
i ], (6)

0 < γi <
2

λmax[ΦT
i (L)Φi(L)]

. (7)

注3 递阶辨识算法将高维辨识转化为低维辨

识,即将高阶矩阵求逆或者求特征值运算转化为低阶
矩阵的相应运算,因此计算量和计算复杂度都得到了
下降.然而,递阶辨识算法其子系统的参数向量是交
替辨识的,某一个辨识效果差则会导致所有的辨识效
果变差,因此相比较于传统的梯度算法,递阶算法的
稳定性相对较差.

2.2 变量消去法

变量消去法的核心思想是将系统分解为两个子

系统,即

Y (L) = Φ1(L)θ1 +Φ2(L)θ2 + V (L). (8)

其中:Φ1(L) ∈ RL×m1 ,Φ2(L) ∈ RL×m2 , θ1 ∈ Rm1 ,
θ2 ∈ Rm2 .
不同于递阶辨识法,变量消去法通过最小二乘算

法求出参数向量θ1关于向量θ2的函数表示.将系统
(8)转化为

Y (L)−Φ2(L)θ2 = Φ1(L)θ1 + V (L).

利用最小二乘算法获得向量θ1的估计为

θ1 = [ΦT
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)[Y (L)−Φ2(L)θ2]. (9)
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将式(9)代入(8),得到

Y (L) =Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)×

[Y (L)−Φ2(L)θ2] +Φ2(L)θ2 + V (L) =

Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)Y (L)+

{I −Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)}×

Φ2(L)θ2 + V (L). (10)

令{I − Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)} = P1(L),式

(10)转化为

P1(L)Y (L) = P1(L)Φ2(L)θ2 + V (L). (11)

定义代价函数

J(θ2) = ||P1(L)Y (L)− P1(L)Φ2(L)θ2||2.

利用梯度算法获得参数估计为

θ̂k2 = θ̂k−1
2 + γΦT

2(L)P
T
1 (L)×

[P1(L)Y (L)− P1(L)Φ2(L)θ̂
k−1
2 ] =

θ̂k−1
2 + γΦT

2(L)P
T
1 (L)P1(L)×

[Y (L)−Φ2(L)θ̂
k−1
2 ]. (12)

显然,P1(L)是对称矩阵,且

P T
1 (L)P1(L) =

{I −Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)}2 =

I −Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L) = P1(L).

于是,式(12)简化为

θ̂k2 = θ̂k−1
2 + γΦT

2(L)P1(L)[Y (L)−Φ2(L)θ̂
k−1
2 ],

(13)

0 < γ <
2

λmax[ΦT
2(L)P1(L)Φ2(L)]

. (14)

由梯度算法获得参数向量θ2的最优估计值 θ̂op2 后,根
据式(9)获得θ1的估计为

θ̂1 = [ΦT
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)[Y (L)−Φ2(L)θ̂

op
2 ].

(15)

注 4 与递阶算法相比,变量消去法有两点不
同: 1)递阶算法使用交互辨识获得参数估计,即 θ̂02 →
θ̂11 → θ̂12 → θ̂21 → θ̂22 → . . . → θ̂k1 → θ̂k2 . . .,而变量消
去法首先获得θ2的估计,最后才一步获得θ1的估计,
即 θ̂02 → θ̂12 → θ̂22 → θ̂k2 . . . → θ̂op2 → θ̂1; 2)利用梯度
法求解参数估计时,由于 Ŷ k

i (L)在每一次迭代过程

中是变化的,导致递阶辨识方法求解参数时其迭代方
程也是相应变化的,而利用变量消去法中梯度算法更
新参数过程中,迭代方程是始终不变的.综上,变量消
去法其稳定性优于递阶辨识算法.

注5 对于一个高维系统,递阶辨识算法可以将

高维系统分为多个子系统 (m ⩾ 2),进而实现降维;而
变量消去法只能将高维系统分为两个子系统,为避免
高阶矩阵求逆,一般假设m1 ⩽ m2.由此带来一个新
的问题,当m2较大时,求解高阶矩阵的特征值比较麻
烦.能否避免求解高阶矩阵特征值,在第3节将给出
解决方案.

2.3 稳定性分析

假设递阶辨识算法的代价函数为

J(θ1, θ2, . . . , θm) =

||Y (L)−Φ1(L)θ1 −Φ2(L)θ2 − . . .−Φm(L)θm||2.

变量消去法的代价函数为

J(θ1, θ2) = ||Y (L)−Φ1(L)θ1 −Φ2(L)θ2||2.

如下两个定理保证了递阶辨识算法和变量消去法是

收敛的.
定理1 对于高维系统 (4),每一个子系统输出

Yi(L)由式 (5)计算得到,每一个子系统参数向量θi由

式(6)和(7)更新得到,则递阶辨识算法是收敛的.
证明 假设在第k − 1次,系统的参数估计为

θ̂k−1 = [θ̂k−1
1 , θ̂k−1

2 , . . . , θ̂k−1
m ].

在第k次时,第1个参数向量 θ1的估计值为

θ̂k1 = θ̂k−1
1 + γ1Φ

T
1(L)[Ŷ

k
1 (L)−Φ1(L)θ̂

k−1
1 ],

其中ΦT
1(L)[Ŷ

k
1 (L)−Φ1(L)θ̂

k−1
1 ]为负梯度方向,能确

保第k − 1的值向真值移动.步长γ1按照式 (7)选择,
可以保证移动合适的距离,因此可得

J(θ̂k1 , θ̂
k−1
2 , . . . , θ̂k−1

m ) ⩽ J(θ̂k−1
1 , θ̂k−1

2 , . . . , θ̂k−1
m ).

同理可得

J(θ̂k1 , θ̂
k
2 , . . . , θ̂

k
i , θ̂

k−1
i+1 , . . . , θ̂

k−1
m ) ⩽

J(θ̂k1 , θ̂
k
2 , . . . , θ̂

k−1
i , θ̂k−1

i+1 , . . . , θ̂
k−1
m ).

综上有

J(θ̂k1 , θ̂
k
2 , . . . , θ̂

k
m) ⩽ J(θ̂k−1

1 , θ̂k−1
2 , . . . , θ̂k−1

m ). 2
定理2 对于高维系统(8),有

P1(L) = {I −Φ1(L)[Φ
T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)},

参数向量θ2由式 (13)和 (14)更新得到, θ1由式 (15)更
新得到,则变量消去法收敛.
证明 由式(9)得

θ1 =

[ΦT
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)[Y (L)−Φ2(L)θ2] = g(θ2).

(16)

变量消去法的代价函数可以转化为

J(θ1, θ2) = J(g(θ2), θ2).
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假设第k − 1次时参数估计为 θ̂k−1
1 和 θ̂k−1

2 ,由式(9)和
(16)可得

J(g(θ̂k−1
2 ), θ̂k−1

2 ) ⩽ J(θ̂k−1
1 , θ̂k−1

2 ).

由式(13)和(14)可得θ2的估计为

θ̂k2 = θ̂k−1
2 + γΦT

2(L)P1(L)[Y (L)−Φ2(L)θ̂
k−1
2 ],

0 < γ <
2

λmax[ΦT
2(L)P1(L)Φ2(L)]

.

其中负梯度方向ΦT
2(L)P1(L)[Y (L) − Φ2(L)θ̂

k−1
2 ]确

保向真值移动,步长保证移动合适的距离.因此可得

J(g(θ̂k2 ), θ̂
k
2 ) ⩽ J(g(θ̂k−1

2 ), θ̂k−1
2 ).

设第k次的参数估计 θ̂k1由式 (16)求得,则如下等式成
立:

J(g(θ̂k2 ), θ̂
k
2 ) = J(θ̂k1 , θ̂

k
2 ).

综上可得

J(θ̂k1 , θ̂
k
2 ) ⩽ J(θ̂k−1

1 , θ̂k−1
2 ),

即变量消去法是收敛的. 2
3 算法比较及加速算法

对传统梯度算法、递阶辨识算法以及变量消去

法进行比较,并分析加速算法的可行性.

3.1 3种算法比较

假设递阶算法、变量消去法将参数向量都分为

两个子向量,则代价函数为

J(θ1, θ2) = ||Y (L)−Φ1(L)θ1 −Φ2(L)θ2||2.

传统梯度算法将参数向量 θ1和 θ2看作一个整体,利
用梯度算法获得参数估计,此时信息矩阵为

QT-GD =

[
ΦT

1(L)Φ1(L) ΦT
1(L)Φ2(L)

ΦT
2(L)Φ1(L) ΦT

2(L)Φ2(L)

]
.

利用基于梯度算法的递阶算法,固定一个向量,计算
另外一个向量,此时递阶算法的信息矩阵为

QHIE = ΦT
1(L)Φ1(L),

或

QHIE = ΦT
2(L)Φ2(L).

由矩阵论可得,λmax[ΦT
i (L)Φi(L)] ⩽ λmax[QT-GD]且

λmin[Φ
T
i (L)Φi(L)] ⩾ λmin[QT-GD].因此,两种方法信

息矩阵的条件数满足

τT-GD ⩾ τHIE.

注6 通过递阶方法对系统进行降维后,其信息
矩阵条件数小于传统梯度方法信息矩阵的条件数,
因此,递阶算法收敛速度“应快于”传统梯度算法.然
而,递阶方法存在交互估计,存在一定的不稳定性,导
致在实际应用中两种算法的收敛速度无法进行比较.

由式(13)可知,变量消去法的信息矩阵为

QVE =ΦT
2(L)P1(L)P

T
1 (L)Φ2(L) =

ΦT
2(L)P1(L)Φ2(L). (17)

为分析变量消去法和传统梯度算法信息矩阵条

件数的关系,下面给出两个引理.
引理1 对于一个分块矩阵

A =

[
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

]
,

其逆矩阵为

A−1 =

[
H1,1 H1,2

H2,1 H2,2

]
.

其中

H1,1 = A−1
1,1 +A−1

1,1A1,2(A2,2−

A2,1A
−1
1,1A1,2)

−1A2,1A
−1
1,1,

H1,2 = −A−1
1,1A1,2(A2,2 −A2,1A

−1
1,1A1,2)

−1,

H2,1 = −(A2,2 −A2,1A
−1
1,1A1,2)

−1A2,1A
−1
1,1,

H2,2 = (A2,2 −A2,1A
−1
1,1A1,2)

−1.

引理2 对于一个对称正定矩阵A,其条件数为
τA,逆矩阵为A−1,则有

τA = τA−1 .

引理1和引理2可由矩阵论知识得到,证明略.
为简单起见,下文令Φ1 = Φ1(L),Φ2 = Φ2(L).

根据引理 1,可得

Q−1
T-GD =[
⋄1 ⋄2
⋄3 [ΦT

2Φ2 −ΦT
2Φ1(Φ

T
1Φ1)

−1ΦT
1Φ2]

−1

]
,

其中 ⋄i(i = 1, 2, 3)是由Φ1和Φ2组成的项,不做关
注.由引理2可知 [ΦT

2Φ2 − ΦT
2Φ1(Φ

T
1Φ1)

−1ΦT
1Φ2]

−1

与 [ΦT
2Φ2 −ΦT

2Φ1(Φ
T
1Φ1)

−1ΦT
1Φ2]的条件数相等.

由式(17)可知

QVE =

ΦT
2(L){I −Φ1(L)[Φ

T
1(L)Φ1(L)]

−1ΦT
1(L)}Φ2(L) =

ΦT
2Φ2 −ΦT

2Φ1(Φ
T
1Φ1)

−1ΦT
1Φ2.

显然

τVE = τQVE = τQ−1
VE
.

由于Q−1
VE是Q−1

T-GD的一个对角子矩阵,显然有

τQ−1
VE

⩽ τT-GD.

进一步可得

τVE ⩽ τT-GD.

注7 上式表明利用变量消去法后得到降维系

统的信息矩阵条件数小于原始高维系统信息矩阵的
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条件数,且在变量消去法中不存在交互估计.因此,变
量消去法的收敛速度快于传统梯度算法的收敛速度.

3.2 加速算法

将传统梯度算法、递阶辨识算法以及变量消去

法的迭代方程分别写为

θ̂k = fT-GD(θ̂k−1) =

θ̂k−1 + γΦT(L)[Y (L)−Φ(L)θ̂k−1], (18)

θ̂ki = fHIE(θ̂
k−1
i ) =

θ̂k−1
i + γiΦ

T
i (L)[Ŷ

k
i (L)−Φi(L)θ̂

k−1
i ], (19)

θ̂k2 = fVE(θ̂
k−1
2 ) =

θ̂k−1
2 + γΦT

2(L)P1(L)[Y (L)−Φ2(L)θ̂
k−1
2 ].

(20)

利用计算数学中的Aitken加速方法对3种算法
产生的序列分别进行加速,可得如下结论:

1)由于 fT-GD(θ̂k−1)和 fVE(θ̂
k−1
2 )在整个迭代过

程中保持不变,传统梯度算法和变量消去法可以利用
Aitken加速法进行加速.

2)利用递阶辨识方法更新参数的过程中,迭代函
数中存在时变向量 Ŷ k

i (L),因此迭代方程fHIE(θ̂
k−1
i )

是始终变化的.由文献 [24]可知,此时不能利用
Aitken方法对递阶辨识方法产生的序列加速,即基于
Aitken加速的递阶辨识方法是无效的.

3)由文献 [24] 可知, 在利用 fT-GD(θ̂k−1) 和

fVE(θ̂
k−1
2 )加速过程中可以任意选择步长,加速算法

始终是收敛的.即利用Aitken加速后,传统梯度和变
量消去法对步长是鲁棒的 (无需通过计算特征值选

择步长).因此,利用变量消去法优先选择向量θ1的维

数小于θ2,可以同时避免求解高阶矩阵逆和高阶矩阵
特征值.

4 仿真分析

例1 3种算法收敛速度和时间比较.
为验证变量消去法具有较快的收敛速度,考虑如

下一类模型:

y(t) =
10∑
i=0

0.9iu(t− i) + v(t),

θ1 = [0.90, 0.91, 0.92, 0.93, 0.94]T,

θ2 = [0.95, 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.910]T.

{v(t)}是均值为零、方差为σ2 = 0.102的白噪声信号,
输入 {u(t)}是满足均值为零、方差为1的持续激励信

号.采用传统梯度算法 (T-GD)、递阶辨识方法 (HIE)
和变量消去法 (VE)对上述模型进行辨识.参数估计
值和估计误差η = ∥θ̂k − θ∥/∥θ∥随迭代次数k变化的

结果如图1和表1所示.当3种算法参数误差相当时,
其收敛时间如表2所示.

η

0 2 4 6 8
0

k

0.05

0.10

0.15

0.20
T-GD

HIE

VE

图 1 参数误差η随k变化曲线

表 1 参数估计及估计误差

k θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 θ7 θ8 θ9 θ10 θ11 η /%

T-GD

2 0.926 56 0.831 37 0.742 35 0.664 65 0.604 09 0.569 09 0.477 41 0.400 90 0.374 06 0.334 68 0.300 09 9.091 31

4 0.991 83 0.895 32 0.802 42 0.724 97 0.652 66 0.589 80 0.526 10 0.470 58 0.427 49 0.379 96 0.346 64 0.835 62

6 0.998 18 0.901 49 0.807 97 0.731 00 0.657 03 0.590 89 0.530 63 0.477 67 0.433 03 0.384 86 0.351 89 0.287 37

8 0.998 81 0.902 09 0.808 51 0.731 61 0.657 45 0.590 96 0.531 06 0.478 37 0.433 57 0.385 36 0.352 44 0.308 31

HIE

2 0.979 98 0.881 41 0.785 77 0.712 37 0.643 20 0.585 88 0.522 20 0.466 80 0.423 12 0.376 32 0.347 97 2.149 66

4 0.998 43 0.901 62 0.807 99 0.731 21 0.657 17 0.590 88 0.530 92 0.478 18 0.433 38 0.385 20 0.352 38 0.300 05

6 0.998 87 0.902 15 0.808 55 0.731 67 0.657 49 0.590 97 0.531 10 0.478 44 0.433 62 0.385 41 0.352 50 0.311 47

8 0.998 88 0.902 16 0.808 56 0.731 68 0.657 50 0.590 97 0.531 11 0.478 45 0.433 63 0.385 42 0.352 51 0.311 86

VE

2 0.986 25 0.889 04 0.802 88 0.727 97 0.648 12 0.586 60 0.524 80 0.475 08 0.428 42 0.381 55 0.346 54 0.638 52

4 0.993 71 0.897 96 0.812 11 0.735 98 0.654 91 0.586 68 0.525 35 0.476 24 0.429 48 0.382 40 0.347 65 0.370 99

6 0.993 79 0.898 06 0.812 21 0.736 08 0.654 98 0.586 68 0.525 36 0.476 26 0.429 50 0.382 41 0.347 67 0.370 90

8 0.993 79 0.898 06 0.812 21 0.736 08 0.654 99 0.586 68 0.525 36 0.476 26 0.429 50 0.382 41 0.347 67 0.370 90

true values 1.000 00 0.900 00 0.810 00 0.729 00 0.656 10 0.590 49 0.531 44 0.478 30 0.430 47 0.387 42 0.348 68
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表 2 3种算法的运行时间

算法 运行次数 运行时间 / s

T-GD 5 0.097
HIE 3 0.102
VE 2 0.134

由图1和表1可知:变量消去法收敛速度是最快
的 (迭代次数最少),其次是递阶辨识算法,传统梯度
算法的收敛速度最慢.表2表明,尽管变量消去法迭
代次数最少,但是每一步迭代时间是最长的.然而,当
系统维数急剧增长时,由于迭代次数的降低,且无需
计算高维矩阵特征值,变量消去法其运行时间会逐渐
小于传统梯度算法.

进一步,利用Aitken加速方法对 3种算法产生
的序列进行加速,步长分别选择为:小步长 γ =

0.1

λmax[M ]
,阈值步长 γ =

2

λmax[M ]
,大步长 γ =

2.1

λmax[M ]
.参数估计误差如图2∼ 4所示.由图2∼ 4可

知:
1)当选择小步长时, T-GD、HIE以及VE算法都

是收敛的,但收敛速度很慢;通过Aitken加速后, T-
GD-Aitken和VE-Aitken算法收敛速度得到明显改

k

T-GD
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0

0.5
T-GD-Aitken

k

HIE

0 10 20 30 40 50
0

0.5
HIE-Aitken

k

VE
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0

0.5
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η
η

η

图 2 参数误差η随k变化曲线
(
γ =

0.1

λmax[M ]

)

k
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0.5
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图 3 参数误差η随k变化曲线
(
γ =

2

λmax[M ]

)
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η
η
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图 4 参数误差η随k变化曲线
(
γ =

2.1

λmax[M ]

)
善,而HIE-Aitken算法收敛速度变化不大(见图2).

2)当选择阈值步长时, T-GD、HIE以及VE算法
都收敛到一个局部最优.通过Aitken加速后, T-GD-
Aitken和VE-Aitken算法收敛速度得到明显改善,且
能收敛到真值,而HIE-Aitken算法收敛速度变化不
大,且同样只能收敛到局部最优值(见图3).

3)当选择超过阈值的步长时 (大步长), T-GD、
HIE以及VE算法都发散.通过Aitken加速后, T-GD-
Aitken和VE-Aitken算法将发散的序列变为收敛,而
HIE-Aitken算法还是发散的(见图4).

综上, Aitken加速算法对 T-GD以及VE算法是
有效的 (因为这两种算法的迭代方程是不变的);而
Aitken加速算法对HIE算法是无效的.表明 T-GD-
Aitken和VE-Aitken算法对步长具有鲁棒特性.
例2 烘干机模型.
考虑Matlab中的烘干机模型,将系统用2阶含有

6个记忆因子的模型描述为

y(t) = h1u(t− 1) + . . .+ h6u(t− 6)+

h1,1u
2(t− 1) + . . .+ h6,6u

2(t− 6) + v(t),

θ = [h1, . . . , h6, h1,1, h1,2, . . . , h6,6]
T,

θ1 = [h1, h2, h3, h4, h5, h6]
T,

θ2 = [h1,1, h1,2, h1,3, h1,4, h1,5, h1,6, h2,2, h2,3,

h2,4, h2,5, h2,6, h3,3, h3,4, h3,5, h3,6, h4,4,

h4,5, h4,6, h5,5, h5,6, h6,6]
T.

利用Matlab中的命令 load dryer 2生成数据,假设噪声
v(t)满足v(t) ∼ N(0, 0.12).共采集1 000组数据,其
中1 ∼ 800组数据用于建模, 801 ∼ 1 000组用来验证.
3种算法的估计输出和系统真实输出如图5所示,输
出估计逼近率如表3所示.
图5和表3表明,降维算法 (HIE、VE)具有较好的

辨识效果,即通过降维可以有效提高辨识效率.
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图 5 估计输出和真实输出

表 3 输出估计预测准确率

算法 τ /%

T-GD 68.87
HIE 74.54
VE 74.38

5 结 论

本文针对结构未知系统,提出了一种新的降维辨
识方法—–变量消去法.首先将系统转化为两个子系
统,通过最小二乘算法消去其中一个参数向量进而
达到降维目的.利用梯度算法和Aitken加速梯度算
法辨识出降维模型的参数,并根据最小二乘算法计
算出第一个子系统参数.相对于传统梯度算法和递
阶降维算法,变量消去法收敛速度更快,且可以利用
Aitken加速提高参数收敛速度,增强对步长的鲁棒特
性.
所提出方法也为强非线性系统[25-26]的辨识提供

了一个新的思路,可以将强非线性系统用Volterra模
型拟合,进而利用所提出方法获得强非线性系统的等
价模型的参数.尽管所提出方法具有以上优点,但也
存在需要进一步解决的问题.如,当系统存在丢失数
据、时延时,降维模型的迭代方程发生变化,此时如何
改进本文方法以使其能通过Aitken方法加速以及能
否找出递阶辨识算法和本文方法在寻找全局最优点

之间的区别等,都是值得研究的课题.
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