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饱和非时齐泊松失效过程下网络系统连边交互机理分析

杜永军1†, 张 攀2, 蔡志强2

(1. 兰州理工大学经济管理学院，兰州 730050；2. 西北工业大学机电学院，西安 710072)

摘 要: 给定由若干连边和节点组成的网络系统,为了有效、经济地提升整个网络的可靠性,一些耦合的2条连边
关于整个网络失效的交互机理需要加以分析.首先,采用饱和非时齐泊松过程刻画连边的失效过程,基于组合计数
的思想,导出2条连边处于4种不同状态的概率公式,并结合2条连边的联合D-谱,发展联合失效重要度的计算公
式,用于分析2条连边关于网络失效的交互机理.理论分析表明,当时间 t趋于0或趋于无穷大时, 2条连边的交互
效果越来越微弱.然后,由于精确的计算联合失效重要度的值是NP-难问题,设计蒙特卡洛近似算法求其值.最后,
提供一个路网的算例,其数值结果表明,所提出联合失效重要度计算方法能够有效地阐释2条连边关于网络失效
的交互机理.
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Abstract: The communication, computer and transportation systems can all be modelled as a network composed of
vertices and links. To economically and efficiently improve network reliability, the interactions of these coupled two
links regarding network failure must be analyzed. Therefore, under the condition that link failures appear according to
a saturated nonhomogeneous Poisson process, we propose a novel method to calculate the joint failure importance (JFI)
for the two links given , which can characterize how the links interact in contributing to network failure. Specifically,
based on the knowledge of combinatorial counting, the probabilities that arbitrary two links are in four different states are
derived. Then, combining the joint D-spectrum for the two links, a formula to calculate the JFI is established. Theoretical
analysis shows that when time t approaches zeros or infinity, the interaction effects between the two links are more and
more weak. Since the exact computing for JFI is NP-hard problem, we provide a Monte-Carlo algorithm to evaluate JFI.
Finally, we perform a numerical example of a road network to demonstrate the method for computing JFI. The numerical
results show that proposedmethod for computing JFI can efficiently account for the interaction of links on network failure.
Keywords: network；reliability；saturated nonhomogeneous Poisson process；joint failure importance；link interaction；
Monte-Carlo

0 引 言

系统可靠性是指系统在规定时间和条件下完成

规定任务的能力,面向不同的应用背景,诸多学者提
出和研究了不同的系统可靠性建模问题[1-4].系统可
靠性优化设计是指,在有限的经费预算内,通过增加

冗余组件或提升组件可靠性等方法达到整个系统可

靠性的最大化.重要度分析理论是系统可靠性优化
设计的基础理论之一,利用重要度能够识别系统的薄
弱环节,提升系统优化的效率,为整个系统可靠性的
优化提供支撑依据[5-7].一个组件的重要度量化了该
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组件状态的改变,对整个系统可靠性的影响程度,即
代表了该组件对系统可靠性优化的重要性程度.然
而,单个组件重要度的局限性在于,不能直接量化 2
个组件或多个组件联合作为一个“团体”的重要性程

度[8].如在系统可靠性优化中,经常使用备用的性能
较好的组件替换系统中某一个性能较差的组件.但
是,由于预算的限制,某一组件的可靠性提升伴随着
牺牲系统中其他一些组件的性能.因此,为了降低系
统可靠性的优化成本和提升优化效率,在评估组件的
重要性的程度时,一些耦合的多个组件关于网络失效
的交互机理应加以分析.
为了量化 2个组件的交互效果,一些学者提出

2个组件的联合重要度[8],包括联合可靠性重要度
(joint reliability importance, JRI)和联合失效重要度
(joint failure importance, JFI).若JRI (i, j)⩽0 (JRI(i, j)
⩾0),则这2个组件i和j称为“互替型”(“互补型”)[8].
JRI (i, j)的绝对值和符号分别反映了2个组件 i和 j

关于整个系统可靠性的交互程度和类型.不等式
JRI (i, j) > 0表明,当已知一个组件 i运行时,另一个
组件j将会更重要 (协同效果);不等式JRI (i, j)< 0表

明,当已知一个组件 i运行时,另一个组件j将会较不

重要 (效益递减);不等式 JRI (i, j) = 0表明,当一个组
件 i运行时,另一个组件j的重要性程度不变.对于一
些具有特殊简单结构的系统组件的联合重要度的计

算和分析,吸引了许多学者的研究[9-12].这些研究工
作对分析组件间的交互机理大有裨益,与过去只研究
单个组件的重要度相比是一大进步.然而,当系统组
件的失效服从某一动态的计数过程时,前人的工作未
能阐释组件交互机理;且上述研究所涉及系统的结
构比较简单,没有对结构复杂的网络系统的组件交互
机理开展研究.
现代基础设施中电力、交通、通信实际系统的

数学模型,是由节点和连边组成的网络系统 (简称网
络),其中一些关键的不可分离的节点组成终端集合
K [13].如在电力网络中,节点表示变电站或用电设备,
连边表示输电线路.假设节点绝对可靠,而连边(即系
统的组件)以一定概率发生失效,网络可靠性定义为
终端集合K中的所有终端彼此连通的概率.在日常
实际工作生活中,由于受到外在的高温、高压和地震
等随机环境的影响,网络连边会随着时间的推移而随
机地发生失效,其发生失效的连边数目应服从某一计
数过程.基于该计数过程,以色列学者Gertsbakh等[14]

推导出了一个动态的网络可靠性的计算公式,其值
依赖于网络结构和时刻 t的失效连边数目的概率分

布.受此启发, Zarezadeh等[15]在连边失效服从非时

齐泊松过程和几何计数过程时[16],给出了网络寿命
的一些关于随机老化的性质.然而,这些研究并没有
分析网络连边失效对整个网络可靠性的影响程度,即
没有在连边失效服从计数过程的条件下对网络开展

薄弱环节分析.
在作者以前的研究工作中,分别采用饱和非时齐

泊松过程[17]和饱和分支过程[18]等计数过程,对连边
失效过程进行建模,并据此发展了网络单条连边的
重要度计算公式,初步给出了识别网络薄弱环节的方
法.但是,仍然未妥善解决2条连边的联合重要度如
何计算这一关键问题,以至于无法洞察连边间的交互
机理,不能全面明确网络的薄弱环节,也不能有效地
降低网络可靠性优化的成本.鉴于此,本文在连边失
效服从饱和非时齐泊松过程的条件下,发展网络连边
联合失效重要度的计算方法,并据此阐释2条连边间
的交互机理.此外,精确地计算联合失效重要度的值
是 NP-难问题,故设计蒙特卡洛近似算法求其值.

1 饱和非时齐泊松失效过程下网络可靠性

建模

泊松过程是一类应用广泛的计数过程,当单位时
间发生的事件平均次数 (即泊松过程的强度)为一固
定常数时,称之为时齐泊松过程.但是面对大量的实
际问题时,事件发生的强度并不是常数,而是一个随
着时间变化的函数,称之为非时齐泊松过程.如高铁
站到达的旅客人数在白天会强度大,而在晚上会强度
小.因此,与时齐泊松过程相比,非时齐泊松过程更能
够准确地模拟实际问题中的计数过程[19].给定一个
具有 n条连边的网络,当失效连边的总数目最大为 n

时,连边失效过程将会发生饱和,即不会有新的连边
失效发生,故本节将考虑的连边失效过程是饱和非时
齐泊松过程.
令N(t)为t时刻某随机事件发生的总次数,称一

个计数过程{N(t), t ⩾ 0}是强度为λ(t)的饱和非时

齐泊松过程,若满足下列条件[17]:
1)N(0)=0;
2)N(t)增量独立,即在2个不相交的时间区间内

该随机事件发生的次数相互独立;
3)P{N(t + h)N(t)⩾ 2}= o(h), o(h)为h的高阶

无穷小;
4)P{N(t+ h)−N(t)=1}=λ(t)h+ o(h);
5)N(t)=0, 1, 2, . . . , n.
根据上述5个条件,得到时刻 t的N(t)的概率质
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量函数为

P (N(t) = k) =
e−Λ(t) (Λ(t))

k

k!
, k = 0, 1, . . . , n− 1;

1−
n−1∑
j=0

e−Λ(t) (Λ(t))
j

j!
, k = n.

(1)

其中:Λ(t) =
w t

0
λ(t)dt = E(N(t)),Λ(t)为期望函数.

由于λ(t)>0, lim
t→0

Λ(t)= lim
t→0

w t

0
λ(t)dt = 0,且

lim
t→+∞

Λ(t) = lim
t→+∞

w t

0
λ(t)dt = +∞.

本节在连边失效为饱和非时齐过程的条件下,结
合网络中D-谱的概念,分析网络的可靠性.

1.1 网络D-谱定义及其特点

在网络可靠性计算和重要度分析方面,网络D-
谱发挥着重要作用[20].为了定义网络中D-谱的概念,
首先需要一些关于网络系统的基本概念.
本文研究的网络系统 (简称网络)是一个由节点

和连边构成的无向图N = (V,E,K).其中:V 为网络
中全部节点的集合;E为网络全部连边的集合且
|E|=n;K(K⊆V )为网络终端集合,是由一些不可分
离的关键节点构成的集合.假设网络节点绝对可靠,
而网络连边会以共同的概率发生失效.连边失效意
味着该连边可从网络中删除,可能导致整个网络发
生失效.网络运行当且仅当K中任意 2个终端均被
一些运行的连边连通.网络的割 (路),是指一些失效
(运行)的连边集合,且这些失效 (运行)的连边会导致
整个网络失效 (运行),称该集合中连边的数目为该割
(路)的基数.给定网络中一条连边 i,二态变量xi = 1

和xi =0分别为连边 i处于运行和失效状态;连边 i的

可靠性为 pi,即 pi = P (xi = 1), qi = P (xi = 0) =

1−pi, i=1, 2, . . . , n.令ϕ(x)为网络结构函数,ϕ(x)=
1和ϕ(x) = 0分别为网络处于运行和失效状态,其
中x = (x1, x2, . . . , xn).网络可靠性定义为该网络处
于运行状态的概率,即R = P (ϕ(x) = 1) = R(p1,

p2, . . . , pn);网络失效概率为 R̄ = P (ϕ(x) = 0) =

1− P (ϕ(x)=1).
现在定义网络中D-谱的概念.令D(k) = P (ϕ =

0|N(t) = k),称D(k)为网络D-谱;给定网络中2条连
边i和j,令

D(k, 1i, 1j) = P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 1|N(t) = k),

D(k, 1i, 0j) = P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 0|N(t) = k),

D(k, 0i, 1j) = P (ϕ = 0, xi = 0, xj = 1|N(t) = k),

D(k, 0i, 0j) = P (ϕ = 0, xi = 0, xj = 0|N(t) = k).

定义D(k, 1i, 0j)、D(k, 1i, 1j)、D(k, 0i, 1j)和D(k, 0i,

0j)为连边 i与 j的联合D-谱,其中 i, j = 1, 2, . . . , n,
k=1, 2, . . . , n.显然

D(k) = D(k, 1i, 0j) +D(k, 1i, 1j)+

D(k, 0i, 1j) +D(k, 0i, 0j).

当连边 i运行 (失效)时,致使整个网络运行 (失
效),则称{i}为网络的单边路 (割);当连边 i和 j均处

于运行 (失效)状态时,致使整个网络运行 (失效),则称
{i, j}为网络的2-边路 (割).此外, {i, j}不是2-边路当
且仅当E − {i, j}是唯一的基数为n − 2的割; {i}不
是单边路当且仅当E − {i}是唯一的基数为n − 1的

割.需要指出的是,根据联合D-谱的定义,若{j}不为
单边割时,则D(1, 1i, 0j) = 0;若{i, j}不为2-边割时,
则D(2, 0i, 0j)=0.

1.2 网络系统可靠性建模

给定一个具有n条连边的网络,当连边失效过程
是饱和非时齐泊松过程{N(t), t⩾ 0}时,为了在下一
节建立联合失效重要度的计算公式,首先需要构建和
分析网络可靠性模型,具体如下.
根据全概率公式,得到网络在时刻 t的失效概率

为

P (ϕ = 0) =

n∑
k=0

P (ϕ = 0|N(t) = k)P (N(t) = k) =

n∑
k=1

P (N(t) = k)D(k), (2)

其中第2个等式由D-谱的定义得到.
利用全概率公式,得到

P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 1) =

k=n∑
k=0

{P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 1|(N(t) = k))×

P (N(t) = k)} =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 1i, 1j), (3)

其中第2个等式由联合D-谱的定义得到.
类似于式 (3),由全概率公式和联合D-谱的定义,

得到如下计算公式:

P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 0) =

k=n∑
k=0

{P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 0|(N(t) = k))×

P (N(t) = k)} =
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k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 1i, 0j); (4)

P (ϕ = 0, xi = 0, xj = 1) =

k=n∑
k=0

{P (ϕ = 0, xi = 0, xj = 1|(N(t) = k))×

P (N(t) = k)} =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 0i, 1j); (5)

P (ϕ = 0, xi = 0, xj = 0) =

k=n∑
k=0

{P (ϕ = 0, xi = 0, xj = 0|(N(t) = k))×

P (N(t) = k)} =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 0i, 0j). (6)

2 饱和非时齐泊松失效过程下网络连边交

互机理

本节在连边失效过程是饱和非时齐泊松过程的

条件下,推导连边联合失效重要度计算方法,并以此
为基础分析2条连边关于网络失效的交互机理.

2.1 联合失效重要度计算

联合失效重要度量化了2个组件关于系统失效
的交互效果[8],有

JFI(i, j) = P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0)−

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 1)−

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 0)+

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1),

其中 i和 j为系统中任意给定的2个组件.给定一个
具有 n条连边的网络的2条连边 i和 j,为了发展这
2条连边的联合失效重要度的计算方法,需要导出
这2条连边处于4种不同状态的概率的计算公式,即
P (xi=0, xj =0)、P (xi=1, xj =0)、P (xi=0, xj =1)

和P (xi=1, xj =1).下文基于时刻t的失效连边数目

的概率分布,利用组合计数的技术,给出这4个概率
公式.
注意到P (xi = 1|N(t) = n) = 0以及 P (xi =

1|N(t) = 0) = 1.一般地,由于给定网络所有n条连

边的失效同分布,有

P (xi = 1|N(t) = k) = (n− k)/n, k = 0, 1, . . . , n.

此外,当已知xi = 1且N(t) = k时,即在不包括连边 i

的剩余的n− 1条连边中有k条连边失效,则

P (xj = 0|xi = 1, N(t) = k) = k/(n− 1),

且

P (xj = 1|xi = 1, N(t) = k) =

1− P (xj = 0|xi = 1, N(t) = k) =

(n− k − 1)/(n− 1).

最后,利用条件概率公式得到

P (xi = 1, xj = 1|N(t) = k) =

P (xi = 1|N(t) = k) · P (xj = 1|xi = 1, N(t) = k) =

[(n− k)/n]× [(n− k − 1)/(n− 1)].

利用全概率公式[19],可求得P (xi = 1, xj = 1)的

计算公式为

P (xi = 1, xj = 1) =

k=n∑
k=0

P (xi = 1, xj = 1|N(t) = k)P (N(t) = k) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n
· n− k − 1

n− 1
. (7)

与得到式 (7)的原理相似,可得到如下 3个计算
公式:

P (xi = 0, xj = 0) =

k=n∑
k=0

P (xi = 0, xj = 0|N(t) = k)P (N(t) = k) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
k − 1

n− 1
· k
n
; (8)

P (xi = 1, xj = 0) =

k=n∑
k=0

P (xi = 1, xj = 0|N(t) = k)P (N(t) = k) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n− 1
· k
n
; (9)

P (xi = 0, xj = 1) =

k=n∑
k=0

P (xi = 0, xj = 1|N(t) = k)P (N(t) = k) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n− 1
· k
n
. (10)

易验证等式

P (xi = 0, xj = 0) + P (xi = 1, xj = 0)+

P (xi = 0, xj = 1) + P (xi = 1, xj = 1) = 1

成立.在连边失效服从饱和非时齐泊松过程的条件
下,下文给出网络中2条连边的联合失效重要度的计
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算公式.
首先,由条件概率公式得到

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1) =

P (ϕ = 0, xi = 1, xj = 1)/P (xi = 1, xj = 1).

结合式 (3)与 (7),得到P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1)的计算

公式为

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 1i, 1j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n
· n− k − 1

n− 1

. (11)

同理,P (ϕ=0|xi=0, xj=0)的计算公式为

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 0i, 0j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
k − 1

n− 1
· k
n

; (12)

P (ϕ=0|xi=1, xj=0)的计算公式为

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 0) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 1i, 0j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n− 1
· k
n

; (13)

P (ϕ=0|xi=0, xj=1)的计算公式为

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 1) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 0i, 1j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n− 1
· k
n

. (14)

最后,结合式 (11)∼ (14),得到连边 i与 j的联合

失效重要度JFI (t, i, j)的计算公式为

JFI(t, i, j) =

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 0i, 0j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
k − 1

n− 1
· k
n

−

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 1i, 0j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n− 1
· k
n

−

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 0i, 1j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n− 1
· k
n

+

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)D(k, 1i, 1j)

k=n∑
k=0

P (N(t) = k)
n− k

n
· n− k − 1

n− 1

.

(15)

需要说明的是,在连边失效过程是饱和非时齐泊
松过程的条件下, 2条连边 i与j的联合失效重要度为

时间 t的函数,故这里和下文中,使用 JFI (t, i, j)代替
JFI (i, j).

2.2 2条连边的交互分析

给定网络N(V,E,K)的2条连边 i和j,在时刻 t,
若JFI (t, i, j)> 0,则称 i与j正相关;若JFI (t, i, j)< 0,
则称i与j负相关;若JFI (t, i, j)=0,则称i与j不相关.
据Kuo等[8]的研究结果, JFI (t, i, j) > 0表明,与已知
连边 j运行时比较,当已知连边 j失效时,连边 i更重

要;而不等式 JFI (t, i, j) < 0则表明了相反的结论,即
与已知连边j运行时比较,当已知连边j失效时,连边
i较不重要.联合失效重要度的绝对值和符号分别反
映了2条连边关于整个网络失效的交互程度和类型,
且绝对值越大,表明交互程度越强.此外,正相关意味
着2条连边对于网络失效概率的改善发挥着“协同作
用”的效果;负相关意味着2条连边对于网络失效概
率的改善发挥着“效益递减”的效果[8].因此,研究2
条连边关于网络失效的交互程度和类型对于整个网

络可靠性的提升具有重要意义.
在连边失效的发生服从强度为λ(t)的饱和非时

齐泊松过程{N(t), t⩾ 0}的条件下,定理1表明,当时
间t充分小或足够大时, 2条连边的交互越来越微弱.
定理1 给定一个n条连边的网络N(V,E,K),

其连边失效的发生服从强度为λ(t)的饱和非时齐泊

松过程{N(t), t⩾0}.
1)对于任意2条连边 i和 j,若{i, j}不是2-边割,

则

lim
t→0

JFI (t, i, j) = 0; (16)

2)对于任意2条连边 i和 j,若{i, j}不是2-边路,
则

lim
t→∞

JFI (t, i, j) = 0. (17)

证明 1)由于{i, j}不为2边割时,D(2, 0i, 0j) =

0,且如下等式成立 (注意分子中, k从3∼n取值,分母
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中, k从2∼n取值):

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0) =

k=n∑
k=3

P (N(t) = k)D(k, 0i, 0j)

k=n∑
k=2

P (N(t) = k)
k

n
· k − 1

n− 1

.

由式 (1)可得,当 t → 0时,P (N(t) = 0) → 1,且
P (N(t) = k) → 0(k = 1, 2, . . . , n);同时,当 t → 0时,
下式成立:

P (N(t) = k)

P (N(t) = k − 1)
→ 0, (18)

其中k = 1, 2, . . . , n.由式 (18),当 t → 0时,忽略高阶
无穷小,得到

lim
t→0

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0) =

lim
t→0

P (N(t) = 3)F (3, 0i, 0j) + o(P (N(t) = 3))

P (N(t) = 2)
2

n
· 1

n− 1
+ o(P (N(t) = 2))

= 0.

类似于前文的推理,当t→0时,得到

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 1) → 0,

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 0) → 0,

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1) → 0.

故当t→0时,得到

JFI (t, i, j) = P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0)−

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 1)−

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 0)+

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1) →

0− 0− 0 + 0 = 0.

2)由于{i, j}不是2-边路,E − {i, j}是唯一的基
数为n− 2的割,且

D(n− 2, 1i, 1j) =
( n

n− 2

)−1

=
2

n(n− 1)
. (19)

另一方面,由式 (1)可得,当 t → ∞时,P (N(t) =

n) → 1,且P (N(t) = k) → 0(k = 0, 1, . . . , n − 1);同
时,下式成立:

P (N(t) = k − 1)

P (N(t) = k)
→ 0, (20)

其中k=1, 2, . . . , n.
当 t → ∞时,由式 (20),忽略高阶无穷小,结合式

(19),得到

lim
t→∞

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1) =

lim
t→∞

((
P (N(t) = n− 2)

2

n(n− 1)
+ o(P (N(t) =

n− 2))
)/(

P (N(t) = n− 2)
2

n(n− 1)
+

o(P (N(t) = n− 2))
))

= 1.

同理,当t→∞时,有

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0) → 1,

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 1) → 1,

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 0) → 1.

故当t→∞时,得到

JFI (t, i, j) = P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 0)−

P (ϕ = 0|xi = 0, xj = 1)−

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 0)+

P (ϕ = 0|xi = 1, xj = 1) →

1− 1− 1 + 1 = 0. 2
2.3 算法设计

根据式 (15),为了计算连边的联合失效重要度,
需要计算连边的联合D-谱的值.但是Vaisman等[20]

的研究结果表明,连边联合D-谱的精确计算为NP-难
问题.因此,一个可行的方法为借助蒙特卡洛近似算
法计算联合失效重要度的值,具体如下.
算法1 计算联合失效重要度.
输入:一个具有n条连边的网络,饱和非时齐泊

松过程的失效强度λ(t);
输出:连边的联合失效重要度 JFI (t, i.j).
step 1:初始化ai=0, i=1, 2, . . . , n.
step 2:随机生成一个连边置换π ∈ΠE ,其中ΠE

为网络全体连边置换构成的集合.
step 3: 沿着连边置换π,寻找最小的顺序数r,使

得该置换π的前r条连边失效会导致整个网络失效.
step 4: ar=ar + 1.
step 5:重复step 2∼ step 4共H次.
step 6:令S(k)=a1+a2+ . . .+ak, k=1, 2, . . . , n.
step 7: 将S(k)分为4部分:S(k) = S(k, 1i, 0j) +

S(k, 1i, 1j) + S(k, 0i, 1j) + S(k, 0i, 0j),其中S(k, 1i,

0j)为满足下面条件的连边置换的数目:连边置换
的前 k条连边失效会导致整个网络失效,且连边 j

在这 k条连边中,而连边 i不在这 k条连边中;对于
S(k, 1i, 1j)、S(k, 0i, 1j)与S(k, 0i, 0j)有相似的解释,
不再赘述.

step 8:估计D(k, 1i, 0j)、D(k, 1i, 1j)、D(k, 0i, 1j)

和D(k, 0i, 0j)的值如下式所示:
⌢

D(k, 0i, 1j) =
S(k, 0i, 1j)

H
,
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⌢

D(k, 0i, 0j) =
S(k, 0i, 0j)

H
,

⌢

D(k, 1i, 1j) =
S(k, 1i, 1j)

H
,

⌢

D(k, 1i, 0j) =
S(k, 1i, 0j)

H
.

step 9: Λ(t) =
w t

0
λ(t)dt,将Λ(t)代入式 (1),得到

P (N(t)=k)(k=0, 1, . . . , n).
step 10:将step 8和step 9的结果代入式(15),以计

算JFI (t, i, j)的值.

3 数值算例

本节提供一个路网的算例,在连边失效服从饱和
非时齐泊松过程的条件下,演示网络联合失效重要度
的计算方法,以阐释连边关于网络失效的交互机理.
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图 1 路网

图1为一个路网[14],其由25个节点和34条连边组成,
一些关键的不可分离的关键节点称为终端,终端集合
K = {1, 10, 12, 18}.在该路网中,节点表示仓库或车
站,连边表示公路或轨道.假设节点绝对可靠,不会发
生失效,而连边会由于地震、滑坡等原因发生失效,网
络运行当且仅当终端集合里面的任意2个终端相互
连通.在工程实践中,常用时间 t的线性函数λ(t) =

βαtα−1模拟网络连边失效过程的强度,其中:α > 0,

β >0.为了得到本节的数值结果,取参数值β=3, α=

0.8,则Λ(t)=
w t

0
βαtα−1dt=βtα=3t0.8.

为了观察联合失效重要度的初期行为(t=0.01)、

中期行为 (t = 1, 2, 3, 4, 5, 6)和长期行为 (t = 100),执
行算法1 (取H = 1000 000).表1∼表3为在时刻 t =

0.01, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 100时的连边1和其他连边的联合
失效重要度的值.
联合失效重要度 JFI (t, i, j)取值的符号反映了

在时刻 t时 2条连边 i和 j关于网络失效的交互类

型.由表1∼表3可见,在时间 t = 1, 2时, I(t, 1, j) > 0

(j = 2, 3, . . . , 34),表明连边1与其他任意一条连边均
正相关,它们关于网络失效发挥着“协同作用”的效
果;即当其他任意一条连边失效时,连边 1将会变得
更重要;反之亦然,即连边1发生失效时,其他任意一

表 1 JFI (t, 1, j)在不同t下的取值(j=2 ∼ 11)

(1, j) t = 0.01 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 100

(1, 2) 2.36e-03 1.04e-01 1.69e-01 1.80e-01 1.47e-01 9.80e-02 5.40e-02 6.43e-05
(1, 3) 2.36e-03 1.04e-01 1.70e-01 1.82e-01 1.51e-01 1.03e-01 5.88e-02 −6.63e-04
(1, 4) 4.32e-07 5.09e-03 1.33e-02 9.96e-03 −3.74e-03 −1.84e-02 −2.76e-02 −6.07e-04
(1, 5) 4.06e-07 4.13e-03 8.63e-03 4.96e-04 −1.66e-02 −3.21e-02 −4.03e-02 −2.14e-04
(1, 6) 6.12e-06 1.19e-02 3.23e-02 4.12e-02 3.42e-02 1.93e-02 4.91e-03 −7.52e-05
(1, 7) 6.50e-06 1.22e-02 2.70e-02 2.41e-02 5.94e-03 −1.48e-02 −2.89e-02 −8.02e-05
(1, 8) 3.76e-07 2.38e-03 5.53e-03 1.12e-03 −9.82e-03 −2.07e-02 −2.70e-02 −6.50e-05
(1, 9) 3.70e-07 2.43e-03 8.58e-03 1.04e-02 4.81e-03 −4.16e-03 −1.17e-02 −5.52e-05
(1, 10) 7.32e-07 2.96e-03 8.87e-03 8.81e-03 4.59e-04 −1.08e-02 −1.93e-02 8.83e-05
(1, 11) 3.76e-07 2.35e-03 5.26e-03 4.51e-04 −1.08e-02 −2.19e-02 −2.83e-02 4.50e-04

表 2 JFI (t, 1, j)在不同t下的取值(j=12 ∼ 24)

(1, j) t = 0.01 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 100

(1, 12) 1.07e-06 3.43e-03 8.18e-03 3.84e-03 −9.15e-03 −2.29e-02 −3.14e-02 8.66e-06
(1, 13) 4.04e-07 3.72e-03 1.07e-02 8.97e-03 −2.33e-03 −1.56e-02 −2.48e-02 6.76e-04
(1, 14) 7.53e-07 4.61e-03 1.26e-02 1.13e-02 6.40e-04 −1.19e-02 −2.05e-02 5.02e-04
(1, 15) 7.04e-07 2.15e-03 6.32e-03 5.57e-03 −1.72e-03 −1.10e-02 −1.78e-02 −2.77e-04
(1, 16) 3.56e-07 2.09e-03 7.18e-03 7.23e-03 −3.69e-05 −9.74e-03 −1.70e-02 2.43e-05
(1, 17) 3.91e-07 3.37e-03 9.93e-03 9.32e-03 5.84e-04 −1.01e-02 −1.77e-02 −3.27e-05
(1, 18) 4.35e-07 5.61e-03 1.43e-02 9.41e-03 −7.41e-03 −2.51e-02 −3.61e-02 3.85e-05
(1, 19) 3.51e-06 6.40e-03 9.30e-03 −4.77e-03 −2.83e-02 −4.81e-02 −5.74e-02 −1.60e-04
(1, 20) 1.45e-06 3.68e-03 8.13e-03 4.51e-03 −6.18e-03 −1.73e-02 −2.41e-02 1.45e-04
(1, 21) 1.38e-06 2.59e-03 4.89e-03 −6.82e-04 −1.23e-02 −2.33e-02 −2.94e-02 6.29e-05
(1, 22) 3.67e-07 2.35e-03 7.14e-03 5.89e-03 −2.62e-03 −1.29e-02 −2.01e-02 −2.83e-05
(1, 23) 3.54e-07 2.33e-03 7.11e-03 5.59e-03 −3.33e-03 −1.39e-02 −2.13e-02 −2.25e-04
(1, 24) 7.45e-07 5.12e-03 1.38e-02 1.05e-02 −3.92e-03 −1.95e-02 −2.94e-02 1.50e-04
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表 3 JFI (t, 1, j)在不同t下的取值 (j=25 ∼ 34)

(1, j) t = 0.01 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 100

(1, 25) 3.92e-07 3.52e-03 1.07e-02 1.07e-02 2.31e-03 −8.16e-03 −1.56e-02 3.12e-05

(1, 26) 1.41e-06 3.40e-03 7.54e-03 3.60e-03 −7.30e-03 −1.85e-02 −2.54e-02 2.13e-04

(1, 27) 1.38e-06 3.26e-03 7.35e-03 3.52e-03 −7.15e-03 −1.81e-02 −2.48e-02 7.26e-04

(1, 28) 7.01e-07 2.69e-03 6.21e-03 −2.43e-04 −1.53e-02 −3.00e-02 −3.82e-02 −2.36e-04

(1, 29) 7.43e-07 4.80e-03 1.40e-02 1.33e-02 1.06e-03 −1.40e-02 −2.47e-02 2.65e-04

(1, 30) 1.39e-06 2.91e-03 5.74e-03 4.87e-04 −1.11e-02 −2.22e-02 −2.86e-02 −2.90e-04

(1, 31) 1.41e-06 2.98e-03 5.60e-03 2.74e-05 −1.18e-02 −2.32e-02 −2.96e-02 4.21e-04

(1, 32) 3.70e-07 2.48e-03 4.32e-03 −4.49e-03 −2.07e-02 −3.51e-02 −4.23e-02 −2.53e-04

(1, 33) 6.10e-06 1.11e-02 2.64e-02 2.71e-02 1.34e-02 −4.10e-03 −1.74e-02 −3.02e-05

(1, 34) 6.12e-06 1.30e-02 3.65e-02 4.85e-02 4.29e-02 2.77e-02 1.21e-02 −4.45e-04

条连边的重要性将增大.但是,当t=3, 4, 5, 6时,连边
1与其他一些连边正相关,而与其他另外一些连边负
相关.以 t= 3时的情况为例,尽管连边1与连边12正
相关 (由表2的第5列可知, JFI (t, 1, 12) = 0.003 844),
但是连边 1与连边 19负相关 (由表 2的第 5列可知,
JFI (t, 1, 19) = −0.004 771).故在 t = 3时,连边1和连
边19关于网络失效发挥着“效益递减”的效果,即当
连边1和连边19中的一条连边发生失效时,基于对网
络失效的影响而言,另一条连边将会变得较不重要.

联合失效重要度 JFI (t, i, j)的绝对值反映了在
时刻 t时,网络中2条连边 i与j关于网络失效的交互

程度的强弱.当 t = 0.01时,除连边2和连边3,连边1
与其他任意一条连边的联合失效重要度的值 JFI (t,
1, i)(i ̸=2, 3)几乎为0 (如表1∼表3的第2列所示),表
明连边1与其他连边的交互程度很微弱,这一结果亦
为定理1的第1部分所证实;但是当 t=0.01时, JFI (t,
1, 2) = JFI (t, 1, 3) = 0.002 361> 0,表明连边1与连边
2以及连边1与连边3均正相关,且它们交互程度最
强烈.这一结果出现的原因可解释如下:根据图1,要
使得路网发生失效,至少需要3条连边发生失效,而
连边集{1, 2, 3}是基数为3的一个最小割,其集体失
效会导致整个网络失效.因此,连边1的失效,将会使
得连边2和连边3变得更重要.接下来,分析 JFI (t, 1,
2)和 JFI (t, 1, 3)取值的变化趋势.由表1的第2行和
第3行可知,相较于 t = 1, 2, 3,在 t = 0.01时, JFI (t, 1,
2)和 JFI (t, 1, 3)的值更接近于0;同时,根据定理1的
第 1部分的结论进行预测,当时间 t进一步足够小

时 (小于 0. 01), JFI (t, 1, 2)和 JFI (t, 1, 3)的值将会越
来越接近于0,即连边1与连边2以及连边1与连边3
的交互程度也将会越来越微弱.此外,由表1∼表3可
见,在 t = 1时,连边1与连边2正相关,且交互程度最
强烈;在 t=2, 3, 4, 5, 6时,连边1与连边3正相关且交
互程度最强烈;在 t = 100时,连边1与其他任意一条

连边的联合失效重要度的值 JFI (t, 1, j)均接近于0,
表明它们的交互程度很微弱,同时,这一结果进一步
验证了定理1的第2部分的结论.
给定网络中任意2条连边,执行算法1,获得联合

失效重要度的值后,可采用上述类似的方法,以分析2
条连边在任意时刻的交互机理,在此不再赘述.

4 结论与展望

面向由节点和连边组成的网络系统,在连边失效
服从饱和非时齐泊松过程的条件下,结合网络D-谱,
本文构建了网络可靠性模型.以此为基础,采用组合
计数的技术,导出2条连边处于4种不同状态的概率
计算公式,并结合2条连边的联合D-谱,发展联合失
效重要度的计算公式,用于分析2条连边关于网络失
效的交互机理.理论分析表明,当时间 t趋于0或趋于
无穷大时, 2条连边的交互效果越来越微弱.由于精
确的计算联合失效重要度为NP-难问题,设计蒙特卡
洛近似算法以评估其值.最后,给出路网的算例,演示
联合失效重要度的计算方法,阐释了2条连边关于网
络失效的交互机理,其数值结果进一步验证了理论分
析的正确性.本文研究结果夯实了网络可靠性理论
和方法的基础,给出了分析连边交互机理的新思路,
为在电力网络、通信网络等实际网络系统的推广应

用奠定了基础.
饱和非时齐泊松过程假设在任意瞬间最多有1

条连边发生失效,而2条和2条以上的连边在同一时
刻发生失效的概率为小概率事件,可忽略不计.在随
机过程的应用中,尽管这一假设条件符合大多数的
应用需求,但是在其他一些应用背景下,如在电力网
络中,线路载荷共享会发生级联失效,导致在某瞬间
会有多个线路的负载超过阈值而同时失效.因此一
般采用分支过程对电力网络线路失效过程进行建模,
将来需要发展基于分支过程的连边交互机理分析方

法.本文的工作奠定了将来研究的必要基础,并对将
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来的研究有着重要的启发和借鉴作用.
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