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摘 要: 多智能体网络定位在智慧物流、工厂监控、无人系统集群等领域具有广阔的应用,然而网络中节点测量
量相对于节点位置的非线性本质给定位问题带来了巨大的挑战.鉴于此,对分布式多智能体网络定位问题进行综
述.首先通过比较分析非线性定位方法与线性定位方法以及集中式定位方法与分布式定位方法,凸显了分布式线
性定位方法的明显优势;然后从可定位性的判定条件与线性定位算法两个方面对目前已有的相关成果进行梳理
与综述,其中包括距离、方位角、相对位置以及内角等4种测量量下的相关结果;最后总结目前尚未解决的难题以
及未来的研究方向.
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Abstract: Multi-agent network localization has broad applications in many fields, such as intelligent logistics, factory
monitoring, and swarms of unmanned systems. However, the nonlinearity of sensor node measurements with respect to
node positions poses great challenges for localization. This paper surveys existing results on multi-agent network
localization. Firstly, we compare linear and nonlinear localization approaches, as well as centralized and distributed
approaches, from which we can see many advantages of distributed linear localization. Then, we review recent progress
on localizability conditions and distributed localization algorithms for multi-agent networks with common
measurements such as distances, bearings, local relative positions, and interior angles. Multi-agent network localization
remains an active area with many open problems that are discussed finally.
Keywords: multi-agent systems；network localization；distributed algorithm；linear localization theory；local
measurements

0 引 言

本文围绕分布式多智能体网络定位的线性理论

与算法展开综述,主要从多智能体网络定位的问题描
述、线性理论和可定位性研究、线性分布式算法、待

解决的问题以及未来扩展研究方向4个方面进行详

细介绍.着重探讨基于距离测量、方位角测量、相对位
置测量以及内角测量的多智能体网络可定位性和线

性分布式定位算法,试图给出多智能体网络线性定位
理论和方法的完整框架与最新进展.论文整体结构如
图1所示.
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图 1 论文整体结构框架

1 多智能体网络定位的基础理论概述

本节首先介绍多智能体网络定位问题的非线性

本质特性及线性定位方法等相关理论基础,包括定位
问题的基本数学描述、数学本质、非线性方法的不足

及线性方法的优势、集中式与分布式方法的优缺点

等.

1.1 多智能体网络定位问题描述

多智能体网络定位是实现目标监测与跟踪、导

航定位、智能家居系统等应用的基础和前提,在国防
军事、环境监测、医疗保健、智能交通、物流管理等

众多军事及民用领域中有着广阔的应用前景.尽管
可以通过在智能体上安装全球定位系统 (global
positioning system, GPS)[1]模块获取智能体位置信息,

但实际中GPS对使用环境存在限制,其在室内、地下
室、隧道、丛林、高山、水下等环境下信号微弱,无法
准确定位.此时,多智能体网络中的个体无法全部应
用GPS进行定位.因此,通过测量局部信息进行协同
位置估计的多智能体网络定位技术亟待研究.
多智能体网络定位系统由小部分位置已知的智

能体和大部分位置未知的智能体构成.具有已知位
置信息的智能体称为锚节点,其绝对位置信息可以通
过使用GPS或者进行标定预先获得.其他位置信息
未知的智能体称为自由节点,其位置坐标需要通过定
位算法估计获得.多智能体网络定位旨在通过锚节
点的位置坐标信息与智能体之间的局部测量求解网

络中自由节点的位置.因此,多智能体网络定位过程
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一般包含测量和位置估计两个阶段[2].在测量阶段,
网络中智能体通过测量获取相邻智能体间距离、方

位、角度等信息.在位置估计阶段,大多数多智能体
网络定位算法依靠相邻智能体之间的测量信息以及

与邻居的估计信息交互进行迭代.简单来说,多智能
体网络定位是由所获取的局部测量信息和具备交互

的估计信息估算各个智能体在一个统一参考坐标系

下位置坐标的过程.
由于智能体间的测量和通信往往限于邻近的

邻居节点,使用图来刻画多智能体间局部测量与通
信所定义的邻居关系.用集合V = Va

∪
Vf表示多

智能体网络的节点集,节点 i ∈ V为网络中的智
能体,其中Va = {1, 2, . . . , na}为na个锚节点的集

合,Vf = {na + 1, . . . , n}为nf = n − na个自由节

点的集合.用图Gs = (V, Es)表示多智能体网络的感
知图,其中集合Es ⊂ V × V为感知图的边集.当Gs

为无向图时,边(i, j) ∈ Es代表节点 i与j能够互相获

得其关于邻居的局部测量信息.当其为有向图时,边
(i, j) ∈ Es表示只有节点j可以获得节点 i的局部测

量信息,而节点j无法获得节点 i的局部测量信息.用
图Gc = (V, Ec)表示多智能体网络的通信图,其中集
合Ec ⊂ V × V为通信图的边集.同理,当Gc为无向图

时,边(i, j) ∈ Ec表示节点 i与j之间能够进行双向通

信并交互信息.当其为有向图时,边 (i, j) ∈ Es表示
只有节点j可以接受节点 i传递的信息,而节点 i不能

接受节点j传递的信息.多智能体网络的感知图和通
信图都可以是一个无向图或者有向图,同时,对于一
个多智能体网络而言,其感知图和通信图可以是相同
的也可以是不同的.本文为了方便阐述其本质问题,
仅考虑感知图和通信图是相同的,因此后文不区分两
者,且使用统一的符号G = (V, E),即E = Es = Ec.
下面定义坐标和坐标系.令Σg为全局坐标系,

pi ∈ Rd(d = 2或3)为智能体 i在全局坐标系Σg中的

坐标.相应地,Σj为智能体j的局部坐标系, pji ∈ Rd

为智能体 i在局部坐标系Σj中的坐标.令pa ∈ Rdna

和pf ∈ Rdnf分别为所有锚节点和自由节点在全局

坐标系Σg下的坐标所构成的向量,锚节点在全局坐
标系Σg下的坐标pa是已知的,而自由节点在全局坐
标系Σg中的坐标pf需要通过定位算法计算获得.
在整个多智能体网络中,可以根据测量类型将多

智能体网络定位问题分成如下4类:
1) 基于距离的定位问题:智能体 i测量与邻居 j

之间的距离dij = ∥pj − pi∥ (见图2(a)).
2) 基于方位角的定位问题:智能体 i在局部坐标
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图 2 4种不同类型的测量

系Σi下测量获得关于邻居 j的方位角信息 biij(见图
2(b)).

3) 基于相对位置的定位问题:智能体 i在局部

坐标系Σi下测量获得关于邻居 j的相对位置信息

piij(见图2(c)).
4) 基于内角的定位问题:智能体 i测量与邻居 j

和k之间的内角信息αkij(如图2(d)).
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多智能体网络定位对应的数学问题:通过一组
基于测量信息获得的约束方程组求解所有自由节点

的坐标,这些方程组是由所有节点坐标和以上各种局
部测量信息构成的约束方程.
后文用到的定义和符号如下.定义n个节点的构

型 (configuration)是在d维空间中所有节点坐标构成

的有限集,可以表示为p = [pT
1 , p

T
2 , . . . , p

T
n ] ∈ Rdn.定

义框架 (framework)由图G = (V, E)和节点构型p共

同组成,可以表示为Fp = (V, E ,p).如果框架Fp =

(V, E ,p)和Fq = (V, E , q)满足∥pi − pj∥ = ∥qi − qj∥,
∀i, j ∈ V ,则称Fp与Fq是全等 (congruent)的.如果存
在常数γ > 0使框架Fp = (V, E ,p)和Fq = (V, E , q)
满足∥pi − pj∥ = γ∥qi − qj∥, ∀i, j ∈ V ,则称二者是相
似(similar)的.

1.2 多智能体网络定位问题的本质

为探究多智能体网络定位问题的本质,不失一般
性,以二维空间为例表示不同类型测量信息与多智能
体位置之间的关系,其中距离和方位角测量与位置之
间的关系尤为重要,可表示为

dij = ∥pj − pi∥ =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2,

biij = Ri
g

pj − pi
∥pj − pi∥

= Ri
g

pj − pi√
(xj − xi)2 + (yj − yi)2

.

其中:Ri
g为全局坐标系Σg到局部坐标系Σi的旋转

矩阵,xi、xj和 yi、yj分别为节点 i和 j在二维空间

的x-坐标和 y-坐标.相对位置是距离与方位角测量
的结合,可表示为

piij = Ri
g(pj − pi).

内角可以表示为两个方位角单位向量的内积.当内
角不带方向时表示为

αkij = arccos
((pj − pi)

T

∥pj − pi∥
(pk − pi)

∥pk − pi∥

)
=

arccos(biTij biik).

当内角带方向且定义逆时针为正方向时表示为

αkij =

arccos(biTij biik), biTij R
(π
2

)
biik ⩾ 0;

2π− arccos(biTij biik), otherwise.

其中R
(π
2

)
=

[
0 −1

1 0

]
是一个旋转角度为90◦的旋

转矩阵.
针对以上4类测量,分别给出多智能体网络定位

问题的描述.文献 [3]综述了距离测量下的多智能体
网络定位问题,其将定位问题描述成求解如下非线性
方程的问题:

find p̂. (1)

s.t. p̂i = pi, ∀i ∈ Va;

∥p̂i − p̂j∥ = dij , ∀(i, j) ∈ E .

其中: p̂ ∈ Rdn为所有节点位置的估计向量, d (d = 2

或3)为多智能体网络所在的空间维数, dij ∈ R+为节

点间的距离测量值,当节点 i为锚节点时 p̂i = pi, E为
存在距离测量的边的集合.
对于方位角可测情况下的多智能体网络定位问

题,文献 [4]将多智能体网络定位问题描述为求解如
下非线性方程的问题:

find p̂. (2)

s.t. p̂i = pi, ∀i ∈ Va;

Ri
g

p̂j − p̂i
∥p̂j − p̂i∥

= biij , ∀(i, j) ∈ Es.

其中: biij ∈ Rd为方位角单位向量测量信息,Ri
g为未

知的旋转矩阵.当Ri
g为单位阵时,表示所有智能体的

坐标系与全局坐标系的方向一致,对应的多智能体网
络定位问题可参见文献[5-6].
对于相对位置可测情况下的多智能体网络定位

问题,文献 [7]将多智能体网络定位问题描述为求解
如下非线性方程的问题:

find p̂. (3)

s.t. p̂i = pi, ∀i ∈ Va;

Ri
g(p̂j − p̂i) = piij , ∀(i, j) ∈ Es.

其中: piij ∈ Rd为局部坐标系下测量获得的相对位置

向量,注意到这里的Ri
g是未知的.

当不带方向的内角可测时,文献 [8]将多智能体
网络定位问题描述为求解如下非线性方程的问题:

find p̂. (4)

s.t. p̂i = pi, ∀i ∈ Va;

(p̂j − p̂i)
T(p̂k − p̂i)

∥p̂j − p̂i∥∥p̂k − p̂i∥
= cos(αkij), ∀(i, j, k) ∈ A.

其中:A ⊂ V × V × V为可测内角的三角形顶点节点
集合;αkij ∈ [0,π)为由射线 ij与射线 ik所形成的不

带方向的内角.这里需要注意的是,每个元素 (k, i, j)

仅代表角度αkij可测,并不代表三角形△kij中的另

两个角度也可测.
可以看出,由于以上4类测量信息与节点位置坐

标之间的非线性关系,多智能体网络定位问题的本质
是非线性的.

1.3 非线性方法的不足

通过第1.2节可以看到,由于测量量是智能体位
置坐标的非线性函数,定位问题的本质是非线性的,
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一种直接的解决方法是将多智能体网络定位问题转

化为一组非线性方程的求解问题,这些非线性方程的
变量即为自由节点的位置,而非线性方程则是由局部
相对位置、距离、方位以及内角等测量量构成的约

束方程.当该多智能体网络对应的非线性方程有唯
一解时,称该多智能体网络是可定位的.

针对距离可测情况下的定位问题 (1),文献 [9]提
出了Divide-and-Conquer方法,文献 [10]提出了目标
函数平滑方法,文献 [11]将单位圆图转化为半定规划
问题进行求解,文献 [12]提出了序贯的定位方法.为
求解方位角可测情况下的定位问题 (2),文献 [13]在
几何约束下得到了优化解,文献 [14]则通过刚性图理
论得到了可定位的充分条件.为求解内角可测情况
下的定位问题 (4),文献 [8]通过半定规划方法将问题
(4)转化为几类求解非线性方程的等价子问题.文献
[15]概述了可用于无线传感器网络定位的技术,表明
利用诸如梯度下降算法的数值方法来搜索求解出的

位置估计优于解方程获得的位置估计.文献 [16]提
出了使用噪声距离误差测量的定位问题,基于平方和
方法解决存在噪声时的协同定位问题.文献 [17]基
于一种新的半定优化方法应用梯度下降法进行最大

似然估计,以解决仅基于距离测量的三维空间中的移
动定位问题.
以上所列举的解决方法[3,8-10,13-17]均为求解非线

性方程的方法,其具有如下共同的不足和挑战:
1) 很难保证全局收敛性.非线性迭代方法中的

非线性动态常常会导致多个平衡点 (又称为局部最
优点、鞍点)的存在,因此非线性求解算法往往无法
保证全局收敛性[3].

2) 鞍点数量与网络规模有关.当用非线性方法
求解定位问题时,随着网络规模 (自由节点数量)的增
加,整个网络的待求变量将增加,基于梯度下降进行
迭代对应的非线性目标函数的鞍点数量也会呈指数

增加[18].

1.4 线性方法的优势和特征

与使用非线性优化作为解决工具的定位方法不

同,文献 [19-20]首先针对距离测量下的平面网络,提
出了一种基于重心坐标的线性定位方法;接着将线
性定位方法陆续推广到三维距离测量的多智能体网

络定位[21-24]、二维方位角测量的多智能体网络定

位[4,25]、 d维方位角测量的多智能体网络定位[5,26]、

二维内角测量的多智能体网络定位[27]、三维内角测

量的多智能体网络定位[28]以及多种测量量混合下

的多智能体网络定位[29-31].此外,研究更多基于线性

方法的多智能体网络定位问题,涵盖了更广泛的情
形[32-35].称此类可应用线性方程进行求解的方法为
线性定位方法,与非线性定位方法相比,前者所具有
的对应优势包括:

1) 定位算法具有全局收敛性.线性方程建立后,
存在着对应的线性定位算法,其具有全局收敛性.

2) 不存在鞍点.对于线性迭代方法,系统不存在
鞍点,并且与网络规模无关.

3) 定位算法可以实现分布式计算.每个节点只
需利用局部测量信息以及与邻居节点通信交换位置

估计量即可进行并行计算.
对于线性方法的定位过程,其主要由3步组成:
step 1: 建立节点位置与嵌入量 (边上的权重)的

线性方程.定义由s ∈ N+个节点{j1, j2, . . . , js}构成
的最小单元为多智能体网络的元图 (该元图能够通
过局部测量信息计算获得元图边上的权重).注意到
对于不同维度空间、不同类型的测量信息,元图会有
所不同,后文会有详细阐述.在元图上建立如下形式
的线性方程:

Ai
j1
pj1 +Ai

j2
pj2 + . . .+Ai

js
pjs = 0, 1 ⩽ i ⩽ r. (5)

其中: i为第 i个元图; r ∈ N+为多智能体网络中所有

元图的总数;Ai
j1

∈ Rd×d, . . . , Ai
js

∈ Rd×d称为该元

图边上的嵌入量,可以通过节点 j1, . . . , js间的局部

测量和邻居节点间的信息交互计算得到.
step 2: 将网络中所有的线性方程写成紧凑形式

并得到代数可定位性条件.将 r个线性方程 (5)写成
紧凑形式可以得到

Mp = 0, (6)

其中M为测量矩阵,其仅与节点间的测量值相关,具
有如下结构:

. . . 节点 j1 . . . 节点 j2 . . . 节点 js . . .

元图1
...

元图 i
...

元图 r



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...
...

...
...

. . .
...

...

0 Ai
j1 0 Ai

j2 . . . Ai
js 0

...
...

...
...

. . .
...

...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


.

考虑 p = [pT
a ,p

T
f ]

T的有序标号关系,M可以写成
M = [Ma,Mf ],因此式 (6)可以写为Mfpf =−Mapa.
显然,为保证存在唯一解 pf ,矩阵Mf 的秩需等于

dnf .
step 3:通过梯度下降迭代获得线性定位算法.设

计如下形式的目标函数:
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J(p̂) =
r∑

i=1

∥Ai
j1
p̂j1 +Ai

j2
p̂j2 + . . .+Ai

j3
p̂js∥2 =

p̂TMTM p̂ =

pT
aDaapa + 2pT

aDaf p̂f + p̂T
f Dff p̂f . (7)

其中:D =

[
Daa Daf

Dfa Dff

]
∈ Rdn×dn,Daa = MT

a Ma,

Daf = MT
a Mf ,Dfa = MT

f Ma,Dff = MT
f Mf .通

过目标函数J(p̂)对 p̂f求梯度可以得到如下形式的

线性定位算法:

˙̂pf (t) = −∂J(p̂)

∂p̂f
= −Dff p̂f (t)−Dfapa. (8)

通过对连续算法进行周期采样离散化 (这里采用前
向欧拉法)可以得到如下一般形式的离散定位算法:

p̂f [k + 1] = p̂f [k]− ϵDff p̂f [k]− ϵDfapa, (9)

其中 ϵ > 0为采样周期 (在机器学习中又称为学习
率).
由离散系统稳定性判定条件可以得到离散定位

算法(9)的收敛性定理如下.
定理1 [4,26] 当采样周期ϵ小于2/λmax(Dff )时,

离散定位算法 (9)是指数稳定的,其中λmax(Dff )为

矩阵Dff的最大特征值.
为便于分布式计算,引入辅助变量 ζ,式 (9)可以

产生另一种形式的迭代计算,即ζ[k + 1] = M p̂[k],

p̂f [k + 1] = p̂f [k]− ϵMT
f ζ[k].

(10)

同理,可以得到离散定位算法 (10)的收敛性定理
如下.
定理2 [7,36] 当ϵ小于1/λmax(Dff )时,线性定位

算法(10)是指数收敛的.
由上述3步处理过程可以看到,线性定位方法的

一个明显特征和主要优势是能够保证全局收敛性,而
且是指数收敛的.此外可以看到,多智能体网络定位
的核心问题在于以上的 step 1,即如何将各种局部测
量通过局部分布式的计算获得每个元图的线性约束

方程.

1.5 集中式与分布式

集中式的定位一般需要一个中心节点收集所有

的测量信息,然后使用集中式求解方法同时求出所有
节点的位置[8].随着网络规模的增大,集中式的定位
算法面临着诸多困难,包括通信量、计算量的急剧增
加等.相比于集中式算法,分布式算法仅要求每个节
点与其邻居节点进行信息交互.虽然也存在一些分
布式的非线性定位算法,但大多数非线性定位方法需
要通过集中式进行求解.相比之下,线性定位算法一

般都是分布式的.因而,基于分布式的线性定位方法
具有更大优势[20].

2 多智能体网络定位的线性理论和可定位

性研究

本节介绍多智能体网络如何基于局部测量信息

构建线性约束方程并探讨可定位性的相关成果,包括
网络可定位性和节点可定位性.围绕这两种可定位
性,介绍二维和三维空间中,使用不同类型测量实现
多智能体网络线性定位的基础理论、代数条件、拓扑

条件等.

2.1 网络可定位性

多智能体网络定位的一个基础核心问题是判断

给定局部测量条件下多智能体网络是否可唯一定位

(即该网络中所有节点都可以求解获得其在全局坐标
系下的真实坐标信息).该问题称为网络可定位性问
题,与图的刚性密切相关,因此图论为分析和解决该
问题提供了有用的框架.本节主要介绍基于不同测
量类型的多智能体网络线性方法下可定位性的相关

结论.
2.1.1 距离测量

为解决距离测量的多智能体网络定位问题,文献
[19]基于重心坐标将节点位置表示为伪线性系统并
提出了分布式迭代定位方法.但其需假定所有自由
节点位于锚节点的凸包内,并且任一自由节点都需
要位于其3个邻居的凸包内.文献 [37]基于此定位算
法对其收敛性、噪声存在的鲁棒性等情况进行了综

述.文献 [20]提出了基于实数重心坐标和图拉普拉
斯矩阵的定位方法,在距离精确可测的前提下解决了
二维空间中的定位问题,并且不需要每个节点都位于
其相邻节点的凸包内.进一步地,文献 [36]提出一种
更具鲁棒性的计算实数重心坐标的方法进行自由节

点的定位,文献 [21]将此线性定位方法扩展到三维空
间.值得注意的是,应用实数重心坐标方法进行多智
能体网络定位,在二维空间中,多智能体网络的元图
需要4个智能体构成,三维空间则需要5个智能体.

针对二维空间的网络定位问题,文献 [38]指出
了距离测量下多智能体网络可定位性的充分必要

条件.当且仅当多智能体网络是全局刚性的并且至
少有 3个锚节点时,网络中的所有节点均为可定位
的.虽然线性定位方法所需要的充分条件并不相同,
但此条件对于线性定位方法仍然是必要的.

在二维空间中,多智能体网络基于距离测量的元
图由4个节点构成,每个节点至少存在3个邻居,测量
量是4个节点两两间的所有距离信息.基于实数重心
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坐标方法(图3),文献[36]给出4个节点间的线性方程

pi = aijpj + aikpk + ailpl, (11)

其中{aij , aik, ail}为节点 i相对于其邻居节点j、k、l

的重心坐标,满足aij + aik + ail = 1.
j

i
l

k

j

i l
k

图 3 节点 i与3个邻居j、k、l在二维空间中的两种构型

由全等框架满足所有节点间距离不变的性质可

知,由节点及其邻居组成的元图的全等框架在任何
坐标系 (坐标系可以平移、 旋转)下具有相同的重
心坐标[36].这里提出一个重要的性质:实数重心坐
标对于全等框架具有不变性.因此,节点 i相对于邻

居节点的重心坐标{aij , aik, ail}可以通过如下方法
在特定坐标系下获得:对于多智能体网络中的任意
一个元图,构建其全等框架并令该全等框架的节点
i位于原点,节点 j位于X轴上,即 qi = [0, 0]T, qj =

[dij , 0]
T.同时,通过求解方程

∥qk − qi∥ = dik,

∥qk − qj∥ = djk

可以得到qk = [qkX , qkY ]
T的两个解,选取qkY > 0的

解为节点k的坐标.再通过方程
∥ql − qi∥ = dil,

∥ql − qj∥ = djl,

∥ql − qk∥ = dkl,

求得节点 l唯一的坐标ql.
综上,仅通过距离测量即可得到该元图某一特殊

全等框架的节点坐标qi、qj、qk、ql.节点 i相对于邻居

节点的重心坐标{aij , aik, ail}通过如下公式[36]获得:

aij =
S△ikl

S△jkl
, aik =

S△ijl

S△jkl
, ail =

S△ijk

S△jkl
.

其中

S△ikl =
1

2

∣∣∣∣∣∣ qi qk ql

1 1 1

∣∣∣∣∣∣ , S△ijl =
1

2

∣∣∣∣∣ qi qj ql

1 1 1

∣∣∣∣∣ ,

S△ijk =
1

2

∣∣∣∣∣∣ qi qj qk

1 1 1

∣∣∣∣∣∣ , S△jkl =
1

2

∣∣∣∣∣ qj qk ql

1 1 1

∣∣∣∣∣ .
在三维空间中,多智能体网络基于距离测量的元

图是一个四面体,由 5个节点构成,每个节点至少存
在4个邻居,测量量是5个节点两两间的距离信息.文
献 [21]应用多维尺度法构建元图的全等框架,并基于
实数重心坐标方法 (图4)给出了5个节点间的线性方
程为

pi = aijpj + aikpk + ailpl + aihph, (12)

其中{aij , aik, ail, aih}为节点 i相对于其邻居节点 j、

k、l、h的重心坐标,且满足aij + aik + ail + aih = 1.

j

i

l

k

h

图 4 节点 i与4个邻居j、k、l、h在三维空间中的构型

与二维空间相同,三维空间中节点 i相对于邻居

节点 j、k、 l、h的重心坐标 {aij , aik, ail, aih}可以
通过以下多维尺度法构建元图的全等框架获得.针
对多智能体网络的任意一个元图,定义D = [d2rs] ∈
R5×5.其中: r, s ∈ {i, j, k, l, h},元素d2rs为元图中两

节点间距离的平方.定义J = I −
{1

5
151T

5

}
,计算三

维空间中具有5个节点的全等框架的通用算法如算
法1所示.矩阵Q的列向量即为节点 i、j、k、l、h全等

框架的坐标qi、qj、qk、ql、qh.值得注意的是,多维尺度
法也可应用到二维空间中.

算法1 利用距离矩阵获取元图全等框架的节点坐标.

输入:D;

输出:Q.

1)计算X = −
1

2
JDJ .

2)对X进行奇异值分解X = V ΛV T.其中:V = [v1, v2, v3,

v4, v5]为5 × 5的酉矩阵;Λ为对角矩阵,其对角元素为奇异

值λ1 ⩾ λ2 ⩾ λ3 ⩾ λ4 ⩾ λ5 ⩾ 0.

3)计算Λ∗ = diag(λ1, λ2, λ3) ∈ R3×3和V∗ = [v1, v2, v3]

∈ R5×3.

4)计算矩阵Q = Λ1/2
∗ V T

∗ .

节点 i相对于邻居节点 j、k、l、h的重心坐标

{aij , aik, ail, aih}可通过如下公式[21]获得:
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aij =
Viklh

Vjklh
, aik =

Vjilh

Vjklh
, (13)

ail =
Vjkih

Vjklh
, aih =

Vjkli

Vjklh
. (14)

其中

Viklh =
1

6

∣∣∣∣∣ qi qk ql qh

1 1 1 1

∣∣∣∣∣ , Vjilh =
1

6

∣∣∣∣∣ qj qi ql qh

1 1 1 1

∣∣∣∣∣ ,
(15)

Vjkih =
1

6

∣∣∣∣∣ qj qk qi qh

1 1 1 1

∣∣∣∣∣ , Vjkli =
1

6

∣∣∣∣∣ qj qk ql qi

1 1 1 1

∣∣∣∣∣ ,
(16)

Vjklh =
1

6

∣∣∣∣∣ qj qk ql qh

1 1 1 1

∣∣∣∣∣ . (17)

综上,可将二维或三维空间中基于实数重心坐标
的线性方程(11)和(12)统一表示为

pi −
∑
j∈Ni

aijpj = 0. (18)

其中aij为节点i相对于其邻居节点的重心坐标,即对
应边(i, j)的权重 (嵌入量),满足

∑
j∈Ni

aij = 1.每个节

点的重心坐标均可通过本身与其邻居间的距离测量

量计算获得.
将多智能体网络中所有元图构建的方程 (13)堆

砌成矩阵形式即有方程 (6).基于该矩阵线性方程,可
以得到如下关于网络可定位性的代数条件.
定理3 [21,36] 对于多智能体网络Fp,假设p是一

般化的,那么基于距离测量的多智能体网络Fp可线

性定位,当且仅当na ⩾ d+ 1(d = 2或3)且方程(6)和
(7)中定义的Dff是非奇异的.
对于二维和三维空间的情况,文献 [20]给出了多

智能体网络可线性定位的充分必要拓扑条件.在给
出其结论前,先给出重心坐标关联图及图连通性质的
定义.
定义1 [39] 图G(M)称为重心坐标关联图,若其

点集为V且其边集由方程 (6)存在非零权重的所有边
构成.

定义2 [39] 对于一个图G = (V, E),如果除去节
点 i外的任意k − 1个节点后,节点 i与非单节点集U
中的某个节点之间仍存在一条路径,则称该节点 i相

对于U是k-可达的,即 i与U之间有k条不相交的路

径.
定理4 [20] 对于多智能体网络Fp,假设p是一般

化的,那么基于距离测量的多智能体网络Fp可线性

定位,当且仅当na ⩾ d + 1(d = 2或3)且每个自由节

点在重心坐标关联图G(M)中相对于锚节点集Va是

(d+ 1)-可达的.

定理4的另外一种表达为:当且仅当每个自由节
点到锚节点集存在至少(d+1)条不相交的路径时,整
个多智能体网络是可线性定位的.在三维空间下,多
智能体网络Fp = (V, E ,p)可线性定位的充分必要条
件是每个自由节点至少有4条不相交的路径与锚节

点集相连接.当退化到一个特殊情形 (即只有一个自
由节点)时,协同定位问题退化为普通的GPS定位问
题,以上性质即成为需要存在4条边直接连接锚节点

集.
注1 文献 [40]探究了测量误差下多智能体网

络的定位条件及相关理论.当存在测量误差时,文献
[36]在二维空间中应用有约束的优化方法构建全等
框架.在三维空间中,文献 [21]通过改进算法1使其
能够适用于具有测量误差的距离矩阵,进而获取全等
框架的节点坐标.之后,二者均可以继续应用重心坐
标方法进行多智能体网络定位.同时,文献 [21]也给
出了对存在测量误差情况下定位算法的分析,并给出
矩阵误差上界.
2.1.2 方位角测量

方位角测量通常以角度或单位向量两种方式表

示.在假设所有智能体局部坐标系方向一致的情况
下,文献 [5,41]对分布式定位问题进行探究,提出了多
智能体网络可定位性的充分必要条件和连续时间分

布式线性定位算法.由文献 [41]可知,在二维空间中,
如果多智能体网络是方位角刚性的且至少包含两个

锚节点,则该多智能体网络是可定位的.文献 [5]将该
问题扩展到任意d维空间中,并表述为线性最小二乘
优化问题.通过求解此最小二乘问题,从代数和刚性
两方面给出网络可定位性的充要条件.其表明如果
多智能体网络的每个无穷小方位角运动都与至少一

个锚节点相关,则多智能体网络是可定位的.同时,文
献 [5]也给出了多智能体网络定位的线性分布式算
法,此时多智能体网络的元图即为两个节点构成的元
图,但对于大规模的多智能体网络,所有智能体的局
部坐标系一般不会指向一个共同的方向.
为解决局部坐标系方向未知、基于方位角测量

的多智能体网络定位问题,文献 [4]在二维空间中提
出了一种新的基于复数重心坐标的定位方法.该线
性方法通过引入复数重心坐标,基于局部方位角测量
构建多智能体网络所有节点在全局坐标系下坐标的

线性约束方程,进而通过复数域迭代求解完成多智能
体网络定位.另一方面,文献 [26]应用一种统一的实
数重心坐标方法构建一组线性约束方程,可同时解决
二维和三维空间中的方位角测量定位问题.以下主
要介绍局部坐标系无需保持一致情况下的可定位性
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条件.
在二维空间中,一个二维向量可以等价于复平面

中的一个复数,文献 [4]将节点 i在全局坐标系Σg和

局部坐标系Σj中的坐标pi和pji用复数形式表示.同
样地,方位角测量也可以用复数表示为

biij =
pij
|pij |

.

考虑到局部坐标系方向不一致的情况,多智能体
网络基于方位角测量的元图是一个三角形,由3个节
点构成,测量量是两个邻居相对于节点的方位角信息
以及其中一个邻居相对于另外一个邻居的方位角信

息.文献 [4]基于复数重心坐标方法,给出3个节点间
的线性方程为

aij(pj − pi) + aik(pk − pi) = 0, (19)

其中aij和aik代表节点 i相对于其邻居节点j、k的复

数权重,且满足aij + aik = 1.复数权重aij和aik在方

程 (14)中的几何含义是旋转和放缩了相对位置向量
(pj − pi)和(pk − pi).需要注意的是本部分针对二维
空间使用复数重心坐标的所有表达式中变量均为复

数 (例如方程 (14)中的pi、pj、pk),而不是二维实数向
量.
针对复数重心坐标发现一个重要的类似于实数

重心坐标的不变性性质,即:复数重心坐标对于相似
框架具有不变性.因此,复数重心坐标aij和aik可以

通过以下方法获得:对于多智能体网络中的任意一
个元图,构建其相似框架并令该相似框架节点 i的坐

标qi位于原点,节点j的坐标qj位于单位长度的直线

biij上,即qi = 0, qj = biij .同时,经过qi的直线biik与

经过qj的直线bijk的交点唯一确定Σi中的坐标qk(如
图5所示).因此,仅通过方位角测量即可得到每个元
图相似框架的坐标qi、qj、qk,进而容易通过

aij(qj − qi) + aik(qk − qi) = 0,

aij + aik = 1

求解出一组复数权重aij和aik.换言之,仅通过局部
坐标系下的方位角测量即可获得复数重心坐标aij ∈
C满足元图节点在全局坐标系下的线性方程∑

j∈Ni

aij(pj − pi) = 0. (20)

将多智能体网络中所有元图构建的方程 (15)堆
砌成矩阵形式即有方程 (6),但注意到该方程中的系
数和变量均为复数.基于该复数矩阵线性方程可以
得到如下关于网络可定位性的代数条件.

定理5 [4] 对于二维多智能体网络Fp,假设p是

一般化的,那么基于方位角测量和复数重心坐标的多

智能体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ 2且方程

(6)和(7)中定义的复数矩阵Dff是非奇异的.
根据以上代数条件,文献 [4]也给出了多智能体

网络可线性定位的一个充分必要拓扑条件.

b
i

jk

b
i

ik

qk

q i

q j

b
i

i j

Σ i

图 5 构建相似框架

定理6 [4] 对于二维多智能体网络Fp,假设p是

一般化的,那么基于方位角测量和复数重心坐标的多
智能体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ 2且每个

自由节点在重心坐标关联图G(M)中相对于锚节点

集Va是2-可达的.
需要指出的是,在二维空间,基于复数重心坐标

获得的针对方位角测量信息的多智能体网络定位比

基于实数重心坐标获得的针对距离测量信息的多智

能体网络定位需要较弱的拓扑连接,同时锚节点的最
少数量也可以再少一个.
在三维空间中,文献 [26]将节点 i在局部坐标系

Σi下的方位角测量应用实数表示为

biij =


sin(θiij) cos(ϕi

ij)

sin(θiij) sin(ϕi
ij)

cos(θiij)

 ,

其中θiij和ϕi
ij分别为节点 j在局部坐标系Σi下的极

角和方位角,如图6所示.二维空间中局部坐标系下
方位角测量表示可以看作是三维空间中极角ϕi

ij =

π/2时的特殊情况,因此该方法可以一般性地应用至
二维或三维空间的情况.

Υ
Σ i

i

Χ

θ i j

i

Ζ

ϕ i j

i

j

图 6 方位角测量实数表示

为构建实数重心坐标,对基于方位角测量信息的
多智能体网络的元图做如下假设.
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假设 1 [26] 对于各节点 i,存在感知图 G的子
图 (图7(a)),其由节点 i, j0, . . . , jd构成并满足以下性

质: 1)节点 i与j0互为邻居,即j0 ∈ Ni, i ∈ Nj0 ; 2)对
于 l = 1, 2, . . . , d,节点jl是节点 i和j0共同的邻居,即
jl ∈ Ni

∩
Nj0 .另外,节点 i和j0是通信邻居 (图7(b)),

即(i, j0) ∈ Ec.

i

jd

j1

j0

...

j1

...

jd

j0

i

(a) !"#

(b) $%#

图 7 假设1下节点 i的感知图和通信图

在此假设下,基于方位角测量的多智能体网络的
元图由(d+2)个节点构成,每个节点至少存在(d+1)

个邻居,测量量是邻居相对于节点的方位角信息以及
其中一个邻居相对于另外一个邻居的方位角信息.可
以看出在二维空间情况下,计算实数重心坐标的元图
(图7)比计算复数重心坐标的元图 (图5)要多增加一
个节点.
文献 [26]提出了一种针对每个元图计算节点 i

在d维 (d = 2或3)空间中相对于相邻节点实数重心
坐标的统一算法,并给出了(d+2)个节点间的线性方

程

pi −
∑

l=0,1,...,d

aijlpjl = 0, (21)

其中aijl为节点i相对于其邻居节点的重心坐标.
此时多智能体网络基于方位角测量的元图由节

点集 i, j0, . . . , jd构成,节点 i相对于 (d + 1)个邻居节

点的重心坐标aijl可以通过以下方法获得:首先构建
此元图的相似框架,令该相似框架中的

qi = 03, qj0 = biij0 .

然后根据

qi + c1b
i
ij1

= qj0 + c2b
i
j0j1

(= qj1)

计算标量参数c1和c2,同时可通过qj1 = qi + c1b
i
ij1
或

qj1 = qj0 + c2b
i
j0j1
求得qj1 .为保证解存在,将上式重

新表述为如下凸优化问题:

(c∗1, c
∗
2) =

argmin
c1,c2∈R+

∥(qi + c1b
i
ij1

)− (qj0 + c2b
i
j0j1

)∥.

最后对节点 jl重复上述计算即可获得所有坐标 qjl ,
l = 2, 3, . . . , d.
二维和三维空间中,点i相对于d+ 1个邻居节点

的重心坐标aijl可分别通过下式
[26]计算获得:

[aij aik ail]
T =

pj pk pl

1 1 1

−1 pi
1

 ,

[aij aik ail aih]
T =

pj pk pl ph

1 1 1 1

−1 pi
1

 .

将多智能体网络中所有元图构建的方程 (16)堆
砌成矩阵形式即有实数方程 (6).基于该实数矩阵线
性方程,可以得到如下关于网络可定位性的代数条
件.

定理7 [26] 对于多智能体网络Fp,假设p是一般

化的,那么基于方位角测量和实数重心坐标的多智能
体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ d+ 1(d = 2或

3)且方程 (6)和 (7)中定义的实数矩阵Dff是非奇异

的.
同样基于实数重心坐标,由于方位角信息可以提

供比距离更为有价值的定位信息,从感知图和通信图
的要求来看会显得更为宽松,给出以下定理.

定理8 [26] 对于多智能体网络Fp,假设p是一

般化的,如果多智能体网络的感知图和通信图G =

(V, E)是能够保证基于距离测量可线性定位的,则同
样也能够保证基于方位角测量是可线性定位的.

注2 文献 [42]对方位角测量存在误差情况下
的多智能体网络定位进行了分析.文献 [4-5]在考虑
存在测量误差的情况下,对所提出的线性定位算法进
行研究,并提供了确保代数条件的矩阵误差上界,其
获得的结论也可应用至其他测量的情况.另一方面,
文献[26]针对带有误差的测量进行了仿真检验.

2.1.3 相对位置测量

对于多智能体网络,如果智能体根据感知图同时
测量距离和方位角信息,则定位问题变为利用相对位
置测量的分布式定位问题.
在二维空间中,文献 [7]在全局坐标系方向未知

的情况下,应用局部坐标系内相对位置信息解决了
多智能体网络定位问题.在二维空间相对位置可测
的情况下,仍然可以用复数变量表示相关向量,如图8
所示,其中X轴代表实轴,Y 轴代表虚轴.节点j在局
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部坐标系Σi下相对位置测量可表示为

pij = dijeιθij = (pj − pi)e−ιαi ,

其中ι为虚数单位
√
−1.

多智能体网络基于相对位置测量的元图由节点

和其两个邻居构成,测量值为两个邻居在节点局部坐

Υ j

k

l i j

Im

Σ g

Σ i i

Χ

Re

l ik

θ i j

θ ik

α i

图 8 相对位置测量示意图

标系下的相对位置.因此当节点i至少有两个邻居时,
在已知距离及方位角测量的情况下,可以很容易地计
算获得一组复数重心坐标{aij},并可以建立如下复
数线性方程约束: ∑

j∈Ni

aijp
i
j = 0. (22)

式(17)也可以表示为∑
j∈Ni

aij(pj − pi) = 0. (23)

将多智能体网络中所有元图构建的方程 (18)堆
砌成矩阵形式即有复数矩阵方程 (6).基于该复数矩
阵线性方程,可以得到如下关于网络可定位性的代数
条件.
定理9 [7] 对于二维多智能体网络Fp,假设p是

一般化的,那么基于相对位置测量和复数重心坐标的
多智能体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ 2且方

程(6)和(7)中定义的复数矩阵Dff是非奇异的.
文献[7]中给出了二维多智能体网络基于相对位

置测量可线性定位的拓扑条件.
定理10 [7] 对于二维多智能体网络Fp,假设p

是一般化的,那么基于相对位置测量和复数重心坐
标的多智能体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ 2

且每个自由节点在感知图G = (V, E)中相对于锚节
点集Va是2-可达的.
值得指出的是,二维空间基于相对位置的网络定

位要求每个自由节点相对于锚节点集Va的2-可达性
是体现在感知图G = (V, E)上的,而定理6基于方位
角的网络定位要求每个自由节点相对于锚节点集Va

的2-可达性是体现在重心坐标关联图G(M)上的.后
者可能会对感知图G = (V, E)提出更多的拓扑连接
要求.
相对位置测量在三维空间中的网络可定位性仍

有待探究.
注3 文献 [7]探究了存在相对位置测量误差以

及迭代舍入误差的多智能体网络定位问题,应用加权
最小二乘估计理论提出了相应的分布式定位算法,并
给出其收敛性证明.
2.1.4 内角测量

当多智能体间可以测量不带方向的内角时,文
献 [29]基于距离测量情况下的线性方程以及正弦定
理得到了二维以及三维空间下的内角测量线性、非

线性方程,并建立了内角测量下的可定位性条件 (由
于其数学本质与距离情况类似,此处不再赘述).注意
到,当智能体内角测量不带方向时,二维元图至少需
要4个智能体,而三维元图则至少需要5个智能体.为
此,文献 [27-28,43]通过使用带方向的内角测量得到
了新的角度线性方程,其在二维空间中只需3个智能

体,三维空间只需4个智能体.
在二维空间中,元图是一个三角形顶点构成的子

图,而测量量是三角形的所有内角.文献 [43]使用复
数重心坐标建立如下基于内角测量的复数线性方程:( qk − qi

qk − qj

)
(pj − pi) +

( qj − qi
qj − qk

)
(pk − pi) = 0.

(24)

其中qi、qj、qk ∈ C为元图的一个相似框架,其坐标
值可以在一个特殊的局部坐标系下基于三角形△ijk

的内角计算获得,计算方法类似于基于方位角的复数
重心坐标计算.
类似地,如图9所示,文献 [27]通过使用两种方式

描述内角αkij角平分线上的单位向量 bi-bisector得到

等式

bi-bisector = R
(
− αkij

2

)pj − pi
dij

= R
(αkij

2

)pk − pi
dik

;

然后通过使用正弦定理

dij
dik

=
sinαikj

sinαijk

得到内角测量下的实数线性方程

RT(αkij)(pj − pi)−
sinαjki

sinαijk
(pk − pi) = 0, (25)

其中R(αkij)为逆时针旋转αkij角度的旋转矩阵.注
意到方程 (20)可以被等价转化为复数重心坐标形式
下的线性方程(19).
文献 [27]将多智能体网络中所有元图构建的方

程 (20)堆砌成矩阵形式即有实数矩阵方程 (6).基于
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p j

pk

p i

b i -bisector

d jk

αki j

2

αki j

2

图 9 三角形内的角度线性方程

该实数矩阵线性方程,可以得到如下关于网络可定位
性的代数和拓扑条件.
首先给出几个相关概念.
定义3 [27] 1)一个图G = (V, E)称为是三角化

的,如果对于V中任意两个互为邻居的节点 i和j,总
存在第3个节点k是节点i和j的邻居.

2)一个框架Fp = (V, E ,p)称为是三角化角度刚
性的,如果: 1 图G = (V, E)是三角化的; 2 在智能体
的位置p上施加一个扰动后,为了维持Fp中任意一

个三角形的内角值不变,Fp只能进行平移、旋转或者

缩放.
3)一个图G = (V, E)称为L-三角图,如果: 1 图

G = (V, E)是三角化的; 2 图G中三角形的总个数为
n − 2,其中n为图G的节点总数; 3 对于图G中任意
一个三角化子图,其三角形的总个数小于或等于该子
图的节点总数减2.

定理11 [27] 对于二维多智能体网络Fp,假设p

是一般化的,那么基于内角测量的多智能体网络Fp

可线性定位,当且仅当na ⩾ 2且方程 (6)和 (7)中定义
的实数矩阵Dff是非奇异的.

定理12 [27] 对于二维多智能体网络Fp,假设p

是一般化的且na = 2,那么基于内角测量的多智能体
网络Fp可线性定位,当且仅当Fp是三角化角度刚性

的,或等价地说,感知图G包含一个L-三角图.
在三维空间中,线性方程 (20)不再成立.为推导

三维空间中基于内角测量的线性约束方程,做如下假
设.

假设2 [44] 所有智能体坐标系的Z轴都具有共

同的指向.
在假设2下,一种建立基于内角测量的线性约束

方程的直观方法是将智能体的位置垂直投影到XY

平面.如图10所示,考虑4个节点 i、j、k、m,并将 j、

k、m投影到节点 i为原点的局部坐标系XY 平面,分
别得到j′、k′、m′.在XY 平面内,利用二维空间下的
线性方程 (20)可以类似地对△ij′k′和△ik′m′建立如

下两个角度线性约束方程:
pj′ − pi
∥pj′ − pi∥

= Rz(αk′ij′)
pk′ − pi
∥pk′ − pi∥

, (26)

pk′ − pi
∥pk′ − pi∥

= Rz(αm′ik′)
pm′ − pi
∥pm′ − pi∥

. (27)

其中:Rz(αk′ij′) =

[
R(αk′ij′) 0

0 1

]
∈ SO(3)为绕Z轴

的旋转矩阵;αk′ij′ ∈ [0, 2π), αm′ik′ ∈ [0, 2π)为具有

方向的内角测量; pj′ , pk′ , pm′ ∈ R3为各投影点在全

局坐标系下的坐标.在与XY 平面垂直的Z方向上,
可以利用j、k、m的高度值建立如下两个角度线性约

束方程:

sgn(sinαjiZ)
pjZ − piZ

∥pjZ − piZ∥
=

sgn(sinαkiZ)
pkZ − piZ

∥pkZ − piZ∥
, (28)

sgn(sinαkiZ)
pkZ − piZ

∥pkZ − piZ∥
=

sgn(sinαmiZ)
pmZ − piZ

∥pmZ − piZ∥
, (29)

其中piZ、pjZ、pkZ、pmZ分别为节点i、j、k、m的Z轴

坐标,是标量.

X

Z

k

m

Y
i

j

m′

j′

k′

图 10 三维空间四面体内建立角度线性约束方程示意图

将式 (21)∼ (24)进行整理化简即可得到三维空
间下的角度线性约束方程形式[44],有

Aipi +Ajpj +Akpk +Ampm = 0, (30)

其中Ai、Aj、Ak、Am ∈ R6×3仅通过该元图的内角测

量即可计算获得.这里嵌入到该元图边上的权重 (嵌
入量)是实数矩阵.
同样地,将多智能体网络中所有元图构建的方程

(25)堆砌成矩阵形式即有矩阵方程 (6).基于该矩阵
线性方程,可以得到如下关于网络可定位性的代数和
拓扑条件.
定理13 [44] 对于假设2下的三维多智能体网络

Fp,假设p是一般化的,那么基于内角测量的多智能
体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ 2且方程 (6)和
(7)中定义的实数矩阵Dff是非奇异的.
文献[28]将假设2进一步弱化,得到假设3.
假设3 [28] 在每一个四面体结构内,至少有一个
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智能体坐标系的Z轴与全局坐标系Z轴具有共同的

指向.
在假设 3的条件下,建立角度线性约束方程的

方法与假设 2下的构建方法有所不同.在三维空间,
基于内角测量信息的多智能体网络的元图是四面

体.文献 [28]首先通过智能体的内角测量构建一个
相似四面体,该相似四面体由原四面体经过平移、缩
放以及绕Z轴旋转得到,因此可以通过内角值计算获
得一个特殊局部坐标系下的qi、qj、qk、qm坐标.基于
此,可以计算获得一组满足平移、缩放以及绕Z轴旋

转不变性的权重矩阵Bi、Bj、Bk、Bm.由于其不变性
特性,该权重系数同样满足全局坐标系下的线性约束
方程,即

Bipi +Bjpj +Bkpk +Bmpm = 0. (31)

定理14 [28] 对于假设3下的三维多智能体网络
Fp,假设p是一般化的,那么基于内角测量的多智能
体网络Fp可线性定位,当且仅当na ⩾ 2且由式 (26)
导出的方程 (6)和 (7)中定义的实数矩阵Dff是非奇

异的.
注 4 文献 [43]基于内角测量应用二次规划

优化方法处理了内角测量存在误差的情况.文献
[27,29]对测量误差情况下的位置估计误差进行了分
析.

2.2 节点可定位性

由前文探讨的网络可定位性结果可知何种条件

下整个多智能体网络是可以协同定位的,以及何种条
件下整个多智能体网络是不可以协同定位的.这些
结果只是给出了是与否的结论,但是当一个多智能体
网络不满足网络定位条件 (即整个网络不可以协同
定位)时,并不意味着该网络中的所有节点都不可以
被定位.换言之,其中存在可定位的节点,也一定存在
不可被定位的节点,但是由上述结果无法知道哪些节
点可以定位、哪些节点不可以被定位.同时注意到,当
一个多智能体网络中存在一个或多个不可以被定位

的节点时,强行运行协同定位算法会导致整个网络中
所有节点的定位结果都会由于不可定位节点的存在

而出现偏差.
本节引入重要概念—–节点可定位性[45-46].节

点可定位性探讨多智能体网络每个节点是否可以

被定位的基本能力.事实上,网络定位可以看作是节
点可定位问题中所有节点都可定位的一种特殊情

况.因此,多智能体网络的节点可定位性问题是更一
般化的问题[47-48].
对于多智能体节点可定位性问题,文献 [43]基于

内角测量进行了研究,并首先给出了节点可定位性的

充分必要条件.值得指出的是,文献 [43]提出的节点
可定位性判定方法和核心思想也可以一般性地应用

到基于距离、方位角、相对位置等多种测量类型.下
面介绍由文献[43]提出的判定节点可定位性的方法.
在二维空间中,当方位角或内角可测时,文献

[43]基于复数重心坐标,通过构建三角形元图的相似
框架得到 i、j、k三个节点间的线性约束方程 (14).按
照1.4节线性方法的定位步骤,可以得到矩阵Dff =

MH
f Mf ∈ Cnf×nf ,其元素由复数组成, H代表共轭转
置.定义ei ∈ Rnf为Rnf的一个自然基向量,其只有
第 i个元素为1,其余元素均为0.有以下关于节点可
定位性的结果.

定理15 [43] 对于二维多智能体网络Fp,假设p

是一般化的,那么节点 i是可线性定位的当且仅当

ei ⊥ Ker(Dff ).
定理15中Ker(Dff )代表矩阵Dff的核,其是由

所有满足线性方程Dffx = 0的解组成的集合,也称
为矩阵Dff零空间.当方程组Dffx = 0只有0解时,
矩阵Dff是满秩的,此时多智能体网络的线性约束方
程存在唯一解.因此,当零空间中任一向量的第 i项

出现非零项时,所对应的多智能体网络第 i个节点是

不可定位的.
注意到文献 [43]不但给出了内角测量下节点可

定位性的充要条件,还给出了检验该条件的分布式迭
代算法,其仅依赖于节点的方位角或内角测量以及节
点间的通信,最后通过共轭残差法进行迭代求解完成
定位目标.

3 多智能体网络定位的线性分布式算法

多智能体网络协同定位算法用于确定节点在全

局坐标系下的坐标位置,是多智能体网络定位的关
键.除了基于不同的测量类型进行分类外,多智能体
网络定位算法还可以根据进行计算的方式分为集中

式与分布式两类,根据构建约束方程的不同类型分为
线性与非线性.本节主要介绍多智能体网络协同定
位的线性分布式算法.

3.1 距离测量

在二维和三维空间中,获得距离测量线性约束方
程 (13)后,通过对目标函数求梯度获得连续线性定位
算法 (8),进而得到离散定位算法 (9)和 (10).假设感知
图与通信图相同,且均为无向图,节点通过与元图中
邻居节点之间进行距离测量并计算嵌入量,即节点相
对于邻居节点的重心坐标,再与邻居节点间通过通信
交互位置估计值及重心坐标与位置估计值的乘积对

节点位置进行迭代更新.
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为了能够更加直观地体现节点间的信息分布式

交互,文献 [36]为每个节点引入辅助变量 ζ
(r)
i ∈ Rd

并考虑由交换辅助变量引起的单步延迟,其中 r =

1, 2, . . . , ri表示节点 i所在的第r个元图∆(r), ri为多
智能体网络中包含节点 i的元图的个数.基于距离测
量的单个节点线性迭代算法可以表示为

ζ
(r)
i [k + 1] =

∑
j∈Ni∩∆(r)

a
(r)
ij (p̂j [k]− p̂i[k]),

r = 1, 2, . . . , ri;

p̂i[k + 1] =

p̂i[k]− ϵ
∑
r

( ∑
j∈Ni∩∆(r)

a
(r)
ji ζ

(r)
j [k]− ζ

(r)
i [k]

)
.

(32)

其中: a(r)ij 为节点 i第r个元图∆(r)中节点 i相对于邻

居节点 j的重心坐标,可以由节点 i基于与邻居节点

间的距离测量通过局部计算获得, a(r)ji ζ
(r)
j 可以由邻

居节点经过局部计算后通过通信传递给节点 i以对

估计位置进行线性迭代.为保证线性定位算法 (27)
的收敛性, ϵ应满足0 < ϵ <

1

λmax(Dff )
[36].

以上介绍了基于所有元图的线性约束构成方程

组的线性定位算法.文献 [21]将每个节点关于包含
自身节点的所有元图的线性约束方程通过线性组合

构成方程组,所获得的方程数恰好等于未知变量的个
数.文献 [21]给出了每个节点两步线性迭代定位算
法,其分布式实现如下:

ζi[2k + 1] =
∑
j∈Ni

āij(p̂j [2k]− p̂i[2k]),

p̂i[2k + 2] =

pi[2k]− ϵ
( ∑

j∈Ni

ājiζj [2k + 1]− ζi[2k + 1]
)
,

(33)

其中 āij 为对所有元图产生的线性约束方程经过

线性组合后获得的节点 i关于邻居节点 j的重心坐

标, ājiζj可以由邻居节点经过局部计算后通过通信
传递给节点 i.为保证线性定位算法 (28)的收敛性, ϵ
应满足

0 < ϵ <
2

λmax(Dff )
.

当

ϵ =
2

λmax(Dff ) + λmin(Dff )

时,定位算法实现最快的收敛速度[21].

3.2 方位角测量

在二维和三维空间中,分别基于复数重心坐标和
实数重心坐标得到方位角测量线性约束方程 (15)和

(16)后,按照1.4节中线性方法的定位步骤,同样可以
得到连续和离散线性定位算法 (8)∼ (10).假设感知
图与通信图均为无向图,节点 i通过与邻居节点 j的

信息交互可以在局部坐标系Σi中获取表示方位角测

量信息的单位向量 biij .同样地,节点 j也可以在局部

坐标系Σj中获取单位向量bjji.由此可以计算局部坐
标系的相对方向,再通过与邻居节点测量及通信局部
计算复数权重,最后进行位置估计.
建立方位角测量线性约束方程 (15)和 (16)后,无

论是实数还是复数,其约束方程的形式与基于距离
测量获得的线性约束方程是一致的.因此,式 (27)和
(28)两种分布式迭代计算方式同样适用于基于方位
角测量的线性定位求解.唯一需要注意的是:当在复
数域进行计算时,转置操作需要用共轭转置来代替.

3.3 相对位置测量

同样地,通过相对位置线性方程 (18)可以得到连
续定位算法 (8)和离散定位算法 (9)、(10).在二维空
间中,式 (27)和 (28)的两种分布式迭代计算方式同样
适用于基于相对位置测量的线性定位求解.其中需
要注意相对位置测量下的aij计算方法不同,参见第
2.1.3节.

3.4 内角测量

在二维空间中得到内角线性约束方程 (20),或者
在三维空间中得到内角线性约束方程 (25)(或 (26))
后,按照梯度法进行设计可以得到线性定位算法
(8).根据文献 [27],该分布式定位算法 (8)在每个节点
的分量形式可以表示为

˙̂pi(t) =

−
∑

r=1,2,...,ri

(A
(r)
i )Tf

(r)
i (p̂i(t), p̂j(t)|j∈Ni∩∆(r)). (34)

其中∆(r)为包含节点 i的第 r个元图,共有 ri个 (这
里要注意的是将由相同节点不同顺序构成的元图认

为是不一样的元图), f (r)
i (p̂i(t), p̂j(t)|j∈Ni∩∆(r))为二

维空间情形方程 (20)或者三维空间情形方程 (25)(或
(26))的等式左边表达式,A(r)

i 为对应的权重系数矩

阵.
同理,对连续时间定位算法 (29)进行离散化设计

可以得到离散时间、基于内角测量信息的分布式线

性定位算法为

p̂i[k + 1] =

p̂i[k]−
∑

r=1,...,ri

(A
(r)
i )Tf

(r)
i (p̂i(t), p̂j(t)|j∈Ni∩∆(r)),

(35)

其中ϵ > 0可以理解为采样周期.为保证式 (30)的收
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敛性,需满足ϵ <
2

λmax(Dff )
[27].

不同于周期采样下的离散定位算法 (30),文献
[28]进一步探讨了非周期采样下的连续定位算法

∀ t ∈ [tk, tk+1),

˙̂pf (t) = −Dff p̂f (tk)−Dfapa, (36)

以及非周期采样下联合通信图的连续定位算法

∀ t ∈ [tk, tk+1),

˙̂pf (t) = −Dtk
ff p̂f (tk)−D

tk−1

ff p̂f (tk−1)−Dfapa.

(37)

其中:Dtk
ff为Dff在 t = tk时刻下节点间具有联通

关系的部分,联合通信图的条件满足Dtk
ff + D

tk−1

ff =

Dff .

4 待解决问题和未来研究方向

本节讨论分布式多智能体网络定位研究中尚未

完全解决的问题并总结未来主要的研究方向.

4.1 多智能体网络线性定位的遗留未解决问题

根据上述4种测量类型下多智能体网络线性定
位理论和分布式算法综述,多智能体网络协同定位中
尚未解决的问题主要包括以下3个方面,具体叙述如
下.

4.1.1 网络可定位性

关于网络可定位性的结果大多基于双向感知图、

通信图以及时不变的网络,在实际系统中,一方面感
知图和通信图可能都是单向的且可能会是时变的,另
一方面由于传感器和通信设备能力的不同会使得感

知图与通信图不一致.在这些情形下,仍然有许多还
没有明确的网络可定位性结论.更重要的是,目前针
对不同类型的测量信息,获得的网络可定位性条件往
往基于相应的线性方法,然而这种线性方法所得到的
条件与基于非线性测量的网络拓扑所要求的条件之

间可能存在一些差异,这种差异的本质及具体程度仍
值得深入研究和探索.
4.1.2 节点可定位性

目前已有的关于节点可定位性研究结果主要集

中在距离和角度测量下的节点可定位性条件,且大多
数方法均采用集中式的方式.因此,在相对位置、方位
角测量以及混合类型测量下,分别基于有向测量图和
有向通讯图的节点可定位性条件方面仍有待深入探

究.并且,为了实现更为有效的节点可定位性验证,如
何设计分布式的方法对可定位性条件进行验证也需

要进一步研究.

4.1.3 分布式定位算法

在多智能体网络本质非线性测量可定位条件下,
是否存在线性的分布式定位算法可以进行求解并非

必然.若无法确保这种必然性,则在协同定位过程中
需要深入探讨如何在线地以分布式的方式增加感知

或通信信息,以确保分布式定位算法的存在性.此外,
在分布式线性定位算法设计中,如何提高算法的收敛
速度,如何在实际测量存在噪音的情境下保持算法的
鲁棒性以及如何设计算法以处理通信延迟和数据包

丢失等情况,都是需要深入研究和解决的难题.

4.2 多智能体网络线性定位的未来研究方向

除多智能体网络线性定位本身尚未解决的问题

需要进一步研究外,其核心思想和方法还可以扩展到
多个领域.为了更清晰地探讨这一点,本文总结了未
来多智能体网络线性定位可能拓展的研究方向如下.
4.2.1 移动多智能体网络的协同定位问题

本文综述的结果均属于静态多智能体网络的定

位,在有些应用场景中智能体节点是动态移动而不再
是静止不动的,这些情况下的多智能体网络也将是动
态变化的.比如在工厂里,当通过协同定位方式获得
工作人员、车辆等的位置时,其所对应的智能体坐标
位置是动态变化的而且多智能体网络拓扑也是动态

变化的.显然,这些动态变化特性也许不能提前知道,
但往往智能体的动力学状态模型可以基于机理方式

获得.因此,针对移动多智能体网络,结合分布式动态
估计理论实现动态系统的协同实时定位是一个重要

的研究方向.
4.2.2 多智能体网络线性定位扩展到同步定位与建

图(SLAM)
近年来,机器人同步定位与建图 (simultaneous

localization and mapping, SLAM)受到学术界的广泛
关注,并在工业界得到了实际应用.值得注意的是,
大多数SLAM方法是基于非线性滤波和非线性优化
技术实现的,因此存在局限性,例如对运动模型的依
赖性、非线性导致的局部最优性和初始化困难等

问题.由于移动机器人的SLAM问题与多智能体分
布式定位存在密切的本质联系,如何从图的角度出
发,借鉴多智能体线性定位理论的优势将其扩展到
SLAM问题是非常有研究价值的方向.这将有助于
克服SLAM方法中存在的一些限制,并提供更有效、
鲁棒的机器人定位与建图解决方案,为SLAM问题
的解决提供新的思路.进一步地,可以考虑应用线性
方法多机 SLAM问题,令 SLAM技术得到进一步提
升.然而,在移动机器人的SLAM问题中,被定位的是
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环境的特征点与机器人之间的相对位置,显然,特征
点不具有主动测量与通信功能.与此不同,在多智能
体网络的分布式定位中,每个节点可以进行局部测量
并与邻居节点进行通信.这也构成了二者之间的主
要区别.因此,在将多智能体网络线性定位方法应用
到SLAM求解的实现过程中,仍存在一些难点和关键
性技术亟需取得突破.
4.2.3 同步定位与编队运动控制

多智能体编队控制旨在通过智能体已有的测量

量,设计分布式控制器令智能体形成事先设定好的期
望几何构型.编队控制也常常被称为多智能体分布
式协同定位的对偶问题.注意到当多智能体网络的
测量量仅为距离、方位角或内角时,目前提出的非
线性编队控制算法大多仅能保证编队构型的局部

收敛或存在收敛误差[49],少量能保证几乎全局收
敛[50-51].此外,这些控制器的结构具有较大的差异，因
此需要研究一种可以同步定位与编队运动控制的思

路,其可以将非线性测量通过定位算法得到位置信息
并实时在线地用于编队控制,所设计的控制结构可以
适用于不同的测量类型.
4.2.4 同步定位与时钟一致问题

针对一些多智能体网络[52],考虑到智能体间的
距离测量是基于时间差原理计算获得的,但注意到
实际多智能体网络中的智能体携带的时钟存在差

异,因此不同步的时钟必然导致协同定位结果的不准
确.针对多智能体间时钟的非同步情况,如何根据已
有的通信资源、计算资源、测量资源进行时钟同步与

协同定位的一体化设计和分析是值得深入研究的重

要方向.

5 结 䈝

本文主要围绕实数重心坐标、复数重心坐标和

矩阵系数权重对多智能体网络协同定位的线性理论

和分布式线性方法做了较为全面的综述.首先概括
了多智能体网络线性方法的核心思想及相对于非线

性方法的优势,其关键在于将直接的非线性测量方程
通过多智能体网络中元图内部的局部信息交换和计

算构建线性约束方程;其次,从不同类型的测量量出
发,包括距离测量、方位角、相对位置、内角,介绍了多
智能体网络协同定位的网络可定位性代数条件、拓

扑条件以及节点可定位性的代数条件;然后,在解答
了多智能体网络在不同类型测量信息下可定位这一

根本性问题后,给出分布式线性定位算法的介绍和实
现方法;最后,基于多智能体网络协同定位的线性理
论和方法,讨论了未来需要进一步深入研究的问题以

及未来极为重要的几个研究方向.
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