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摘 要: 针对差分进化算法在解决大规模多目标优化问题时,出现优化后期多样性不足、收敛速度慢等问题,提出
一种多群多策略差分大规模多目标优化算法.根据个体特性不同,将种群分为3个等级不同的子群,利用多群策略
的优势维持种群多样性.为减少种群陷入局部最优的概率,在不同等级的子群中引入多个变异策略以较好地平衡
子群个体的多样性和收敛性.为保证不同子群间信息得到有效交换,根据3个子群的进化状态确定重新分群时机,
既保证个体在本群内得到充分进化,又保证个体在一定的条件下进行信息交换.为利用更多的信息生成优秀的子
代,将更新后的子群与其父代子群合并,选出下一代子群.为验证所提出算法的有效性,在一组大规模基准测试问
题上评估算法的性能,实验结果表明,所提出算法在两个常用测试指标 IGD和HV上明显优于其他对比算法.
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Abstract: In the middle or late evolutionary stage of large-scale multi-objective optimization problems (LSMOPs), the
differential evolution (DE) algorithm has problems such as diversity shortage and slow convergence. A large-scale multi-
objective optimization based on multi-population and multi-strategy differential evolution (LMOMMDE) is proposed.
According to the characteristics of individuals in the population, the population is divided into three subpopulations with
different levels, and the advantages of the multi-population strategy are used to maintain the diversity of the population.
To reduce the probability that the population will fall into local optimum, multiple mutation strategies are introduced
for subpopulations on different levels, this operation better balances the diversity and convergence of individual in
subpopulations. To ensure the effective exchange of information among different subpopulations, this paper determines
the timing of regrouping according to the evolutionary status of the three subpopulations, the individual can fully evolve
within the population, and the individual can effectively exchange information under certain conditions. To use more
information to generate excellent offspring, the updated subpopulations and their parent subpopulations are combined
and generate the next generation subpopulations. To verify the effectiveness of the LMOMMDE, the performance of this
algorithm is evaluated on a set of large-scale benchmark problems. The experimental results show that LMOMMDE is
significantly better than the comparison algorithms in the two commonly used test indicators IGD and HV.
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0 引 䀰

多目标优化问题 (multi-objective optimization
problems, MOPs)广泛存在于实际应用中[1-3].为利
用进化算法 (evolutionary algorithms, EAs)实现多目
标问题优化,研究人员提出了大量的多目标优化
进化算法 (multi-objective optimization evolutionary
algorithms, MOEAs),如基于指标的MOEA[4]、基于

分解的MOEA[5]和基于帕累托的MOEA[6]等.但随
着决策变量数量的增加,搜索空间呈指数增长,用
MOEAs来处理高维的多目标问题时,算法性能会急
剧下降.为解决大规模多目标优化问题 (large-scale
multi-objective optimization problems, LSMOPs),近些
年,人们从不同的方向提出了一些解决LSMOPs的方
法,到目前为止,这些算法大体可分为4种类型.

第 1类是基于协同进化 (cooperative coevolu-
tion, CC)方法.该方法主要将高维决策变量划分为若
干组,并优化每组决策变量.最典型的算法是基于广
义差分的协同进化算法(CCGDE3)[7].首先,种群被分
解为几个独立的子群,每个子群中高维决策变量被随
机划分为几个数量相等的变量组;然后,通过广义差
分进化算法 (GDE3)[8]对每组决策变量进行优化.这
种随机变量分组的方法虽然操作简单,但具有一定的
盲目性,算法的收敛速度受到一定的影响.
第 2类是基于决策变量分析方法.该类方法主

要将LSMOP分解为多个简单的MOPs.代表性算法
有基于决策变量分析的多目标优化算法 (MOEA/
DVA)[9]和基于决策变量聚类的大规模多目标优化算

法 (LMEA)[10]. MOEA/DVA算法将决策变量划分为
距离变量、位置变量和混合变量,再将距离变量分
成若干组进行优化,以提高种群的收敛性;然后,优化
所有变量以提高种群的收敛精度. LMEA算法则使
用聚类方法将决策变量分为收敛性相关变量和多样

性相关变量,并对其分别使用不同优化策略.之后,文
献 [11]提出了可扩展小种群的协方差自适应进化算
法 (S3-CMA-ES),该算法是在MOEA/DVA基础上利
用协方差矩阵自适应策略对距离变量再次划分,从提
高变量的划分精度上改善算法的性能,但对于变量之
间存在相关性且难以划分的问题,会出现变量分类不
够准确,算法的运算量也会增大.
第 3类是基于问题转换的方法.这类方法将

LSMOP转换成小规模的MOP,缩小了决策空间的
搜索范围.文献 [12]提出一种加权优化框架 (WOF),
文献 [13]提出一种基于问题重构的大规模框架
(LSMOF). WOF算法将决策变量分成若干组并为

每组分配一个权重,将权重视为待优化的变量,将
LSMOP转换为小规模的MOP,从而降低计算量,但
该方法无法对同组的不同决策变量施加不同的操

作; LSMOF则是在决策空间中获取一组参考方向向
量,并与一组权重变量相关联,使个体沿着参考方
向搜索优秀解.此类方法利用权重变量重构决策空
间,使决策变量维度得到有效降低,节省大量计算时
间.但问题的重构,损失了部分决策变量信息,算法的
收敛精度难以得到保证.
第 4类是基于高效搜索方法.主要是设计高效

的子代生成方法来改善算法性能.文献 [14]提出一
种求解LSMOP的自适应后代生成算法 (DGEA).首
先,利用非支配排序和参考向量选出两组侧重收敛
性和多样性的预选解集;然后,利用预选解集构造
方向向量来产生优秀后代.但当决策空间信息相
似时, DGEA算法将难以逃离局部最优.在竞争群
算法 (CSO)[15]中,竞争机制将种群分成失败者和成
功者,且失败者会向成功者学习.在此基础上,文献
[16]提出了基于竞争群的大规模多目标优化算法
(LMOCSO),为加快收敛速度, LMOCSO在位置更新
策略中添加了加速度.这类算法中,每代仅对失败者
进行更新,成功者未得到合理的引导,影响算法逃离
局部最优的能力.
差分进化 (differential evolution, DE)[17]常用于解

决LSMOPs,例如: CCGDE3[7]和S3-CMA-ES[11],这两
种算法性能的好坏主要受决策变量分组的准确率影

响.此外,这两种方法中,单一的变异策略导致算法
收敛速度慢且跳出局部最优需要消耗大量函数评

估.本文利用DE算法具有多种变异算子的优点,针
对LSMOP,提出一种基于多种群多策略的差分大规
模多目标优化算法 (LMOMMDE).通过分群策略提
高种群的多样性,采用多种变异策略来弥补单一变
异策略的不足.最后,在LSMOP测试函数上验证了
LMOMMDE算法的有效性.本文的主要贡献如下:

1) 提出一种等级分群策略.通过结合快速非支
配排序和转移密度估计方法,快速评估个体的优劣程
度并将种群分成3个等级的子群,且每个子群具备不
同的搜索能力.

2) 提出多变异策略.每个子群分配多个策略,通
过构造子群之间的差分向量来实现个体更新,同时每
个子群以一定概率独自进化以维持子群之间的信息

差,降低种群陷入局部最优的概率.
3)为实现不同子群间信息的有效交换,同时保证

每个子群充分进化,本文根据多个子群的状态设置重
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新分组的条件.

1 相关工作

1.1 大规模多目标优化问题描述

一个具有M个目标函数和D维决策变量的多目

标优化问题MOPs的数学描述如下:

minF (X) = (f1(X), f2(X), . . . , fM (X));

s.t. X = (x1, x2, . . . , xD) ∈ RD. (1)

其中:X是个体的位置向量, fM (X)是个体的第M个

目标值.当D ⩾ 100,M ⩾ 2时,则为大规模多目标优
化问题(LSMOPs).

1.2 差分进化算法

差分进化 (DE)[17]要经过群体初始化、个体位置

更新(变异和交叉)、选择等过程,具体如下.
1.2.1 种群初始化

假设当前种群规模大小为N ,目标和决策变量维
度分别为M和D,则第i个个体初始化为

Xi = Xmin + rand[0, 1]× (Xmax −Xmin), (2)

其中Xmax和Xmin分别是决策变量的最大值和最小

值.
1.2.2 变异算子

常用的DE变异策略如下 (其他变异策略参考文
献[18-19]):

DE/rand/1 : Vi = Xr1 + F × (Xr2 −Xr3). (3)

其中:Vi是个体变异后的位置向量,Xr1、Xr2、Xr3分

别是个体r1、r2和r3的位置向量,F是缩放因子.
1.2.3 交叉算子

交叉算子主要采用二项式交叉,具体公式如下:

ui,j =

vi,j , rand(0, 1) ⩽ Cr or j = jrand;

xi,j , otherwise.
(4)

其中: Cr是交叉因子;Ui = [ui,1, ui,2, . . . , ui,D]是交

叉操作后新生成个体的决策向量, i = 1, 2, . . . , N,

j = 1, 2, . . . , D; jrand是 [1, D]的随机整数.
1.2.4 选择算子

选择算子的主要作用是选出下一代个体,具体公
式如下:

Xi =

Ui, f(Ui) < f(Xi);

Xi, otherwise.
(5)

其中f(Ui)和f(Xi)分别为Ui和Xi的适应度值.

2 多群多策略差分优化算法

DE算法虽然在解决一些低维的多目标优化算
法中发挥了较好的作用,但在求解大规模优化问

题时, DE的结果并不理想.本文从平衡算法的多样
性和收敛性出发,设计一种多群多策略大规模多
目标差分算法 (LMOMMDE).与问题转换算法相比,
LMOMMDE算法不损失问题原始信息,有利于提升
解的精度.与变量相关性分析方法相比, LMOMMDE
算法直接对决策变量进行优化,无需分析变量间的关
系,节省变量分析所需的计算量.

2.1 分群策略

在LMOMMDE算法中,多群策略的引入旨在维
持种群个体之间的差异,提高种群的多样性,降低差
分向量趋向于0的概率.通常,子群数量太多可能会
导致分群过程计算复杂度上升,数量太少又不利于
维持种群多样性.目前,大多数多群大规模差分改进
算法中,子群数量一般设置为3或4个.由于本文采用
快速非支配排序方法,若根据个体特性进行分群,则
后期会因为支配关系的减弱,可能导致大部分个体集
中于优秀群,而其他子群个体数量很少,不利于维护
子群的多样性.不失一般性, LMOMMDE算法采用
操作简单的均等划分方法来维持每个子群的个体数

量.为此,根据个体的优秀程度,将种群平均划分为3
个子群,分别为:优秀群、一般群、较差群.
传统采用基于拥挤度的快速非支配排序方法[20]

重点关注个体多样性;而在LMOMMDE算法中,采
用转移密度估计 (shift-based density estimation, SDE)
策略[21],同时考虑个体的收敛性和多样性,提出基于
SDE策略的快速非支配排序方法,对个体进行等级排
序并分群.分群过程如图1所示.
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图 1 分群策略示例

首先,对种群大小为N的种群 Pop进行快速非
支配排序,得到种群 Pop在目标空间中不同级非支
配解集.如图 1所示,假设种群 Pop获得n级Rank1、

Rank2、 . . .、Rankn−1和Rankn的非支配解集,其
中Ranki级为第 i级的非支配解集,各级个体的优秀
程度从Rank1到Rankn级依次递减.假设某次分群
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过程中, Rank1和Rank2级个体的数量和小于N/3,
但加上Rank3级个体数量则大于N/3; Rankn级个体

数量也小于N/3,但加上Rankn−1级个体数量则大

于N/3;于是对Rank3 ∼ Rankn−1级中的个体采用

SDE策略来获取其优秀程度值并进行降序排序.从
Rank3级的个体中选择部分前排个体与Rank1和

Rank2中的个体构建优秀子群Pop1,直至Pop1子群

个体数量达到N/3.对Rankn−1级的个体同样进行

排序,选择排名靠后的部分个体与Rankn中的个体

构建较差群Pop3.剩余个体组成一般子群Pop2.计
算个体的SDE适应度值公式如下:

Fit(pi,Pop) =

min
pi∈Pop

(Fit(d(pi, p1), . . . , d(pi, pN ))), (6)

d(pi, pn) =

√√√√ M∑
j=1

(max {0, fj(pi)− fj(pn)})2. (7)

其中: pi和pn分别是当代种群Pop中第 i个和第n个

个体, i, n ⩽ N .

2.2 变异策略

DE算法有 6种常用的变异策略,不同变异策略
有不同的优势.针对不同性质的个体使用不同的变
异策略,有利于充分发挥不同变异策略的优势,提升
算法的整体性能.本文为平衡子群的收敛性与多样
性,采用多变异策略,具体方法如下.
优秀子群Pop1收敛性强于子群Pop2和Pop3,但

是,随着进化代数的增加,该子群易因多样性缺失而
出现局部最优.因此,对于子群Pop1中的一部分个

体 (当 rand(0, 1) ⩽ Tr时),采用有利于多样性的变异
策略“DE/rand/1”;从种群Pop (Pop1

∪
Pop2

∪
Pop3)

中随机选择个体构建方差向量,以增大子群Pop1的

搜索范围,进而增强子群Pop1的全局搜索能力.对于
剩下的个体,采用局部勘察能力强的“DE/current-to-
best/1”变异策略,以提升子群的收敛精度,变异策略
公式如下:

当rand(0, 1) ⩽ Tr时

Vi,Pop1
= Xi,Pop1

+ F1 × (Xr11,Pop −Xr12,Pop); (8)

否则

Vi,Pop1
= Xi,Pop1

+ F1 × (Xbest,Pop1
−Xi,Pop1

)+

F1 × (Xr13,Pop1
−Xr14,Pop1

). (9)

其中:Xr11,Pop和Xr12,Pop表示分别从种群 Pop中选
择的两个随机个体的位置向量,Xi,Pop1

和Xbest,Pop1

分别表示子群Pop1的第 i个体的位置和当前子群

最优个体的位置,Xr13,Pop1
和Xr14,Pop1

表示分别从

种群Pop中选择的两个随机个体的位置, r11和r12是

[0, N ]范围内的随机整数, r13和r14是 [0, N/3]范围内

的随机整数, Tr是概率阈值,F1是子群Pop1的缩放因

子.
子群 Pop2的个体具有一定的多样性和收敛

性,为了加强子群的收敛速度,同时维持子群的局
部探测能力.本文设计一种改进的变异策略.当
rand(0, 1) ⩽ Tr时,利用Pop1的个体引导Pop2的部

分个体进行变异,提高子群的收敛速度;子群Pop2的

其他个体采用“DE/current-to-best/1”变异策略进行局
部探测,以提升子群的收敛精度.由于按照个体优劣
排序, Pop3中的个体一般劣于Pop2的个体, Pop2个

体更新主要利用Pop1和Pop2的个体信息,以保证子
群Pop2具有一定的收敛速度.子群Pop2的变异策略

如下所示:
当rand(0, 1) ⩽ Tr时

Vi,Pop2
= Xi,Pop2

+ F2 × (Xr21,Pop1
−Xi,Pop2

);

(10)

否则

Vi,Pop2
= Xi,Pop2

+ F2 × (Xbest,Pop2
−Xi,Pop2

)+

F2 × (Xr22,Pop2
−Xr23,Pop2

). (11)

其中:Xr21,Pop1
为从 Pop1中随机选择的一个个体

的位置,Xbest,Pop22
为子群 Pop2 的最优个体的位

置,Xr22,Pop2
和Xr23,Pop2

表示分别从种群Pop2中选

择的两个随机个体的位置, r21、r22和r23是 [0, N/3]

范围内的随机整数,F2是子群Pop2的缩放因子.
较差子群Pop3中个体多样性较好但收敛性较

差,为了提高种群的收敛精度且不易陷入局部最优,
当 rand(0, 1) ⩽ Tr时, Pop3分别从 Pop1和 Pop2

中随机选择个体构造两个差分向量,部分个体利用
Pop1和Pop2的信息引导个体进化,提升收敛速度.
同样, Pop3需要维持自身多样性和提升其收敛性,
Pop3 采用与 Pop1 和 Pop2 相同的“DE/current-to-
best/1”变异策略来更新部分个体,平衡子群的多样性
与收敛性.具体操作如下所示:
当rand(0, 1) ⩽ Tr时

Vi,Pop3
= Xi,Pop3

+ F3 × (Xr31,Pop1
−Xi,Pop3

)+

F3 × (Xr32,Pop2
−Xi,Pop3

); (12)

否则

Vi,Pop3
= Xi,Pop3

+ F3 × (Xbest,Pop3
−Xi,Pop3

)+

F3 × (Xr33,Pop3
−Xr34,Pop3

). (13)

其中:Xr31,Pop1
和Xr32,Pop2

分别表示从子群Pop1和
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Pop2中随机选择两个个体的位置,Xbest,Pop3
为子群

Pop3的最优个体的位置,Xr33,Pop3
和Xr34,Pop3

分别

表示从子群Pop3中随机选择两个个体的位置, r31、
r32、r33和r34是 [0, N/3]范围内的随机整数,F3是子

群Pop3的缩放因子.各子群的交叉操作与基本的DE
方法相同,此处不再赘述.

2.3 环境选择

如图2所示,为构建下一代子群, LMOMMDE算
法采用基于 SDE的快速排序方法.首先,每个子群

通过其相应的变异和交叉策略产生新个体解集

PopNi(i = 1, 2, 3);然后,将每个子群的父代与新个
体解集合并,进而利用快速非支配排序方法对子群中
的个体进行分级.如果排在第1级的非支配解集的个
体数量不满足子群个体数量的要求,则采用SDE策
略对其下一级的非支配解集进行排序,选择部分排在
前面的个体与上级个体共同构建满足子群个体数量

的下一代子群;剩下的个体自然淘汰.

!"#$%

&'()
Pop Ni

Pop i

*+

Rank1

,-

./N/3

0123

456

78

.
.
.

Rank 2

Rank
n

Rank1

.
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Rank 2

Rank
n

Rank
n

Pop Ni

Pop i

图 2 选择策略示例

2.4 重新分群条件

通常,在多群优化算法中,频繁分群会导致子群
的个体得不到充分进化且增加算法的运算量.为此,
在LMOMMDE算法中,重新分群的条件设置为:若
子群Pop2

∪
PopN2或Pop3

∪
PopN3中第 1级非支

配解集数量超过设定数量Ns时,对种群进行重新分
群, Ns的较优值利用参数敏感性分析方法得到.设置
此条件的原因是,由于优秀群Pop1

∪
PopN1中的个

体相对较好,进行快速非支配排序时,第 1级的非支
配解集数量一般较多,如果将Pop1

∪
PopN1中非支

配解集数量作为重新分群的依据,则可能会导致种群
频繁分群,影响算法的性能.对于子群Pop2

∪
PopN2

或Pop3

∪
PopN3,第 1级的非支配解集数量超过某

一给定值时,可认为这两个子群有陷入局部最优的趋
势,此时选择重新分群,可改善子群的多样性,减少子
群陷入局部最优的概率.

2.5 算法时间复杂度分析

在本文中,假设种群大小为N ,目标数量为M ,决
策变量维数为D. LMOMMDE的初始化种群的复杂
度是O(DN).在每一次迭代过程中, LMOMMDE算
法由交叉、变异和环境选择方法构成. 3个子群的交
叉和变异的复杂度是O(DN),环境选择时间复杂度
是O((4(M + 1)N2)/3).此外,满足重新分群条件时,
需要将 3个子群合并并重新排序分群.重新分群
的时间复杂度是O((M + 1)N2).综上, LMOMMDE
算法中每次迭代的最小时间复杂度为 O(DN +

(4(M + 1)N2)/3); CCGDE3、LMEA、S3-CMA-ES、
WOF-NSGA-II和LMOCSO作为本文的对比算法,其

时间复杂度分别为O(DN + 3MN2)、O(M2N2)、

O(MN2 + D2)、O(DN + MN log(N) + MN2)和

O((3MN)/2 + DN + (M + 1)N2).由此可见,
LMOMMDE算法与 CCGDE3、 WOF-NSGA-II和
LMOCSO算法在时间复杂度方面相当.

3 仿真实验

3.1 实验环境和测试函数

本文对比算法包括: CCGDE3[7]、LMEA[10]、S3-
CMA-ES[11]、WOF-NSGA-II[12]和LMOCSO[16].这些
算法各有特点,代表目前对大规模多目标优化的不
同方向.为公平起见,所有算法在64位Windows11系
统独立运行20次,其中CPU为 Intel(R) Core(TM) i7-
10700/2.9 GHz,内存为32 GB.
本文选择基准测试函数LSMOP[22]来测试算法

的性能,具体的测试函数名称和特点如表1所示.目
标空间维度M分别取2和3,决策空间维度D分别取

100、200和500.

表 1 LSMOP测试函数特点

函数名称 PF形状 形态特点 目标函数可分性

LSMOP 1 线性 单峰 完全可分

LSMOP 2 线性 混合 部分可分

LSMOP 3 线性 多峰 混合

LSMOP 4 线性 混合 混合

LSMOP 5 凹形 单峰 完全可分

LSMOP 6 凹形 混合 部分可分

LSMOP 7 凹形 多峰 混合

LSMOP 8 凹形 混合 混合

LSMOP 9 不连续 混合 完全可分
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3.2 性能指标

本文采用反向世代距离 (IGD)[23] 和超体积

(HV)[24]指标来衡量算法的收敛性和多样性. IGD值
越小,表明算法获得的最终解集所组成的Pareto front
(PF)越靠近真实PF; HV值越大,表明算法的综合性
能越好.指标的计算公式如下:

IGD(S,Pop) =

|S|∑
i=1,si∈S

min d(si,Pop)

|S|
, (14)

HV =

N∪
j=1

{ δ
pj∈Pop

(pj , Z)}. (15)

其中:S是真实PF上的解集; Pop是最后一代种群; pj
是种群Pop的一个解;N是种群Pop的大小; δ是勒贝
格测度,用来测量个体 pj与参考点Z所形成的超立

方体的体积.

3.3 参数设置

在实验中,当测试函数的目标数M = 2时,种
群规模N取 300;目标数M = 3时,种群规模N取

496;D为决策变量的数量. CCGDE3和 S3-CMA-ES
的参数设置为文献 [7]和文献 [11]给出的建议值,其
他对比算法的参数值参考了文献 [16]的参数设置.
所有算法的参数设置如表2所示.

表 2 6种算法的具体参数值

算法 参数

CCGDE3 F = 0.5,Cr = 0.5

LMEA nPer = 5, nSel = 5, nCor = 6

S3-CMA-ES
m = 5, ∆ = 1e -6, RT = 400, λ = 20,
F = 0.5, Cr = 0.2

WOF-NSGA-II t1 = 1 000, t2 = 1 000, q = 2, γ = 3, δ = 0.7

LMOCSO α = 2

LMOMMDE Ns = 70, Tr = 0.4, F ∈ [0.3, 0.8], Cr = 0.05

LMEA、WOF-NSGA-II和LMOCSO使用多项式
变异策略,概率pm = 1/D,分布指数ηm = 20. LMEA
和WOF-NSGA-II使用二进制交叉策略,交叉概率
pc = 0.1,分布指数ηc = 20.

3.4 实验结果

表3和表4给出所有算法在2目标和3目标的测
试函数LMSOP下 IGD的平均值和方差值.其中:决

表 3 6种算法在2目标的基准测试函数LSMOP上的平均 IGD值

测试函数 D CCGDE3 LMEA S3-CMA-ES WOF-NSGA-II LMOCSO LMOMMDE

100 1.575 8e+0(1.57e-1)− 1.560 8e-2(1.64e-3)− 4.529 1e-1(1.03e-1)− 1.201 1e-1(2.98e-3)− 3.718 4e-3(1.83e-4)− 3.590 1e-3(1.49e-4)

LSMOP1 200 2.699 4e+0(1.06e-1)− 1.616 4e-2(2.12e-3)− 5.494 6e-1(1.92e-1)− 1.115 5e-1(4.41e-2)− 4.592 2e-3(1.09e-4)− 4.268 1e-3(1.27e-4)

500 3.383 6e+0(1.37e-1)− 2.332 0e-2(6.46e-4)− 6.345 5e-1(1.48e-1)− 1.340 8e-1(1.84e-2)− 1.523 9e-2(1.69e-3)− 5.828 9e-3(1.02e-4)

100 1.967 3e-1(1.44e-2)− 3.528 0e-2(8.92e-4)− 5.049 1e-2(1.44e-2)− 2.153 0e-2(1.76e-3)− 3.536 5e-2(2.22e-3)− 2.1423e-2(9.16e-3)

LSMOP2 200 1.328 3e-1(4.04e-3)− 3.637 5e-2(1.33e-3)− 1.856 1e-2(2.00e-3)+ 1.732 6e-2(5.38e-3)+ 2.749 2e-2(4.88e-3)− 2.536 1e-2(9.13e-3)

500 6.833 9e-2(1.45e-3)− 2.345 1e-2(1.14e-4)− 9.064 2e-3(1.60e-2)+ 9.645 7e-3(1.78e-3)+ 3.163 5e-2(1.33e-3)− 1.854 0e-2(8.53e-4)

100 9.968 2e+0(1.57e+0)− 9.301 5e-1(2.00e-1)+ 1.422 2e+0(2.91e-2)= 6.246 8e-1(1.04e-3)+ 7.057 9e-1(2.28e-3)+ 2.169 5e+0(6.10e-1)

LSMOP3 200 1.232 4e+1(1.09e+0)− 8.433 3e-1(6.17e-2)+ 1.997 2e+0(1.27e-1)= 9.389 8e-1(5.10e-1)+ 7.071 6e-1(5.49e-2)+ 3.281 6e+0(8.80e-1)

500 2.055 0e+1(1.69e-1)− 1.136 0e+0(1.22e-1)+ 2.101 6e+0(3.16e-1)= 1.375 7e+0(2.66e-1)= 7.342 5e-1(4.69e-2)+ 3.364 8e+0(1.34e+0)

100 2.577 8e-1(4.78e-2)− 1.084 6e-1(4.25e-3)− 3.796 7e-1(5.54e-3)− 3.598 3e-2(2.36e-2)− 2.888 8e-2(3.87e-4)− 2.530 5e-2(1.54e-3)

LSMOP4 200 1.813 0e-1(1.60e-2)− 5.945 3e-2(5.64e-3)− 2.075 4e-1(1.17e-2)− 3.523 7e-2(8.67e-3)− 1.874 4e-2(2.69e-4)− 1.776 0e-2(1.96e-4)

500 1.019 4e-1(1.23e-3)− 3.194 9e-2(4.95e-4)− 1.970 1e-1(2.48e-2)− 3.666 4e-2(2.98e-3)− 1.219 4e-2(4.38e-4)− 1.059 2e-2(3.91e-3)

100 4.557 3e+0(8.75e-1)− 5.083 7e-1(4.05e-1)− 7.421 8e-1(9.19e-6)− 4.420 5e-2(7.56e-3)− 4.159 7e-3(5.73e-4)+ 7.973 2e-3(1.56e-3)

LSMOP5 200 6.388 6e+0(1.14e-1)− 4.183 9e-1(2.49e-1)− 7.421 0e-1(3.86e-7)− 4.818 4e-2(8.43e-3)− 5.400 5e-3(5.89e-4)+ 8.820 3e-3(4.26e-4)

500 7.643 2e+0(1.55e-1)− 4.133 4e-1(1.31e-2)− 7.401 4e-1(5.49e-5)− 1.119 7e-1(5.61e-2)− 8.957 2e-3(7.66e-4)− 8.273 7e-3(8.57e-4)

100 1.114 3e+0(5.17e-2)− 5.463 9e-1(1.33e-1)− 7.472 4e-1(6.18e-4)− 4.448 5e-1(7.99e-2)− 7.436 3e-1(3.68e-4)− 3.940 3e-1(1.05e-1)

LSMOP6 200 9.194 3e-1(6.32e-3)− 4.963 6e-1(5.78e-2)− 7.439 7e-1(8.80e-5)− 4.346 9e-1(1.47e-1)− 7.643 2e-1(5.16e-4)− 4.320 7e-1(1.86e-2)

500 8.096 8e-1(3.17e-3)− 6.032 9e-1(1.78e-2)− 7.441 5e-1(9.06e-5)− 4.167 1e-1(6.48e-2)− 7.533 7e-1(1.76e-3)− 4.141 3e-1(2.12e-2)

100 3.361 5e+3(9.77e+2)− 1.329 9e+0(3.19e-2)= 4.318 7e+0(8.21e-2)= 7.976 5e-1(4.18e-2)+ 1.620 7e+0(5.12e-1)= 2.871 6e+0(9.70e-1)

LSMOP7 200 1.010 5e+4(1.99e+2)− 1.363 0e+0(1.07e-1)= 3.911 6e+0(3.15e-1)= 9.699 4e-1(1.38e-1)= 1.576 1e+0(2.64e-1)= 1.669 3e+0(2.15e-1)

500 2.365 7e+4(1.18e+4)− 1.448 8e+0(2.35e-2)= 3.994 3e+0(1.64e-1)= 1.409 2e+0(7.14e-2)= 1.612 7e+0(3.68e-1)= 2.430 9e+0(2.34e-1)

100 4.781 1e+0(1.44e+0)− 1.131 0e-1(1.21e-2)− 3.998 2e-1(3.68e-2)− 6.808 8e-2(7.46e-3)− 3.525 1e-2(4.59e-4)− 2.951 1e-2(9.96e-3)

LSMOP8 200 5.315 2e+0(8.43e-1)− 6.634 4e-2(3.41e-3)− 3.192 3e-1(7.01e-2)− 6.604 1e-2(1.48e-3)− 5.145 3e-2(5.48e-4)− 5.053 6e-2(4.90e-5)

500 5.945 4e+0(6.27e-1)− 4.477 4e-2(1.59e-4)− 3.061 7e-1(4.74e-2)− 6.094 1e-2(1.01e-2)− 2.513 4e-2(3.63e-4)+ 3.582 7e-2(8.15e-4)

100 7.611 7e+0(6.35e+0)− 4.645 6e-1(2.04e-1)− 6.672 5e-1(1.12e-2)− 8.100 4e-1(9.48e-4)− 2.072 3e-2(1.39e-3)+ 1.265 6e-1(3.69e-2)

LSMOP9 200 1.506 7e+1(5.46e+0)− 4.104 0e-1(1.88e-1)− 6.070 5e-1(4.38e-3)− 2.047 1e-1(2.64e-1)− 1.689 2e-1(5.19e-3)− 1.072 1e-1(1.32e-2)

500 1.550 4e+1(2.29e+0)− 4.951 5e-1(9.38e-3)− 6.446 7e-1(8.65e-3)− 6.481 1e-1(2.29e-1)− 1.069 8e-1(1.59e-2)+ 2.029 8e-1(3.65e-3)

+/ − / = 0/27/0 3/21/3 2/19/6 5/19/3 8/16/3 −

average score 5.888 9 3.222 2 4.592 6 2.777 8 2.407 4 2.111 1
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表 4 6种算法在3目标的基准测试函数LSMOP上的平均 IGD值

测试函数 D CCGDE3 LMEA S3-CMA-ES WOF-NSGA-II LMOCSO LMOMMDE

100 3.038 8e+0(6.68e-1)− 4.284 5e-2(2.73e-3)− 1.902 0e-1(2.64e-2)− 1.256 0e-1(5.25e-2)− 8.216 8e-2(2.55e-2)− 2.943 1e-2(3.07e-4)

LSMOP1 200 3.577 4e+0(1.70e+0)− 4.161 2e-2(1.82e-3)− 2.354 5e-1(1.03e-2)− 5.095 8e-2(1.46e-3)− 1.062 1e-1(3.21e-3)− 3.018 8e-2(2.86e-4)

500 6.830 5e+0(3.00e-1)− 4.516 3e-2(5.63e-3)+ 3.730 7e-1(9.52e-2)− 1.564 2e-1(5.52e-2)− 1.271 0e-1(3.27e-3)− 1.228 7e-1(5.04e-3)

100 1.983 1e-1(3.24e-5)− 4.675 7e-2(1.85e-3)+ 6.218 8e-2(9.79e-3)+ 1.003 4e-1(1.02e-3)− 7.721 2e-2(1.94e-3)− 6.585 0e-2(1.01e-2)

LSMOP2 200 1.226 8e-1(5.02e-4)− 4.273 6e-2(3.74e-4)+ 3.826 1e-2(8.12e-3)+ 4.978 3e-2(1.39e-3)− 5.721 2e-2(9.97e-4)+ 6.8314e-2(1.74e-3)

500 5.988 6e-2(6.49e-4)− 3.075 3e-2(4.98e-5)+ 3.128 1e-2(8.96e-2)+ 3.559 5e-2(2.02e-3)+ 3.167 5e-2(3.00e-4)+ 4.655 0e-2(8.63e-4)

100 9.779 9e+0(7.62e-1)− 8.444 6e-1(9.89e-2)+ 1.498 9e+0(3.46e-1)= 8.596 9e-1(1.41e-3)+ 7.736 1e-1(8.09e-2)+ 1.476 7e+0(3.66e-1)

LSMOP3 200 1.337 2e+1(1.17e+0)− 9.398 6e-1(1.03e-1)+ 3.391 0e+0(2.95e-1)= 7.722 8e-1(1.25e-1)+ 8.564 9e-1(7.32e-3)+ 1.293 9e+0(2.92e-1)

500 1.523 9e+1(1.70e+0)− 8.9281e-1(3.70e-3)+ 6.991 7e+0(2.16e-1)− 8.606 6e-1(2.94e-5)+ 8.607 2e-1(1.36e-16)+ 1.648 5e+0(1.39e-1)

100 5.313 2e-1(1.57e-2)− 1.322 1e-1(3.05e-3)− 3.590 2e-1(4.13e-2)− 1.244 3e-1(6.13e-3)− 1.3990e-1(6.29e-3)− 6.984 2e-2(5.72e-3)

LSMOP4 200 3.632 9e-1(1.96e-2)− 8.627 9e-2(4.26e-3)− 2.481 7e-1(9.75e-3)− 1.073 9e-1(1.11e-2)− 1.126 6e-1(2.37e-3)− 7.044 8e-2(1.86e-3)

500 1.969 7e-1(4.80e-3)− 4.680 5e-2(4.17e-4)+ 1.680 1e-1(8.29e-3)− 9.866 5e-2(3.74e-3)= 8.623 3e-2(1.65e-3)+ 9.8629e-2(1.12e-2)

100 3.622 8e+0(1.20e+0)− 2.676 3e+0(2.07e+0)− 9.459 3e-1(5.01e-7)− 3.510 7e-1(8.48e-3)− 2.057 5e-1(9.58e-2)− 4.926 4e-2(2.51e-3)

LSMOP5 200 4.856 2e+0(1.73e+0)− 6.057 8e+0(5.29e-1)− 8.960 0e-1(8.65e-2)− 3.572 7e-1(1.14e-4)− 2.717 3e-1(2.09e-2)− 5.130 5e-2(3.18e-3)

500 7.195 3e+0(3.74e-2)− 8.663 6e+0(1.68e-1)− 7.401 6e-1(7.24e-5)− 3.596 1e-1(3.25e-3)+ 5.0746e-1(2.22e-2)− 4.256 1e-1(2.52e-4)

100 7.911 8e+2(7.47e+0)− 1.136 0e+0(7.20e-2)− 2.612 1e+0(9.15e-1)− 8.762 6e-1(3.76e-2)− 9.6748e-1(8.02e-2)− 6.346 0e-1(1.36e-1)

LSMOP6 200 2.354 9e+3(4.89e+2)− 2.602 5e+2(4.48e+2)− 1.377 7e+0(1.77e-2)= 1.025 3e+0(7.54e-2)= 1.236 1e+0(9.66e-2)= 1.020 8e+0(7.86e-2)

500 5.020 8e+3(7.45e+2)− 6.547 6e+1(9.03e+1)− 1.147 1e+0(1.274-2)= 1.244 2e+0(2.36e-2)= 1.262 2e+0(1.19e-1)= 1.200 2e+0(3.21e-2)

100 1.997 1e+0(1.91e-1)− 2.273 8e+0(8.65e-1)− 9.535 6e-1(5.81e-4)− 7.400 2e-1(1.06e-3)+ 9.459 3e-1(7.65e-6)− 8.140 6e-1(2.74e-1)

LSMOP7 200 1.716 8e+0(1.13e-1)− 1.712 7e+0(2.41e-2)− 9.486 3e-1(2.14e-4)− 7.829 5e-1(1.24e-3)− 9.4012e-1(1.00e-2)− 7.521 2e-1(3.35e-2)

500 1.259 6e+0(4.55e-2)− 9.728 9e-1(9.83e-2)− 9.249 7e-1(4.73e-4)− 8.146 0e-1(1.30e-3)− 9.459 3e-1(3.10e-6)− 7.615 9e-1(6.72e-3)

100 9.642 9e-1(5.49e-2)− 1.619 7e-1(6.96e-2)− 9.500 3e-1(9.06e-4)− 3.629 0e-1(5.75e-3)− 1.600 6e-1(1.79e-2)− 9.020 5e-2(1.18e-2)

LSMOP8 200 9.099 5e-1(1.21e-2)− 1.510 3e-1(1.30e-2)− 9.468 0e-1(1.35e-4)− 1.333 6e-1(9.23e-3)− 1.052 8e-1(3.44e-3)= 1.014 8e-1(4.12e-3)

500 7.005 0e-1(6.13e-2)− 1.096 6e-1(1.05e-2)− 9.390 6e-1(2.68e-4)− 7.295 6e-2(1.11e-3)+ 6.979 8e-2(1.29e-3)+ 8.578 0e-2(1.52e-3)

100 3.081 6e+1(9.21e+0)− 5.399 5e-1(2.39e-2)− 7.836 9e-1(6.81e-2)− 1.145 0e+0(1.72e-5)− 2.174 6e-1(3.32e-2)+ 3.764 8e-1(3.32e-2)

LSMOP9 200 3.459 3e+1(5.59e-1)− 4.779 7e-1(2.97e-2)= 8.185 3e-1(2.92e-2)− 1.1451e+0(9.40e-5)− 3.743 6e-1(2.40e-2)+ 4.962 0e-1(4.52e-2)

500 4.435 0e+1(1.19e+1)− 4.165 6e-1(2.51e-3)+ 7.914 0e-1(5.61e-2)− 1.145 1e+0(1.75e-5)− 4.005 0e-1(3.11e-2)+ 6.921 4e-1(1.40e-2)

+/ − / = 0/27/0 9/17/1 3/20/4 7/17/3 10/14/3 −

average score 5.814 8 3.259 3 4.148 1 2.963 0 2.629 6 2.185 2

策变量维度D分别是100、200和500,最优结果加粗
表示.为了直观地展示LMOMMDE算法的性能,实
验采用显著性水平为0.05的Wilcoxon秩和检验方法
并对统计结果进行分析,“+/−/ =”分别表示对比算

法的性能显著“优于/劣于/相似于”LMOMMDE性能
的问题数量.“average score”为各算法在所有问题上
的 IGD结果等级排序的平均值.表5给出不同算法在
HV指标上的Wilcoxon秩和检验的统计结果.

表 5 6种算法在基准测试函数LSMOP上关于
HV指标的Wilcoxon秩和检验的统计结果

M D CCGDE3 LMEA S3-CMA-ES WOF LMOCSO

100 0/8/1 1/7/1 1/7/1 2/7/0 3/6/0
2 200 0/7/2 0/8/1 1/7/1 2/6/1 1/6/2

500 0/7/2 0/7/2 0/8/1 1/6/2 2/5/2

100 0/7/2 2/6/1 2/6/1 3/6/0 2/6/1
3 200 0/7/2 2/6/1 2/6/1 4/5/0 3/4/2

500 1/6/2 3/5/1 2/5/2 4/5/0 4/5/0

此外,在图3和图4中给出每个算法在20次独立
运行中的最优 IGD值的最终PF.其中:三角形点构成

LSMOP测试问题的真实PF,灰色点则表示各个算法
的最优解集 (从线性、凹形、不连续类型中分别选取3
种测试函数,且决策变量维数D取100).
3.4.1 2目标测试函数的实验结果分析
在表 3中, LMOMMDE平均排名得分为 2.111 1,

在所有比较算法中,排名第 1.其中: LMOMMDE在
14个问题上获得的结果最优; LMOCSO、 WOF-
NSGA-II和 S3-CMA-ES分别在 7个、 5个和 1个测
试问题上优于其他算法. LMOMMDE在 LSMOP1、
LSMOP4和LSMOP6问题上优化效果最好.在200和
500维决策变量的LSMOP2问题上, WOF-NSGA-II和
S3-CMA-ES表现最优;在LSMOP3问题上, LMEA和
LMOCSO算法的优化效果优于LMOMMDE;在 100
和 500维决策变量的LSMOP5、500维决策变量的
LSMOP8、100和500维决策变量的LSMOP9问题上,
LMOMMDE的性能略低于LMOCSO;在LSMOP7问
题上,除了CCGDE3算法, LMOMMDE与其他对比算
法的表现相似.
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图 3 6种算法在2目标的LSMOP4、LSMOP8、LSMOP9测试函数上的Pareto前沿
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图 4 6种算法在3目标的LSMOP4、LSMOP8、LSMOP9测试函数上的Pareto前沿
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图 3中, LMOMMDE在 LSMOP4、 LSMOP8和
LSMOP9测试函数上的收敛性和分布性优于其他
几种算法;在不连续测试函数LSMOP9中, CCGDE3、
LMEA和 S3-CMA-ES都陷入局部最优,得到的解
集的多样性远不如WOF-NSGA-II、 LMOCSO和
LMOMMDE,其中LMOMMDE表现最优.
3.4.2 3目标测试函数的实验结果分析
表4结果显示: LMOMMDE在12个问题上性能

最好; CCGDE3、LMEA、S3-CMA-ES和LMOCSO分
别在0、4、2、4、5个测试问题上取得最好结果.其
中 LMOMMDE在 LSMOP1和 LSMOP4∼LSMOP8
问题上的性能较好.从图 4可以看出: LMOCSO和
LMOMMDE最优解集的分布性优于其他算法,但是
LMOCSO的收敛精度不如LMOMMDE; CCGDE3和
LMEA算法的收敛性表现较差;而 S3-CMA-ES和
WOF-NSGA-II在LSMOP8和LSMOP9问题上得到最
优解的分布性较差.

综上所述, LMOMMDE在不损失群体的原始信
息的前提下,采用多子群和与其特性对应的变异方
法,使得子群的多样性与收敛性得到较好的平衡,
在 LSMOP上得到的平均效果优于对比算法.其中
CCGDE3、 LMEA和 S3-CMA-ES的性能因易受决
策变量分类准确率的影响,未充分考虑不同类个体
间的引导,使得算法收敛性不如LMOMMDE. WOF-
NSGA-II因为问题转换,种群部分原始决策信息
丢失,所以收敛精度受到影响.从图 3和图 4看出,
LMOCSO算法在不连续的LSMOP9问题上,因为使
用参考向量选择下一代种群,所得到的个体的分布性
较好,但其对离散型PF问题结果不优.

4 结 䇪

本文针对大规模多目标问题,提出了一种基于多
群多策略的大规模多目标差分进化算法,设计了一种
基于SDE的快速非支配排序的分群方法,将种群均
等划分成3个优势不同的子群,根据每个子群中个体
不同的特性,为每个子群设计了不同的变异策略,较
好平衡了每个子群的收敛性与多样性.在大规模测
试函数集上对所设计的方法进行了仿真实验,并将
结果与其他几种典型的大规模多目标算法进行比较,
验证了本文所设计的算法在平均性能上优于其他算

法. LMOMMDE算法不损失个体信息,有利于保证优
化精度,与变量相关性分类大规模多目标优化算法相
比,节省了变量相关性分析所需的计算量.但本文算
法仅在2目标和3目标典型LSMOP测试函数集上进
行了测试,未在高维大规模多目标问题和实际应用上

测试.下一步开展的工作是拓展算法在高维多目标
问题及实际应用领域的应用.
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