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基于面积重叠法的概率盒全局灵敏度计算分析

张保强†, 李潇乾, 罗华耿, 颜伟杰, 汤鸿杰
(厦门大学航空航天学院，厦门 361000)

摘 要: 针对随机与认知混合不确定性的概率盒灵敏度分析问题,提出一种利用概率盒缩减前后重叠面积作为不
确定性度量的全局灵敏度分析方法.混合不确定性在航空航天仿真系统中广泛存在,概率盒方法用于随机与认知
混合不确定性的表征在学术界已被广泛应用.首先,介绍传统概率盒灵敏度分析的不确定性缩减法理论,在此基
础上,进一步考虑概率盒在位置和形状上的偏移量;然后,通过计算缩减前后的概率盒面积重叠量来表征各输入不
确定性的影响程度,阐述其实施步骤;最后,通过数值算例对所提出方法与传统不确定性缩减方法进行全局灵敏度
分析的对比和验证,并应用于发动机总体性能仿真计算灵敏度排序.研究结果表明,所提出面积重叠方法比传统
不确定性缩减法适用范围更广,计算结果更准确.
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Abstract: Aiming at the sensitivity analysis of probability box with both aleatory and epistemic uncertainties, a global
sensitivity analysis method using the overlap area before-and-after probability box pinching as an uncertainty measure is
proposed. Aleatory and epistemic uncertainties are widely existed in aerospace systems and the probability box method
has been widely used in quantifying these uncertainties. The theory of an uncertainty reduction method is introduced for
traditional probability box sensitivity analysis. Based on this theory, the position and shape of the offset of probability
box is further considered. The influence degree of each input uncertainty is characterized by calculating the overlap of
probability box area before-and-after reduction. The detailed implementation steps are described. Through numerical
examples, the global sensitivity of the proposed method is compared with that of the traditional method. Finally, the
proposed method is applied to the sensitivity ranking of an aero engine overall performance simulation. The results show
that the proposed method is more applicable than the traditional pinching method, and the results are more accurate.
Keywords: probability box；mixed uncertainty；global sensitivity；pinching method；area overlap method

0 引 言

在航空航天、机械工程、土木工程以及武器装备

系统中,混合不确定性广泛存在[1],如加工、装配误差
或材料的分散型累积会产生随机不确定性;大型机
械制造公差设计中零部件存在偏态分布的正、负公

差,难以采用随机不确定性表征;此外,由于知识水平
受限,仿真过程中的物理信息缺失等不可避免地会积
累认知不确定性.因此,众多不确定性是多源的、混合

的,目前处理混合不确定性的概率盒表征是学术界和
工程界最常用的方式之一[2].
全局灵敏度分析常用来衡量模型的输入不确定

性对输出的影响程度,除此之外还能用以探索输入与
输出间的因果关系、降维计算、最大程度地减少输出

的不确定性.灵敏度分析可对不同决策选项、约束条
件、假设的预期成果进行量化[3].全局灵敏度包含输
入变量整个分布区域内的平均灵敏度信息,考虑变量
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间的交互作用对模型输出变量的不确定性影响,比局
部灵敏度分析应用更加广泛.传统全局灵敏度分析
在概率框架下,有方差分析法、导数法、矩独立法等[4].
在非精确概率变量的不确定空间内, Ferson等[5]基于

不确定性缩减 (pinching)法的思想,提出了概率盒全
局灵敏度分析框架,通过随机和认知不确定性各自
引起概率盒面积的变化,完成随机与认知不确定性
的重要性排序; Schöbi等[6-7]结合传统的方差分析法

发展了概率盒框架下的Sobol’上下限指标;Wei等[8]

提出了扩展蒙特卡洛方法计算概率盒下的全局灵敏

度.在不确定性缩减法的基础上, Alvarez[9]拓展了其
应用范围; Bi等[10]发展了Bhattacharyya距离的灵敏
度分析方法; Zhang等[11]结合贝叶斯推断和重要性抽

样方法对概率盒灵敏度分析方法进行了改进.
本文在传统概率盒灵敏度求解的不确定性缩减

法的基础上进行改进,提出一种利用概率盒缩减前后
重叠面积作为不确定性度量的全局灵敏度分析方法,
可克服传统不确定性缩减法忽略超出原概率盒不确

定性偏移量的问题.最后通过数值算例和某航空发
动机总体性能指标的灵敏度分析结果验证所提出方

法的有效性.

1 基于不确定性缩减法的灵敏度计算

1.1 概率盒基本理论

在工程分析中一般采用非精确概率解释模型在

不确定性描述中缺失、模糊或不完整的数据.由于概
率盒提供了非精确概率在数学上的直接描述,且计算
效率高[12]、易于构造[13],具备直观可视化的特点,在
工程环境应用广泛.本质上,概率盒通过所有可能的
累积分布函数 (cumulative distribution function, CDF)
FX(x)边界来定义,有

FX(x) < FX(x) < FX(x), (1)

其中X = (X1, X2, . . . , Xn)为随机变量,参数型概率
盒里描述CDF具体分布特性参数的 θi包含在区间

[θi, θi]中,边界定义为

FX(x) = min{FX(x, θ)|θ ∈ Dθ}, (2)

FX(x) = max{FX(x, θ)|θ ∈ Dθ}. (3)

其中: [θi, θi]区间的笛卡尔积记为Dθ, θ为包含所有
分布参数的向量.
图 1所示的变量混合不确定性空间中,曲线族

F的下界FX(x)和上界FX(x)可由分布系数的区间

[θi, θi]确定.图 1(a)中:每条CDF曲线在纵轴截断的
累积概率范围a,对应的变量区间 [p, p]只包含随机不

确定性信息.如图1(b)所示,由于认知不确定性, CDF

族包含无限个变量值对应于相同的概率值a∗,组成
变量区间 [p, p].
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图 1 概率盒中的随机和认知不确定性表征

1.2 不确定性缩减法

由于不确定性信息均体现在概率盒范围中,概
率边界的变化也可全面地反映不确定性导致的评估

结果偏差.在全局灵敏度分析中,为了评估输入的不
确定性减少时计算结果的不确定性降低程度, Ferson
等[5]提出了通过比较缩减输入不确定性前后,概率盒
表征的输出不确定性面积范围的不确定性缩减法,通
过量化这种影响来评估输入对整体输出不确定性的

贡献,不确定性缩减法的思想以及不确定性缩减度量
的计算过程如下式所示:

S =
(
1− unc(T )

unc(B)

)
× 100%, (4)

unc( ) = ∥F − F∥ =
w ∞

−∞
|F (x)− F (x)|dx. (5)

其中:B为系统原有不确定性;T为采用缩减输入计
算的不确定性; unc( )被广泛定义为不同的度量方式,
如方差[6-7]、概率盒尾部的权重[14]、Bhattacharyya距
离[10]等,使用不同的度量方法在灵敏度分析中适用
于解决不同的问题.常用精确概率分布、0方差区间
或固定值替换输入变量的混合不确定性信息,分别代
表消除输入变量的分布不确定性、随机不确定性和

整体可变性.根据以上不确定性缩减法的思想,大量
基于概率盒上下边界围成面积度量系统不确定性的

灵敏度分析方法在岩土、电力、地下水模型中得到了

广泛发展和应用[15-22], Pedroni等[23]、胡政文等[24]将

其应用于NASA挑战问题灵敏度分析.
然而,灵敏度度量若仅由CDF上下界围成的面
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积数值差所决定时,则表征的不确定信息是不完整
的.存在混合不确定性情况下,自变量在缩减前后会
对输出结果的概率盒产生位置和形状上的不确定性

影响,这样的变化反映于概率盒的横坐标为输出不确
定范围的偏移量,反映于纵轴为对某一结果取到的概
率值范围的变化.当原有输入不确定性对最终输出
随机不确定性影响较大时,概率盒图显示的边界斜率
平缓,取到边界值的可能性增加.缩减该输入不确定
性后,概率盒图显示的边界斜率变陡,取到边界值的
可能性减小,取到中间值的可能性增加.因此,当该输
入量对输出量的随机不确定性影响足够大时,缩减后
取得中间值的概率会大于未缩减时的概率,概率盒图
中体现为超出原有概率盒边界,会出现“越界现象”.
图2(a)中:红色边界线为原概率盒的累积分布函

数上下界,其围成的面积值为A1;图2(b)中:黑色边界
线为缩减某自变量不确定性后的概率盒累积分布函

数上下界,其围成的面积值为A2.由原有不确定性缩
减法:S = (A1 − A2)/A1×100%,A1与A2在数值上

的差异性非常小时,计算得到的该自变量的灵敏度值
也非常小,表明该输入不确定性对输出结果而言不重
要.若A1≈A2,则在响应空间缩减该指标不确定性后
计算得到的灵敏度值约为0,该输入自变量为无关变
量.提取概率盒边界共同绘制如图2(c)所示,结合概
率盒的数学意义,从黑色阴影部分到红色阴影部分的
变化,体现出该变量对输出不确定性的影响量较大,
原概率盒输出范围为 [−30, 58],缩减后输出范围为
[3, 25],由于该自变量的不确定性影响,输出结果的不
确定性范围从22增加至88,其为非常重要的影响量,
普遍性体现于:若被缩减自变量的方差对所关心的
因变量很重要时,则该输入变量不确定性缩减后引起
输出概率盒的整体内缩,会出现“越界现象”.结合以
上论述,图2(c)表明了不确定性缩减法的局限性.
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图 2 概率盒全局灵敏度分析

2 基于面积重叠法的灵敏度方法

仅使用概率盒上下边界线与其围成的面积值并

不能表征完整的概率盒不确定性信息,除此之外还有
概率盒的整体形状、横坐标上位置的偏移等,且会损
失未包络的不确定性信息,因此,提出将缩减前后的
概率盒面积重叠部分Sioverlap作为缩减不确定性后的

参考度量,如图2(d)阴影部分所示,计算过程如下式
所示:

unc(T ) = Sioverlap =
w x2

x1

|F2(x)− F3(x)|dx, (6)

S = ∆Sinon-overlap =
(
1− unc(T )

unc(B)

)
× 100%. (7)

其中:x1和 x2分别为在缩减不确定性前后概率盒

重叠面积在横坐标始末位置;概率盒 4条边界中按
横坐标值由大到小重组排列 (如图 2(e)所示),F1(x)

与F4(x)构成整个概率盒空间的外包络线,F2(x)与

F3(x)围成要求解的重叠部分面积.该部分不确定性
为缩减不确定性前后公共部分不确定性空间,虽然不
代表缩减后输出的全部不确定性空间,但是,对比原
概率盒不确定性空间,用以体现该自变量不确定性对
总的输出不确定性的影响程度,并计算其全局灵敏度
指标是合理的.因为原概率盒内的非重叠部分 (如图
2(e)所示)均是由于引入该自变量后输出不确定性的
改变程度,完全能够体现输入变量不确定对输出结果
不确定性影响的重要程度.
作为不确定性缩减法的改进,对于缩减不确定性

后概率盒边界未超出原边界的情况,计算unc (T )将
被简化为在边界内积分,计算全部缩减不确定性后
的概率盒总面积;而对于缩减不确定性后概率盒超
出边界的情况,以原概率盒内的非重叠部分度量输
入变量不确定对输出结果不确定性影响的重要程度
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(如式 (7)所示),在数学图形上的解释为:以原概率盒
为基准,缩减该不确定性后,概率盒面积的改变偏移
量.实际工程意义为:在系统原有不确定性的基础上,
增加该自变量的不确定性后,对系统输出不确定性的
影响程度.以考虑全部不确定性的输出概率盒面积
为基准,各输入所造成的偏移面积与原有概率盒的面
积相比完全可反映该自变量对整体不确定性的贡献

程度.从概率盒原理上,改进后的面积重叠法突显出
概率盒缩减前后在面积和形状上的差异化,并将这些
信息量考虑到了计算全局灵敏度的过程中,更加能够
保证计算结果的准确性.量化蒙特卡洛抽样误差可
保证结果计算精度.随机抽样平均误差与总体标准
差成正比,与样本容量成反比.简单随机抽样误差为

µMCS =
σ√
N

. (8)

其中:σ为总体的标准差,N为随机抽样次数,µMCS为

随机抽样误差.
计算面积重叠法全局灵敏度指标的流程如图3

所示.不确定性量化过程采用双层蒙特卡洛抽样传
递,外层量化参数的认知不确定性,内层对随机不确
定性进行量化,具体执行步骤如下.

step 1:对外层认知不确性参数进行N次抽样,内
层随机不确定参数M次抽样.

step 2: 依次将 step 1中产生的M个随机样本绘

制为CDF,重复N次累积为概率盒的形式表征混合

不确定性.
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图 3 面积重叠法计算流程

step 3:提取出概率盒上下边界,若未缩减自变量
不确定性,则将原概率盒边界记为FX(x)和FX(x);
若为缩减输入自变量Xi不确定性后的概率盒边界,
则记为FXi

(x)和FXi
(x).

step 4: 依次缩减自变量Xi不确定性,固定其为
期望的中值,直至已缩减完全.

step 5: 提取原概率盒与缩减自变量不确定性后
的概率盒上下边界,绘制在同一张概率盒边界图上.

step 6:计算原概率盒边界围成的面积,提取面积
重叠部分边界,计算其围成的面积.

step 7: 由式 (7)计算各自变量全局灵敏度指标,
并排序确定关键和次要的输入变量.
综上所述,采用基于面积重叠法的全局灵敏度指

标,避免了将面积值标量直接作差而忽视输出在横坐
标轴偏移量的弊端,而是提取出缩减前后的共同面积
部分,将新引入输入变量后的完整不确定性面积新增
量作为全局灵敏度度量值,更完整地体现该自变量的
不确定性引入前后对整个输出的不确定性改变值,计
算结果更加合理.

3 算例分析

为了验证所提出方法求解概率盒全局灵敏度的

准确性和稳定性,本节选择合适的数值算例,分别通
过传统的不确定性缩减法和面积重叠法进行计算求

得全局灵敏度指标,分析并表明该方法的计算准确
性,并应用于混合不确定性下涡扇发动机总体性能计
算的灵敏度排序中.

3.1 数值算例分析

所选6变量算例为Y =X1−2X2+1.5X3−X4+

X5 −X6.其中:X1∼X6对应存在混合不确定性的输

入变量,具体不确定性特征如表1所示.随机分布类
型均取最常见的正态分布,变异系数均小于16%,不
属于大变异性情况,同时分布参数均存在认知不确定
性.

表 1 参数的不确定性类型和描述

自变量 参数分布类型 分布参数的认知不确定性

X1 正态分布 µ1 ∈ [1, 2], σ1 ∈ [0.1, 0.15]

X2 正态分布 µ2 ∈ [1, 2], σ2 ∈ [0.1, 0.15]

X3 正态分布 µ3 ∈ [10, 12], σ3 ∈ [1, 1.2]

X4 正态分布 µ4 ∈ [94, 96], σ4 ∈ [9, 9.6]

X5 正态分布 µ5 ∈ [94, 96], σ5 ∈ [14, 14.5]

X6 正态分布 µ6 ∈ [100, 110], σ6 ∈ [13, 15]

根据表达式、分布参数及其区间不确定性范围

可直观判断出X1 ∼X6的全局灵敏度值依次增加,计
算中通过不确定性缩减法内、外层各抽样5 000次,由
式 (8)得到总样本标准差不超过15,最大计算误差为
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0.21,结果显示误差在控制范围内,并不影响灵敏度
排序结果.计算得到原概率盒面积为17.805,采用传
统不确定性缩减法与面积缩减法计算得到的各概率

盒面积度量、全局灵敏度值和排序结果如表2所示,
左侧为采用传统不确定性缩减法计算得到的输入变

量全局灵敏度结果,其中:Sx3
> Sx5

,Sx2
> Sx4

,这显
然是不合理的.概率盒边界的交叠情况如图 4所示,
缩减自变量X4、X5、X6不确定性后的概率盒边界为

黑色虚线,原概率盒边界为红色实线,由于缩减这些
自变量后的概率盒边界超出原概率盒边界范围较大,
结合第2节的论述,计算这几个变量的全局灵敏度时,
越界部分的不确定性信息被忽略,导致其全局灵敏度
会比真实值偏小,最终排序结果错误.表2右侧为采
用面积重叠法计算得到的各全局灵敏度指标、度量

值以及排序.结果表明与预期结果一致,准确性高且
对于存在“越界现象”的情况,计算方法同样适用.

表 2 数值算例不确定性缩减法与面积重叠法计算结果比较

自变量
不确定性缩减法 面积重叠法

排序等级 缩减后的度量 全局灵敏度 /% 排序等级 缩减后的度量 全局灵敏度 /%

X1 6 17.78 0.58 6 17.60 1.61
X2 4 16.79 6.13 5 16.78 6.15
X3 2 16.37 8.45 4 16.37 8.49
X4 5 17.18 3.96 3 15.78 11.73
X5 3 16.73 6.48 2 13.08 26.88
X6 1 9.29 48.05 1 8.25 53.84
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图 4 缩减不确定性后的“越界现象”

为了进一步对比传统不确定性缩减法与面积重

叠法的稳健性,从内、外层各抽样100∼ 8 000次,两种
方法计算的灵敏度指标如图5所示.结果表明,随内
外层抽样次数不断增加,“越界现象”一直存在,并非
抽样次数过少导致,图5(b)面积重叠法计算得到的全
局灵敏度排序比图5(a)不确定性缩减法波动范围小、
排序结果更加稳定,可信度更高.

3.2 涡扇发动机性能灵敏度分析

传统发动机初步设计阶段并不会考虑不确定性

对最终性能的影响,但是,发动机研制过程中由于知
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图 5 稳定性比较

识缺乏、加工制造误差和客观条件改变等多种不

确定性的存在,会对发动机正常使用产生影响[25],于
是研究人员发展了概率方法下的发动机总体性能仿

真[26-28].
所提出计算模型以某双转子涡扇发动机为例,设

计点为海平面静止条件,推力为3.09 kN,设各部件性
能不相关,利用NASA热化学数据根据燃料空气比、
温度、压力与焓的关系进行热力学建模和设计点推

力的求解[29],部件性能的不确定性参数如表 3所示.
为了能够对实验或计算后的均值统计量有直观的认
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识,同时在数值处理上也更为方便,将均值取为定值,
这样,根据正态分布 3σ原则,部件性能 99.74%概率
在区间(µ− 3σ, µ+ 3σ),为了避免抽样得到的部件性
能参数超过100%,存在认知不确定性的变异系数取
[0.1%, 0.3%].内外层各200次蒙特卡洛抽样循环30
次取平均,得到的传统不确定性缩减法与面积重叠法
的计算结果比较如表4所示.由式 (8)得到除最重要
的涡轮前温度,其他样本标准差不超过0.02,最大计
算误差为0.001,结果显示误差在有效控制范围内.

表 3 参数的不确定性类型和描述

自变量 分布参数的认知不确定性

风扇效率 µ1 = 0.85, σ1 ∈ [0.000 85, 0.002 6]

压气机效率 µ2 = 0.89, σ2 ∈ [0.000 89, 0.002 7]

涡轮效率 µ3 = 0.87, σ3 ∈ [0.000 87, 0.002 6]

燃烧室效率 µ4 = 0.98, σ4 ∈ [0.000 98, 0.002 9]

进气道恢复系数 µ5 = 0.97, σ5 ∈ [0.000 97, 0.002 9]

喷管恢复系数 µ6 = 0.97, σ6 ∈ [0.000 97, 0.002 9]

燃烧室恢复系数 µ7 = 0.94, σ7 ∈ [0.000 94, 0.002 8]

低压压气机压比 µ8 = 4.00, σ8 ∈ [0.004 0, 0.012 0]

高压压气机压比 µ9 = 6.00, σ9 ∈ [0.006 0, 0.018 0]

涡轮前温度 µ10 = 1 295K,σ10 ∈ [1.295, 3.885]

表 4 涡扇发动机算例不确定性缩减法与面积重叠法计算结果比较

自变量
不确定性缩减法 面积重叠法

排序等级 缩减后的度量 全局灵敏度 /% 排序等级 缩减后的度量 全局灵敏度 /%

风扇效率 2 0.024 3 12.19 2 0.022 1 20.29
压气机效率 5 0.026 9 2.74 5 0.025 3 8.64
涡轮效率 6 0.027 5 0.85 7 0.026 5 4.29
燃烧室效率 3 0.025 7 7.29 3 0.023 4 15.43
进气道恢复系数 8 0.027 6 0.19 6 0.026 3 4.89
喷管恢复系数 4 0.026 8 3.17 4 0.025 1 9.21
燃烧室恢复系数 10 0.027 7 0 10 0.027 6 0.34
低压压气机压比 7 0.027 6 0.21 8 0.027 0 2.51
高压压气机压比 9 0.027 6 0.18 9 0.027 0 2.50
涡轮前温度 1 0.023 9 13.59 1 0.021 3 22.81

涡扇发动机算例中缩减不确定性后同样存在

“越界现象”,两种计算方法结果的差异性为: 1)面积
重叠法计算结果显示进气道总压恢复系数对推力的

重要性大于涡轮效率,而不确定性缩减法得到的结果
相反,根据参考文献 [30]可知面积重叠法得到的结果
更加准确. 2)在经历双层抽样后的面积重叠法有更
高的稳定性,复杂问题下可进行更有效的排序.
该方法作为不确定性面积缩减法的改进,既适用

于缩减输入变量不确定性后的概率盒不超越原概率

盒边界的情况,又适用于方差差异大时,存在“越界现
象”下的全局灵敏度计算,因此计算适用范围更广;相
比于不确定性面积缩减法不只是缩减前后面积在数

值上的相减,而且考虑了位置和形状上的改变程度,
能更完整地体现该自变量对系统不确定性的影响程

度,计算结果精度高、更准确;最后,通过算例验证了
结果的准确性,并应用于发动机总体性能灵敏度计算
中.

4 结 论

1)所提出面积重叠法在计算全局灵敏度时,可区
分超出原概率盒边界外的不确定性对系统不确定性

的影响,可更全面、合理地反映输入不确定性对所关
心量的影响程度.

2)数值算例验证了所提出面积重叠法有更高的
准确性和稳定性;该方法应用于航空发动机性能的
灵敏度分析时,计算过程更加直观地显示各输入不确

定性的影响,排序结果将为分析和决策提供参考.
3)所提出面积重叠法在一定的样本下可采用

Bootstrap抽样计算灵敏度指标的置信区间,但是仍然
需要依次缩减每个自变量,在计算上需要调用次数较
多,如何进一步改进抽样或结合代理模型方法对于提
高计算效率有待进一步研究.
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