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性能维持的增广可行域Tube鲁棒经济模型预测控制

何德峰†, 李能卓, 黄原驰, 韩 平

(浙江工业大学信息工程学院，杭州 310023)

摘 要: 针对未知但有界扰动作用下的约束线性系统,提出一种性能维持的增广可行域Tube经济模型预测控制
(tube economic model predictive control, TEMPC)策略.首先考虑经济性能优化目标和鲁棒稳定控制目标,构造
TEMPC优化问题的隐式收缩约束,并对系统状态和控制约束进行紧缩Tube设计,给出增广可行域优化问题的数
学描述;然后,引入线性分解增广名义终端状态和终端罚函数,扩大优化问题的初始可行域,在此基础上应用终端
“三要素”和收缩原理,建立TEMPC策略的递推可行性和闭环系统关于最优经济平衡点有界稳定性的充分性条
件,进而证明闭环性能在原初始可行域上的不变性;最后,通过对比仿真结果验证所提出策略的有效性和优越性.
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Performance-preserved tube economic model predictive control with
enlarged feasibility regions
HE De-feng†, LI Neng-zhuo, HUANG Yuan-chi, HAN Ping

(College of Information Engineering，Zhejiang University of Technology，Hangzhou 310023，China)

Abstract: This paper presents a performance-preserved tube economic model predictive control (TEMPC) scheme with
enlarged feasibility regions for constrained linear systems subject to unknown but bounded disturbances. Firstly, using
economic cost optimization objectives and robust stability control objectives, an inexplicitly contractive constraint of the
TEMPC optimization problem is designed. Secondly, optimization problemwith enlarged feasibility regions is formulated
by the design of the tightening tubes on the system constraints on the state and control. Furthermore, the nominal terminal
states and penalty functions are enlarged by adopting linear-decomposition, which increases the size of the initial feasible
regions of the optimization problem. Then, using terminal triplet elements and the contractive principle, the sufficient
conditions are established for guaranteeing the recursive feasibility of the TEMPC scheme and bounded stability of the
closed-loop system with respective to the optimally economic equilibrium point. Moreover, the closed-loop performance
is shown to be preserved in the original initial feasible region. Finally, the comparison simulation results verify the
effectiveness and merits of the proposed scheme.
Keywords: model predictive control；uncertain linear systems；robust stability；economic optimization；feasible regions

0 引 䀰

经济模型预测控制 (economic model predictive
control, EMPC)集成经济目标优化和过程实时控制,
可以显著提高复杂动态系统的经济性能[1],近年来
得到了学术界和工业界的广泛关注.与设定值跟踪
MPC策略[2]不同, EMPC目标函数可以是关于设定
值跟踪偏差和控制量的任意非正定的非凸经济性能

函数,通过直接优化这些目标函数得到的最优控制

器通常无法保证闭环系统的稳定性.对此,常规稳定
EMPC方法通过引入强对偶性或耗散性假设和对经
济性能函数设计正定旋转代价函数,再结合终端等
式或不等式约束保证闭环系统的稳定性[3-6].而无终
端约束EMPC策略采用能控性假设和充分长的预测
时域,保证闭环系统收敛到平衡点的邻域,但这会增
大优化的计算量[7].近期,文献 [8]将经济性能优化和
动态稳定控制视为两个冲突的控制目标,通过引入
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多目标隐式收缩约束,建立EMPC闭环渐近稳定性结
果[9-10].目前, EMPC不仅应用于工业过程的能效优
化控制,在智能电网和智能车辆等领域[11-12]也得到

广泛研究.
实际系统广泛存在各种扰动和参数摄动等不

确定性,影响EMPC的可行性和闭环稳定性.一种常
用的解决方法是采用微分对策原理设计min-max
鲁棒MPC策略,通过计算系统在最坏扰动下最小
化性能指标的上限,得到闭环系统的鲁棒稳定性,
但min-max优化问题计算量巨大,难以快速在线求
解[13-14].为此,有学者引入Tube思想,将实际系统轨
迹收敛至以名义轨迹为中心的Tube中,实现鲁棒
MPC算法设计[15-16].与min-max鲁棒MPC相比, Tube
鲁棒MPC算法仅需处理具有紧缩约束的名义模
型,可以有效降低优化问题的在线计算负担.近年
来, Tube思想被尝试用于不确定系统EMPC鲁棒性
综合研究.例如,文献 [17]提出了一种周期性约束
Tube鲁棒EMPC算法,并通过最优性条件证明闭环
系统的收敛性.文献 [18]将Tube鲁棒MPC算法引入
到满足耗散性条件的不确定系统EMPC研究,将经济
代价整合到不变管内,从而获得更好的闭环平均经济
性能.进一步,文献 [19]在状态信息不可用的情况下,
使用同质管获得保守性较低的经济性能界限.
为了保证约束不确定系统MPC策略的 (鲁棒)

稳定性,通常使用终端三要素条件,即终端域、终端
罚函数和终端控制律[20-21].其中,终端罚函数是终
端状态与设定值之间偏差的无限时域代价函数的

上界,而增大终端域可扩大闭环系统吸引域即初始
可行域.因此,文献 [22-23]利用两个稳定控制律之
间的插值增大终端不变集;文献 [24]折衷系统性能、
终端域范围和计算量;文献 [25]提出线性分解MPC
(linear decomposition-MPC, LD-MPC)策略,结合终端
状态的线性分解和多增益控制律扩大终端域.与双
模MPC[26-27]相比, LD-MPC在相同吸引域和性能下
的决策变量更少,从而降低了优化问题的在线计算
量.
本文考虑一类未知但有界扰动的约束不确定线

性系统,提出一种性能可保持的增广可行域Tube鲁
棒EMPC策略.首先对名义系统进行线性分解后,将
名义终端状态增广为多维松弛变量,并作为优化问题
的辅助决策变量,增大TEMPC终端域和初始可行域;
然后将相应的控制律分解为低增益和高增益的反馈

线性控制器组合,通过使用预定义的局部控制增益和
不变集紧缩状态和控制约束集,实现系统约束的鲁棒

满足.在此基础上,设计基于鲁棒稳定目标函数的隐
式收缩约束条件,结合收缩原理保证闭环系统的鲁棒
稳定性,进一步建立闭环性能在原初始可行域上的不
变性.相比现有TEMPC,本文主要贡献包括: 1)提出
基于线性分解的增广可行域TEMPC策略,该策略在
原初始可行域上具有闭环性能不变性; 2)通过设计
多目标隐式收缩约束,建立增广可行域TEMPC策略
的递归可行性和鲁棒稳定性; 3)采用更短的预测时
域获得与常规TEMPC相同的可行域,从而有效降低
在线求解优化问题的计算量.仿真对比结果验证了
所提出策略在初始可行域、在线计算量和闭环性能

方面的优越性.
符号说明: Z+表示非负整数集, Ia:b表示集合

{i ∈ Z+|a ⩽ i ⩽ b, a ∈ Z+, b ∈ Z+}, I⩾j表示集合

{i ∈ Z+|i ⩾ j, j ∈ Z+}. x+表示向量x的下一时刻

状态;xT表示向量x的转置; ∥x∥表示x的欧几里得范

数,且{∥x∥ = sup|x(k)|, k ∈ Z+};x(i|k)表示在第k

时刻对未来第k + i时刻的预测状态变量. M1 ⊕ M2

:= {m1 + m2|m1 ∈ M1,m2 ∈ M2}表示集合M1和

M2的闵可夫斯基和运算,M1 ∼ M2 := {m1|m1⊕M2

⊆ M1}表示集合M1和M2的庞特里亚金减运算.连
续函数h1 : R+→R+称为K类函数,对于s>0,h1(s)

满足严格单调递增且h1(0) = 0;连续函数h2 : R+ →
R+称为K∞类函数,如果h2是一个K类函数,且当
s → ∞时,则有h2(∞) → ∞;连续函数h3 : R+ ×R+

→ R+称为KL类函数,h3(s, t)对于任意固定 t ⩾ 0

是一个K类函数,对于任意固定s > 0,h3(s, t)关于 t

严格单调递减,且当 t → ∞时,有h3(s, t) → 0.函数
ρ(x,Ξ) := min

y∈Ξ
{x− y}表示点x(k) ∈ Rn与集合Ξ间

的距离.

1 问题描述

考虑离散时间不确定线性系统

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + w(k), k ∈ Z+. (1)

其中:变量x(k) ∈ Rn、u(k) ∈ Rm和w(k) ∈ Rn分

别为k时刻的状态向量、控制向量和扰动输入,矩阵
A ∈ Rm×n和B ∈ Rm×n为已知实矩阵.假设该系统
是状态能控的且状态在任意时刻可测,满足如下状态
约束和控制约束:

x(k) ∈ X := {x ∈ Rn|Fxx ⩽ gx}, k ∈ Z+;

u(k) ∈ U := {u ∈ Rm|Fuu ⩽ gu}, k ∈ Z+. (2)

其中X和U为包含平衡点的紧集.假设扰动w 未知

但有界,且约束集W ⊆ Rn为紧集.
定义1 [27] 考虑系统x+ = Γx和集合Ω1 ⊆ Rn,

如果对于∀x ∈ Ω1,x+ ∈ Ω1,则称Ω1为该系统的正
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不变(positively invariant, PI)集.
定义2 [27] 考虑系统x+ = Γx+ w和集合Ω2 ⊆

Rn,如果对于∀x ∈ Ω2和∀w ∈ W ,x+ ∈ Ω2,则称 Ω2

为该系统的鲁棒正不变(robust PI, RPI)集.
定义3 [27] 考虑系统x+ = Γx + w及其RPI集

XN ⊆ X和Ω3 ⊆ Rn,如果对于∀x(0) = x0 ∈ XN和

∀w ∈ W ,满足条件ρ(x(k), Ω3) ⩽ α(ρ(x0, Ω3), k),其
中k ∈ Z+、α为KL类函数,则该系统在吸引域XN内

关于鲁棒不变集Ω3是渐近稳定的.
定义3表明对于任意有界扰动w ∈ W ,系统x+

= Γx+ w的状态收敛于RPI集Ω3.相应的,对于任意
有界扰动w ∈ W ,系统状态最终有界稳定于平衡点
邻域.
考虑不确定系统(1)的名义模型

z(k + 1) = Az(k) +Bv(k), (3)

其中z ∈ Rn和v ∈ Rm分别为系统的名义状态向量

和名义控制向量.在任意时刻k ∈ Z+,系统 (3)在k时

刻的状态z(k) = φ(k; z0, v)由初始状态z0和控制序

列v = {v(0), v(1), . . .}构成.由于名义模型 (3)与实
际模型(1)存在状态误差e(k) = x(k)− z(k),为了将e

限制在一个鲁棒不变集S中,定义状态反馈控制律

u(k) = Kinv(x(k)− z(k)) + v(k), (4)

并通过误差动态方程

e(k + 1) = AKe(k) + w(k) (5)

获得不变集 S,其中AK = A+BKinv,Kinv为使得

AK满足Hurwitz的预反馈增益.求解不变集S的一

个有效方法是近似计算系统 (1)的最小RPI集[28],为
了保证不确定系统 (1)满足约束 (2),名义控制约束与
名义状态约束必须用RPI集S进行约束紧缩,即

z(k) ∈ Z := X ∼ S = {z ∈ Rn | Fzz ⩽ gz},

v(k) ∈ V := U ∼ KS = {v ∈ Rm | Fvz ⩽ gv}. (6)

引理1 [16] 考虑误差系统(5)及其RPI集S.如果
x ∈ z ⊕ S,则对于任意有界扰动w ∈ W ,不确定闭环
系统(1)和(4)满足 x+ ∈ z+ ⊕ S.

引理1表明,当系统 (1)的初始状态位于RPI集S

时,系统实际状态始终保持在对应名义状态为中心的
Tube中,这对于优化问题的可行性是至关重要的.

考虑性能函数L : X × U → R,在跟踪MPC中
函数L(z, v)关于平衡点 (ze, ve)正定,即L(z, v) ⩾ 0,
且仅当 (z, v) = (ze, ve)时,L(z, v) = 0.但实际中需
要优化的性能指标可能是一个经济性能函数,此时
L(z, v)通常是非正定函数.为了便于区分,记经济性
能函数为LE(z, v),跟踪性能函数为L(z, v).由于扰
动的存在,采用名义模型(3)计算经济最优平衡点

(ze, ve) = argmin
z∈Z,v∈V

{LE(z, v) s.t. z = Az +Bv}.

(7)

本文目标是设计不确定系统 (1)的鲁棒EMPC控
制器,使得对于任意w ∈ W ,闭环系统满足约束条件
(2),且最终有界稳定于经济最优平衡点的邻域.

2 Tube鲁棒经济模型预测控制
2.1 传统Tube鲁棒EMPC

考虑不确定系统 (1)及其名义系统 (3),令预测时
域为N ∈ I⩾1,定义跟踪目标函数

JN (z(k), v(k)) =
N−1∑
i=0

L(z(i|k), v(i|k)) + E(z(N |k)). (8)

其中: z(i|k)和 v(i|k)为 k时刻第 i步预测状态向量

和控制向量,且 z(0|k) = z(k);性能函数L(z, v) =

zTQz + vTRv;终端罚函数E(z) = zTPfz;权重矩阵
Q、R和Pf均为正定对称矩阵.定义经济目标函数

JE(z(k), v(k)) =

N−1∑
i=0

LE(z(i|k), v(i|k)). (9)

则TEMPC在每个时刻k求解如下有限时域经济最优

控制问题:

J∗
E(k) = min

z(k),v(k)
JE(z(k), v(k)). (10a)

s.t. z(i+ 1|k) = Az(i|k) +Bv(i|k); (10b)
z(i|k) ∈ Z, v(i|k) ∈ V, i ∈ I0:N−1; (10c)
x(k) ∈ z(k)⊕ S; (10d)
z(N |k) ∈ Zf ; (10e)
JN (k) ⩽ η(k, γ). (10f)

其中: J∗
E 为最优解 {z∗(k), v∗(k)}的经济最优值函

数.式 (10c)为紧缩状态约束与控制约束;式 (10d)为
名义初始状态约束;式 (10e)为名义终端状态约束,终
端域Zf为名义系统(3)的最大PI集[29],且内含平衡点
ze;收缩约束(10f)为稳定性约束, η为收缩函数.
为设计收缩函数η,在每个时刻k求解如下有限

时域跟踪最优控制问题:

J0
N (k) = min

z(k),v(k)
JN (z(k), v(k));

s.t.式(10b) ∼ (10e). (11)

令 {z∗(k), v∗(k)}和 {z0(k), v0(k)}分别为优化问题
(10)和 (11)在 k时刻的最优解,分别定义两个关于
跟踪目标函数 (8)的值函数 J∗

N (k) = JN (z∗(k),

v∗(k))与J0
N (k) = JN (z0(k), v0(k)),则收缩函数定义

为η(k, γ) := J0
N (k) + γ(J∗

N (k − 1) − J0
N (k)).其中:

J∗
N (k − 1)为目标函数 (8)在k − 1时刻关于{z∗(k −

1), v∗(k − 1)}的值函数,收缩因子γ ∈ [0, 1).显然,在
各时刻依据J0

N (k)和J∗
N (k)以及实际状态x(k)更新.
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注1 扩大MPC可行域X0
N的直接方法是扩大

终端域Zf .通常在给定预测时域N条件下,降低终端
控制律u = Kfx的控制增益Kf可增大Zf ,但会恶化
MPC控制性能;相反,为获得MPC最优控制性能,Kf

应为高增益,但会导致Zf很小
[24-26].一种缓解控制性

能与终端域冲突的有效方法是对系统终端状态进行

线性分解,进而设计基于线性分解的MPC策略[26].

2.2 基于线性分解的Tube鲁棒EMPC
考虑名义系统 (3)的一组控制增益{Kl, I0:q, q ⩾

1}及其终端控制律{v = Klz, l ∈ I0:q},并满足矩
阵A+BKl稳定.通常K0取为LQR (linear quadratic
regulator)增益,即K0 = Kf ,而K1,K2,. . .,Kq选择为

低增益.定义名义系统(3)的多增益控制律

v =

q∑
l=0

Klrl, (12)

其中rl为松弛变量,满足 r+l = (A + BKl)rl.再对名
义状态做如下线性分解:

z =

q∑
l=0

rl. (13)

松弛变量序列rs ∈ Rqn和增广状态d ∈ R(q+1)n为

rs = [rT1 , r
T
2 , . . . , r

T
q ]

T, d = [zT, rTs ]
T. (14)

进而将终端状态 z(N |k)分解为 q个松弛变量组合,
如式 (13)所示.相应地,终端罚函数E(z)改写为F (d)

(F (d)将在3.3节给出),则跟踪目标函数 (8)在线性分
解后转化为如下函数:

VN (z(k), v(k), rs(N |k)) =

F (d(N |k)) +
N−1∑
i=0

L(z(i|k), v(i|k)). (15)

相应的经济目标函数(9)转化为

VE(z(k), v(k), rs(N |k)) =

Es(rs(N |k)) +
N−1∑
i=0

LE(z(i|k), v(i|k)). (16)

其中:终端罚函数Es = (rs − ze)
TPs(rs − ze),权重矩

阵Ps为正定对称矩阵.
令x(k)为当前时刻k的测量状态,则定义基于线

性分解的EMPC (LD-TEMPC)优化问题为

V ∗
E(k) = min

z(k),v(k),rz(N |k)
VE(z(k), v(k), rs(N |k)).

(17a)

s.t. z(i+ 1|k) = Az(i|k) +Bv(i|k); (17b)

z(i|k) ∈ Z, v(i|k) ∈ V, i ∈ I0:N−1; (17c)

x(k) ∈ z(k)⊕ S; (17d)

d(N |k) ∈ D; (17e)

VN (k) ⩽ η(k, γ). (17f)

其中:V ∗
E为对应最优解{z∗(k), v∗(k), r∗s(N |k)}的经

济最优值函数.约束 (17b)∼ (17d)与优化问题 (10)保
持一致;D为包含xe的增广终端域;不等式 (17f)为收
缩约束.进一步,定义基于线性分解的跟踪最优控制
问题则在每个采样时刻k,求解如下有限时域经济型
最优控制问题:

V 0
N (k) = min

z(k),v(k),rs(N |k)
VN (z(k), v(k), rs(N |k));

s.t.式(17b) ∼ (17e). (18)

其中V 0
N为最优解{z0(k), v0(k), r0s(N |k)}的值函数.
令{z∗(k), v∗(k), r∗s(N |k)}为优化问题 (17)在时

刻k的最优解,其中v∗(k) = {v∗(0|k), . . . , v∗(N − 1|k)},

r∗s(N |k) = [r∗1(N |k)T, . . . , r∗q (N |k)T]T.
(19)

对应的状态序列与增广终端状态序列为

z∗(k) = {z∗(1|k), z∗(2|k), . . . , z∗(N |k)},

d∗(N |k) = [z∗(N |k)T, r∗s(N |k)T]T. (20)

分别将最优解{z∗(k), v∗(k), r∗s(N |k)}和{z0(k), v0(k),
r0s(N |k)}代入函数(15),得到值函数

V ∗
N (k) = VN (z∗(k), v∗(k), r∗s(N |k)), (21)

V 0
N (k) = VN (z0(k), v0(k), r0s(N |k)). (22)

则收缩函数更新为η(k, γ) := V 0
N (k) + γ(V ∗

N (k − 1)−
V 0
N (k)).
令第 i步预测状态为ϕ(i; z, v),则定义优化问题

(17)的容许控制集为

UN (z) := {v ∈ V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
N

|ϕ(i; z, v) ∈ Z,

∀i ∈ I0:N−1, [ϕ(N ; z,v)T, rTt ]
T ∈ D}.

对应地,名义系统(3)可行初始状态集ZN定义为

ZN := {z ∈ Z | UN (z) ̸= ∅}. (23)

由优化问题(17)初始条件x(k) ∈ z(k)⊕ S 可知,不确
定系统(1)的可行初始状态集为XN = ZN ⊕ S.
考虑优化问题 (17)在时刻k的最优解,根据滚动

时域控制原理,将v∗(k)的第1个分量定义为名义控
制量,结合反馈控制律(4)定义LD-TEMPC控制律为

u∗(k) = πmpc(x(k)) =

Kinv(x(k)− z∗(k)) + v∗(0|k). (24)

对应的闭环系统为

x(k + 1) = Ax(k) +Bπmpc(x(k)) + w(k). (25)

2.3 增广终端参数计算

本节给出增广终端罚函数F (d)与增广终端域D

的计算,以保证LD-TEMPC在扰动w与约束 (2)作用
下具有递推可行性和鲁棒稳定性.
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令Ks = [K1 −K0, . . . ,Kq −K0],将式 (13)代入
(12)得

v =K0z +

q∑
l=1

(Kl −K0)rl =

[K0,K1 −K0, . . . ,Kq −K0][z
T, rTs ]

T =

[K0,Ks]d, (26)

则对应名义闭环系统为z+ = (A+BK0)z +BKsrs.
联立式(13)、(14)和(26),可得增广系统

d+ =

[
AK0

BKs

0 As

]
d =: Φd. (27)

其中:矩阵Φ为Hurwitz矩阵;As为由AKl = A+BKl

构成的对角矩阵,即As = diag{AK1, AK2, . . . , AKq}.
定义目标函数(15)中的终端罚函数

F (d) = dTPdd, (28)

其中Pd为预定义的实对称矩阵Pd = diag{P0, P1,

. . . , Pq},且对于 l ∈ I0:q,Pl > 0.
引理2 考虑增广系统 (27)及其一组稳定控制

律v = Klz, l ∈ I0:q,存在唯一确定的正定对称矩阵
Pl满足Lyapunov方程

AT
Kl
PlAKl

− Pl =

− (Kl −K0)
T(R+BTP0B)(Kl −K0),

其中P0 = Pf .进一步得到式(31)的对角矩阵Pd.
令Ps = diag{P1, P2, . . . , Pq},应用文献 [21]引理

2.2可直接验证该引理.
联立式(6)、(27)和(28),得到增广状态d满足

d ∈ G ={
d ∈ R(q+1)n

∣∣∣ [ Fz 0

FvK0 FvKs

]
d ⩽

[
gz

gv

]}
, (29)

其中原点包含于集G且D ⊂ G.令D为增广系统

(27)在约束 (29)下的最大PI集,Ω为D在z平面上的

投影.根据文献 [21]可直接得到如下结论: 1)存在控
制律v = [K0,Ks]d ∈ V 使集Ω是名义系统 (3)的PI
集; 2)令Ωl为控制律v = Klz (l ∈ I0:q)作用下名义

系统(3)的最大PI集,则Ωl ⊆ Ω,Ω0 = Zf .

2.4 性能分析

假设1 考虑增广系统 (27)及终端罚函数F (d)、

增广终端约束集D ⊂ G、传统终端约束集Zf ⊂ Z和

终端控制律v ∈ V ,设对于任意d ∈ D和z ∈ Zf ,下列
条件成立:

1)ΦD ⊆ D ⊂ G, [K0,Ks]D ⊆ V ;
2)F (d+) − F (d) ⩽ −L(z, v), ∀(d, z, v) ∈ D ×

Zf × V .
假设1是增广系统(27)的终端“三要素”条件,其

中条件1)表明D是该系统的一个不变集,条件2)表
明罚函数F是该系统的一个局部Lyapunov函数.注
意到,终端“三要素”是保证常规MPC稳定性的主要
条件.
定理1 若假设1成立,则优化问题 (17)在RPI集

XN内具有递推可行性.
证明 令{z∗(k − 1), v∗(k − 1), r∗s(N |k − 1)}为

优化问题 (17)在k − 1时刻的经济最优解,对应序列
z∗(k − 1)和增广终端状态d∗(N |k − 1),则构造优化
问题(17)在k时刻的备选解

v1(k) :=

{v∗(1|k − 1), . . . , v∗(N − 1|k − 1), v1(N − 1|k)},
(30)

其中v1(N − 1|k) = [K0 Kt]d
∗(N |k − 1). r1s(N |k) =

{((A + BKl)r
∗
l (N |k − 1))T, l ∈ I1:q}对应的状态序

列为

z1(k) := {z∗(1|k − 1), . . . , z∗(N |k − 1), z1(N |k)},
(31)

其中 z1(N |k) = (A + BK0)z
∗(N |k − 1) +

BKsd
∗(N |k − 1).增广终端状态为 d1(N |k) =

Ωd∗(N |k − 1).可以看出,序列 (30)和 (31)满足约束
(17a)∼ (17e),即满足优化问题 (18)的约束,亦即控
制序列 (30)是优化问题 (18)在 k时刻的一个可行

解,因此在k时刻优化问题 (18)存在最优解 {z0(k),
v0(k), r0s(N |k)}.
令V 1

N (k) = VN (z1(k), v1(k), r1s(N |k)),则有

V 0
N (k)− V ∗

N (k − 1) ⩽ V 1
N (k)− V ∗

N (k − 1) =

− L(z∗(k − 1), v∗(0|k − 1))+

F (Φd∗(N |k − 1))− F (d∗(N |k − 1))+

L(z∗(N |k − 1), vs(N − 1|k)). (32)

由于d∗(N |k − 1) ∈ D,应用假设1进一步可得

V 0
N (k)− V ∗

N (k − 1) ⩽ −L(z∗(k − 1), v∗(0|k − 1)).

(33)

由于γ ⩾ 0,满足收缩约束 (17f),即V 0
N (k) ⩽ η(k, γ),

{z0(0), v0(k), r0s(N |k)}为优化问题 (17)在 k时刻的

一个可行解.又由容许控制集和可行初始状态集定
义可知,对于任意x(k − 1) ∈ XN ,闭环系统k时刻的

状态满足x(k) ∈ XN ,即XN是闭环系统的RPI集,从
而优化问题(20)在RPI集XN内具有递推可行性. 2

注 2 传统MPC递推可行性证明通过直接构
造基于前一时刻最优解的备选解实现[27],但LD-
TEMPC涉及两个优化问题,因此基于优化问题 (17)
在k − 1时刻最优解构造的备选解(31)仅用于证明优
化问题 (18)在k时刻具有可行性,进而应用式 (18)的
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最优解证明优化问题(17)在k − 1时刻的可行性.
如果优化问题 (17)在初始时刻有可行解,则应用

定理1可知,该优化问题在任意时刻都是可行的.
定理2 考虑不确定系统 (1),如果假设1成立且

优化问题 (17)初始可行,则闭环系统 (25)在吸引域
XN内关于集ze ⊕ S渐近稳定.

证明 选择值函数 (21)作为闭环系统 (25)的候
选Lyapunov函数,分别将优化问题 (17)在k − 1和k

时刻的最优解代入式(21),联立式(17f)和(22),可得

V ∗
N (k)− V ∗

N (k − 1) ⩽ η(k, γ)− V ∗
N (k − 1) =

(1− γ)(V 0
N (k)− V ∗

N (k − 1)). (34)

根据假设1和式(33),不等式(34)可以简化为

V ∗
N (k)− V ∗

N (k − 1) ⩽
(γ − 1)L(z∗(k − 1), v∗(0|k − 1)). (35)

由于0 ⩽ γ ⩽ 1且L(z, v)关于 (ze, ve)正定,值函数
V ∗
N (k)沿着名义轨迹单调递增.又V ∗

N (k) ⩾ L(z∗(k),

v∗(0|k)),故V ∗
N (k)为名义闭环系统的一个Lyapunov

函数,则经济最优稳态ze在区域ZN内渐近稳定,进
而ZN是名义闭环系统的吸引域.由于x(k) ∈ z(k) ⊕
S,闭环系统(25)在吸引域XN内关于集ze⊕S渐近稳

定. 2
注 3 分析优化问题 (10)和 (17)可知,传统

TEMPC的最优解满足LD-TEMPC的约束条件,这意
味着优化问题 (10)最优解是优化问题 (17)的可行解.
进一步,对于优化问题 (17),当rs = ze即不存在松弛

变量时,优化问题(17)将退化为优化问题(10).
定理3 考虑系统 (1)及其最小RPI集S,如果假

设1满足,则以下结论成立:
1)对于任意N ∈ Z+,X0

N ⊆ XN ;
2)对于任意状态x(k) ∈ X0

N , LD-TEMPC的经济
性能不差于传统TEMPC的经济性能.
证明 1)给定任意N ∈ Z+,选取任意状态x(k)

∈ X0
N并令 {z0(k), v0(k)}为优化问题 (10)在k时刻

的最优解.再令r0s(N |k) = 0,构造相应的解{z0(k),
v0(k), r0s(N |k)}.可检验该构造解满足优化问题 (17)
的所有约束,根据 LD-TEMPC可行域的定义可得
x(k) ∈ XN .由于状态x(k)取值的任意性,得到X0

N ⊆
XN .

2)考虑任意状态x(k) ∈ X0
N ,利用k时刻优化

问题 (17)的最优解{z∗(k), v∗(k), r∗s(N |k)}计算最优
值函数V ∗

E(k).由1)结论可知,构造解{z0(0|k), v0(k),
r0s(N |k)}也是优化问题 (17)在该时刻的一个可行
解.令V 0

E(k) = VE(z
0(0|k), v0(k), r0s(N |k)),则由最

优性原理可知,不等式V ∗
E(k) ⩽ V 0

E(k)成立.再将该
可行解代入式 (16),可得V 0

E(k) = J0
E(k),其中J0

E(k)

为优化问题 (10)在k时刻的最优值函数.因此,对于

任意状态x(k) ∈ X0
N ,不等式J0

E(k) ⩽ V ∗
E(k)成立. 2

下面给出LD-TEMPC算法的实施过程.
算法1 LD-TEMPC算法.
1:初始化.设置N > 0, 0⩽ γ ⩽ 1,Tsim ,LE(x, u),

Q > 0和R > 0;离线计算约束集D;令η(k, γ)充分

大.
2: for k = 1 : Tsim

3: if k == 1 do
4: 求解优化问题(17),获得控制序列vv∗(k);
5: else if k > 1 do
6: 求解优化问题(18),获得控制序列v0(k);
7: 更新收缩约束η(k, γ);
8: 求解优化问题(17),获得控制序列v∗(k);
9: end if
10: 由式(24)获得实际控制序列u∗(k);
11: 将u∗(k)的首个元素输入系统 (1);令k =

k + 1;
12: end for
注4 在LD-TEMPC算法中,收缩约束(17f)在初

始k = 0时刻是不起作用的,即优化问题 (18)在初始
k = 0时刻无需求解.在实际应用中,通常采用一个足
够大的值初始化函数η(k, γ)即可.
注5 LD-TEMPC算法在每个时刻k − 1依次需

要求解两个优化问题 (17)和 (18),其中式 (18)和 (17)
目标函数分别表示面向稳定性的控制目标和面向

经济性的控制目标.现有研究表明,这两个目标相
互冲突,即经济优化通常会降低闭环系统的稳定性;
反之,追求过快的系统稳定会降低闭环系统经济性
能[5-6].本文算法以稳定控制目标优先于经济控制目
标为视角,利用不等式约束 (17f)消解这两个目标的
冲突性,因此LD-TEMPC本质上是一种特殊的多目
标控制策略.进一步,由于采用收缩约束 (17f)保证闭
环系统 (25)的鲁棒稳定性, LD-TEMPC经济目标优
化与系统鲁棒稳定控制是解耦的,从而简化了EMPC
鲁棒稳定性综合策略设计与应用.

3 仿真与结果分析

LD-TEMPC为本文所提出算法, TEMPC为传统
Tube鲁棒EMPC算法,仿真中的PI集由Matlab 2018a
多参数工具箱3.0 (MPT3)计算获得.考虑如式 (1)的
含未知附加扰动的不确定线性系统,参数选择如下:

A =

[
0.99 0.01

−0.08 0.90

]
, B =

[
−0.007

−0.142

]
.

状态约束X = {x ∈ R2 |xi| ⩽ 5, i = 1, 2},控制约束
U = {u ∈ R : |u| ⩽ 5},扰动输入约束W = {w ∈
R2 : |w1| ⩽ 0.02, |w2| ⩽ 0.03}.参考文献 [25],最小
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RPI集S由稳定增益Kinv = [−0.003 1,−0.006 6]计算

得到.根据式(6)计算该系统的紧缩约束为

Z = {z ∈ R2 : |z1| ⩽ 4.467, |z2| ⩽ 4.638},

V = {v ∈ R1 : |v| ⩽ 2.524}. (36)

仿真中,选择经济性能函数为

LE = 0.5v(1− 4z2). (37)

计算最优经济稳态点 (ze, ve) = ([2.063, 0.125]T,

−1.25);然后选择关于平衡点的二次型性能函数

LN =(z − ze)
TQ(z−ze)+(v−ve)

TR(v−ve). (38)

其中:加权矩阵Q = 100I ,R = I , I为单位矩阵.通过
求解LQR问题,得到终端反馈增益K0和罚矩阵P0分

别为

K0 = [4.155 4.959], P0 =

[
1 058.417 75.278

75.278 135.408

]
.

令 q = 1,选择稳定的低增益K1 = Kinv,通过求解
Lyapunov方程,计算得到罚函数加权矩阵

P1 =

[
356.150 423.498

423.498 917.099

]
.

则终端罚函数的加权矩阵为Pd = diag{P0, P1}.
图 1给出了TEMPC和LD-TEMPC两种策略对

应的名义终端域 (Ω0和Ω),虚线为LD-TEMPC,点划
线为TEMPC,实线为紧缩状态约束集,点线为Tube不
变集S.其中Ω0 = Zf为系统最大PI集,是终端集D

在x空间上的投影.由图1可知, LD-TEMPC终端状
态实现了线性分解,区域大于Ω0,即线性分解扩大了
系统的终端域,进而扩大了闭环系统的吸引域.进一
步,从保证EMPC优化问题初始可行性所需最短预测
时域Nmin角度进行验证,表1列出了3个不同初始状
态 [0, 2]T、[2, 3]T和 [2, 4]T下的最短预测时域Nmin.由
表1可知, LD-TEMPC的Nmin远小于TEMPC的Nmin,
从而在保证闭环系统鲁棒稳定性的前提下可降低

EMPC的在线计算量.
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图 1 两种算法终端域、紧缩状态约束集和Tube不变集

表 1 保证优化初始可行的最短预测时域Nmin

初始状态 [0,−2]T [2,−3]T [−2, 4]T

LD-TEMPC 1 1 2
TEMPC 9 10 5

进一步,比较LD-TEMPC和TEMPC策略的闭环
系统性能.为此,考虑系统的扰动输入信号

w(k) =

[
0.02 sin(0.2k)
0.03 cos(0.2k)

]
, k ∈ Z+. (39)

选取初始状态 [0, 2]T,收缩因子γ = 0.01, TEMPC与
LD-TEMPC的预测步长分别为9和1,结果如图2所
示.分析图2可知,两种控制策略作用下的系统闭环
状态轨迹都能稳定于平衡点 (ze, ve)的邻域,且满足
状态约束与控制约束,两种控制策略作用下的闭环系
统具有相似的动态响应.但由图1可知, LD-TEMPC
能获得比TEMPC更大的终端域,这有利于采用更小
的预测时域获得相同的闭环动态响应,从而减小优化
问题的在线计算量,其中LD-TEMPC单步平均计算
时间为184.7ms,而常规TEMPC单步平均计算时间
达到了516.0ms.
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图 2 两种算法状态轨迹和控制曲线

为验证LD-TEMPC在TEMPC初始可行域内的
局部性质,考虑N = 8时可行域X0

8内的 3个初始
状态点A[1, 1]T、B[1, 1]T和C[1, 2]T.图3给出了在扰
动输入 (39)作用下各时刻LD-TEMPC和TEMPC的
经济性能函数最优值.由图3可见,在TEMPC初始可
行性域内, LD-TEMPC取得的经济性能不差于传统
TEMPC的经济性能,即LD-TEMPC具有局部最优经
济性能.
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图 3 两种算法实时最优经济值

下面分析收缩因子γ对LD-TEMPC闭环系统的
鲁棒稳定性和平均经济性能 (Jave)的影响,其中Jave
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为在一个足够长时域 [0, T ]内的平均累计经济性能,

表示为Jave =
1

T

T∑
k=0

LE(x(k), u
∗(x(k))).仿真中令

T = 300,任意选择值为0.01、0.3、0.5和0.7,取表1
中第1组初始条件和参数.图4给出了不同γ取值下

的闭环状态轨迹和控制输入信号.表2列出了各γ值

下闭环系统的暂态过渡时间Ttr和平均经济性能.由
图4和表2结果可知,取值越小,闭环状态轨迹收敛速
度越快,但闭环系统平均经济性能会下降;反之,增大
取值,闭环系统平均经济性能会提高,但延长了系统
的暂态时间,进而影响闭环系统的稳定性.因此,可以
通过调整值权衡闭环系统经济性能和鲁棒性能,提高
EMPC控制器应用的灵活性.
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图 4 不同γ值下LD-TEMPC闭环状态轨迹和控制曲线

表 2 过渡时间和平均经济性能

γ 0.01 0.3 0.5 0.7

Ttr/ms 98 142 211 293
Jave −0.246 −0.272 −0.281 −0.288

最后比较所提出算法与线性分解 Tube鲁棒
MPC算法 (LD-TMPC)[30]在闭环动态响应和经济性
能方面的差异.考虑扰动输入信号

w(k) =

[
0.02 exp(−0.2k)

0.03 exp(−0.2k)

]
, k ∈ Z+. (40)

取初始状态 [0, 2]T、N = 2和γ = 0.01,仿真结果如图
5所示.由图5可知,两种控制算法都能保证系统在扰
动输入 (40)的作用下仍稳定于平衡点(ze, ve)的邻域,
且满足状态约束与控制约束.进一步分析图5可知,
两种控制算法作用下的闭环系统具有相似的动态响

应.两种控制算法取得的闭环系统经济性能如表3所
示.由表3可知,本文LD-TEMPC算法对比LD-TMPC
算法,闭环系统的累积经济性能Jc提升了30.2%,具
有更好的经济性,但由于LD-TEMPC算法需要在线
求解两个优化问题,算法单步平均计算时间Ta有所

增加,后续将开展LD-TEMPC算法的计算轻量化研
究.
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图 5 两种算法闭环状态轨迹和控制曲线

表 3 累积经济性能和单步平均计算时间

Jc Ta/ms

LD-TEMPC −9.776 30.973 2
Jave −7.509 6.982 5

4 结 论

本文针对约束不确定线性系统的经济优化与鲁

棒控制问题,提出了一种基于线性分解的Tube鲁棒
经济模型预测控制策略.首先基于收缩约束思想设
计了具有鲁棒稳定保证的Tube经济预测控制策略;
然后利用线性分解对终端状态、终端约束、终端罚

函数和终端控制律进行再设计,在满足系统约束条
件下扩大EMPC的终端域,从而在同样初始可行域的
条件下减少预测时域,进而降低控制器在线优化的计
算量;在此基础上,结合紧缩约束条件、收缩原理和
Lyapunov稳定性定理,建立了保证闭环系统关于未
知有界扰动的鲁棒稳定性的充分条件和新策略的局

部性能结果;最后通过数值对比实验表明了所提出
策略的有效性和优越性.
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