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基于势博弈的智能电网需求侧管理问题

刘 敏, 王金环†
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摘 要: 基于矩阵半张量积方法研究智能电网需求侧管理问题.首先,基于势博弈的判定条件,利用势博弈对智能
电网需求侧管理问题建模并构造相应的势函数;其次,当策略更新规则为时间级联型短视最优响应时,设计牵制控
制使得势博弈在演化过程中镇定到最优纳什均衡;然后,在牵制控制设计过程中,为减少控制成本,设计算法得到
尽可能少的控制玩家;最后,通过算例验证理论结果的有效性.
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Potential game for demand-side management of smart grids
LIU Min, WANG Jin-huan†
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Abstract: This work investigates the demand-side management of smart grids via the semi-tensor product of matrices.
Firstly, based on the criterion of potential games, the potential game is used to model the demand-side management of
smart grids and the corresponding potential function can be constructed. Secondly, when the cascading myopic best
response adjustment is used as the strategy updating rule, a pinning control is designed to make the potential game
converge to the optimal Nash equilibrium. During the process of designing the pinning control, in order to reduce the
control cost, an algorithm is constructed to get as few control players as possible. Finally, an example is provided to verify
the theoretical results.
Keywords: potential game；semi-tensor product of matrices；evolutionary game；demand-side management of smart
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0 引 䀰

智能电网需求侧管理问题是指通过改变社区的

选择来优化资源配置,最大限度地降低用电成本.文
献 [1]给出了一种双层优化模型降低供应商的花费
成本;文献[2]中,为了防止智能电网中用户数据泄露,
设计了一种容错多子集数据聚合方案.目前,主要从
稳定性[3]与最优性[4]两方面研究智能电网问题.

博弈论是解决智能电网相关问题的有效工具,包
括零和博弈[5]、主从博弈[6]和网络演化博弈[7]等.文
献[8]利用势博弈解决了带有实际约束的经济电力调
度问题;文献 [9]基于Stackelberg博弈,通过优化用电
价格使智能电网的利润最大化.不同于上述智能电
网问题的考虑角度,本文从社区两种不同的用电选择
出发,建立势博弈模型并考虑博弈的演化.

文献 [10]引入了一种特殊的有限博弈—–势博
弈,文献 [11]通过构造势函数,证明了势博弈至少存
在一个纯纳什均衡.势博弈具有纯纳什均衡这一性
质,便于利用势博弈对实际问题的建模.文献 [12]研
究了带有特定玩家花费和资源失效的拥塞博弈是否

为势博弈,分析演化博弈的镇定,并将理论结果应用
于网络资源分配问题;文献 [13]应用势博弈模型解决
了带有耦合约束的NFV服务功能链路分配问题.上
述都是基于势博弈的良好性质,解决实际工程领域的
各种问题.

最近,矩阵半张量积方法在许多领域得到了广泛
应用,包括逻辑网络[14]和博弈论[15]等.作为一种新
的矩阵乘积,矩阵半张量积将逻辑系统转化为离散系
统.因此,人们应用矩阵半张量积研究布尔 (控制)网
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络的许多问题,包括能控性[16]、能观性[17]、稳定性问

题[18]等.文献 [19]将连续域中的最优控制问题近似
为一个有限域上的问题,进而利用矩阵半张量积解决
有限时域上的最优控制问题.此外,演化博弈的建模
与控制[20]、加权势博弈[21]和拥塞博弈[12]等许多博弈

问题也可以通过矩阵半张量积进行研究.文献 [7, 22-
23]用网络演化博弈对智能电网需求侧管理问题建
模.文献 [7]设计了间歇控制最小化智能电网的总成
本,文献 [22]设计了开环控制实现全局收敛,文献 [23]
设计了状态反馈控制实现目标优化.但上述网络演
化博弈模型很难判断纳什均衡的存在性与求解纳什

均衡.本文考虑利用一种特殊的博弈—–势博弈对智
能电网需求侧管理问题建模,容易求得纳什均衡.在
此基础上,进一步分析势博弈在特定规则下的演化.

本文基于矩阵半张量积,研究智能电网的势博
弈建模及全局收敛性.主要工作包括: 1)不同于文献
[22-23],定义新的花费函数,利用势博弈对智能电网
需求侧管理问题建模并构造相应势函数; 2)针对势
博弈在时间级联型短视最优响应下的演化,利用矩阵
半张量积的代数状态空间方法,设计牵制控制使博弈
镇定到最优纳什均衡; 3)在牵制控制设计过程中,为
减少控制成本,构造算法得到尽可能少的控制玩家.

1 基础⸕䇶

首先给出本文用到的记号:
1) Mm×n是m× n维实矩阵集合;
2)记i = 1, 2, . . . , l为i ∈ [1, l].
定义1 [24] 令矩阵P ∈ Mm×n, Q ∈ Mp×q,记n

与p的最小公倍数为 t = lcm{n, p},则P与Q的半张

量积定义为

P ⋉Q := (P ⊗ I t
n
)(Q⊗ I t

p
),

其中⊗为Kronecker积.
本文默认的矩阵乘积为半张量积,因此省略半张

量积符号⋉.
定义2 [11] 给定博弈G = (N,S,C). G称为势

博弈,如果存在一个函数P : S → R (称为势函
数),使得对于每一个 i ∈ N ,每一对 si, s

′
i ∈ Si及

s−i ∈ S−i, S−i :=
∏
j ̸=i

Sj均满足

ci(si, s−i)− ci(s
′
i, s−i) = P (si, s−i)− P (s′i, s−i).

(1)

命题 1 [11] 一个博弈G是势博弈,当且仅当对
于任意 i, j ∈ N及si, s

′
i ∈ Si, sj , s′j ∈ Sj , s−{i,j} ∈

S−{i,j}均有

ci(s
′
i, sj , s−{i,j})− ci(si, sj , s−{i,j})+

cj(s
′
i, s

′
j , s−{i,j})− cj(s

′
i, sj , s−{i,j})+

ci(si, s
′
j , s−{i,j})− ci(s

′
i, s

′
j , s−{i,j})+

cj(si, sj , s−{i,j})− cj(si, s
′
j , s−{i,j}) = 0.

定义3 [11] 给定博弈G = (N,S,C),一个局势
s∗ = (s∗1, s

∗
2, . . . , s

∗
n)称为G的一个纯纳什均衡,如果

对于任意的si ∈ Si, i ∈ N ,有

ci(s
∗
1, . . . , s

∗
n) ⩾ ci(s

∗
1, . . . , s

∗
i−1, si, s

∗
i+1, . . . , s

∗
n).

2 主要结果

本节考虑智能电网的势博弈建模及其演化过

程.在演化过程中,利用矩阵半张量积设计牵制控制,
使得势博弈全局镇定到最优纳什均衡.

2.1 势博弈建模

随着经济的发展,新建智能电网在一些偏远地
区涌现.在智能电网出现之前,社区使用的是当地设
施发电,如柴油发电机[22].本文考虑智能电网与柴油
发电并存的智能电网需求侧管理问题,居民可以根
据不同的定价在新建智能电网和柴油发电之间作出

选择.考虑一个连接n个社区的智能电网,每个社区
有两种选择:智能电网或柴油发电.使用如下等价关
系: 1 ∼ δ12 = [1, 0]T, 2 ∼ δ22 = [0, 1]T.上述问题用博
弈G建模:

1) N = {1, 2, . . . , n}是由n个社区组成的玩家

集.
2) 玩家 i的策略集为Si = {1, 2}, i ∈ N ,其中

1(δ12)和2(δ22)分别表示智能电网和柴油发电的策略.
3) ci(s)是玩家 i的花费函数,定义为

ci(s) =


pg, si = δ12 ;

pd, si = δ22 .
(2)

其中: si是玩家 i的策略; pd代表柴油发电的单价,保
持固定不变; pg代表智能电网的单价,随选择它的用
户数变化,当很少用户使用电网时, pg会很高,也会随
使用电网的用户数增加而降低,当使用人数超过一定
阈值, pg将会增加[22].
设ng(s), nd(s)分别为局势s下选择智能电网和

柴油发电的用户数.下面证明博弈G是一个势博弈,
从而有纳什均衡,再基于文献 [11]进一步构造势函
数.

定理1 上述构造的博弈G是一个势博弈,并且
势函数表示为

P (s) =

ng(s)∑
k=1

pg(k) + nd(s)pd, (3)

其中ng(s) + nd(s) = n.
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证明 对于任意两个玩家 i, j,不失一般性,假设
i < j.由于玩家 i的策略集为Si = {1, 2},假设si =

1, s′i = 2.类似地,玩家j的策略为sj = 1, s′j = 2.假
设在s−{i,j} ∈ S−{i,j}中,有n1个玩家选择策略1,n2

个玩家选择策略2.下面计算玩家 i, j在不同局势下

的花费.

ci(s
′
i, sj , s−{i,j}) = ci(. . . , 2, . . . , 1, . . .) = pd,

ci(si, sj , s−{i,j}) = ci(. . . , 1, . . . , 1, . . .) = pg(n1+2),

ci(s
′
i, s

′
j , s−{i,j}) = cj(. . . , 2, . . . , 2, . . .) = pd,

ci(s
′
i, sj , s−{i,j}) = cj(. . . , 2, . . . , 1, . . .) = pg(n1+1),

ci(si, s
′
j , s−{i,j}) = ci(. . . , 1, . . . , 2, . . .) = pg(n1+1),

ci(s
′
i, s

′
j , s−{i,j}) = ci(. . . , 2, . . . , 2, . . .) = pd,

cj(si, sj , s−{i,j}) = cj(. . . , 1, . . . , 1, . . .) = pg(n1+2),

cj(si, s
′
j , s−{i,j}) = cj(. . . , 1, . . . , 2, . . .) = pd,

其中pg(n1+1)表示当n1+1个玩家选择智能电网时

相应的价格.
容易验证如下闭环条件成立:

ci(s
′
i, sj , s−{i,j})− ci(si, sj , s−{i,j})+

cj(s
′
i, s

′
j , s−{i,j})− cj(s

′
i, sj , s−{i,j})+

ci(si, s
′
j , s−{i,j})− ci(s

′
i, s

′
j , s−{i,j})+

cj(si, sj , s−{i,j})− cj(si, s
′
j , s−{i,j}) = 0.

根据命题1,得到博弈G是势博弈.
在玩家 i的策略集中,令 si = 1, s′i = 2.假

设在 s−i中,n3个玩家选择策略 1,n4个玩家选择策

略 2.玩家 i的花费函数为 ci(si, s−i) = pg(n3 + 1),
ci(s

′
i, s−i) = pd.根据式(3)计算P (s),有

P (si, s−i) = P (. . . , 1, . . .) =

pg(1) + pg(2) + . . .+ pg(n3) + pg(n3 + 1) + n4pd,

P (s′i, s−i) = P (. . . , 2, . . .) =

pg(1) + pg(2) + . . .+ pg(n3) + (n4 + 1)pd.

容易验证

ci(si, s−i)− ci(s
′
i, s−i) = P (si, s−i)− P (s′i, s−i).

由定义2可得,式(3)定义的函数P (s)是势函数. 2
根据上述定理,智能电网需求侧管理问题能够用

势博弈建模且势函数如式 (3)所示.下面考虑势博弈
在特定更新规则下的演化.

2.2 控制设计

本节考虑博弈的演化,采用确定型时间级联型短
视最优响应作为策略更新规则,分析势博弈演化过
程.

由于每个玩家只有两个策略选择,确定型短视最
优响应更新规则表示为

si(t+ 1) =

si(t), si(t) ∈ Oi(t);

¬si(t), si(t) /∈ Oi(t).
(4)

其中:Oi(t) = argmax
si∈Si

ci(si, s−i(t))为 t时刻最优策

略集,当si(t) = δ2−j
2 时,¬si(t) = δj+1

2 , j ∈ [0, 1].
对所有玩家从1到n标号.本文考虑时间级联型

短视最优响应:当玩家j在t+1时刻更新策略时,由于
玩家 i(i < j)在 t + 1时刻的策略已经更新,玩家j将

根据所有玩家 i(i < j)在 t + 1时刻的策略及其余玩

家在t时刻的策略确定t+ 1时刻的策略.演化过程为
s1(t+ 1) = f1(s1(t), s2(t), . . . , sn(t)),

...

sn(t+ 1) = fn(s1(t+ 1), s2(t+ 1), . . . , sn(t)),

(5)

其中fi由式(4)决定, i ∈ N .
注1 根据势博弈的定义,在时间级联型短视最

优响应更新规则下,无论玩家如何标号,所有玩家都
会朝势函数取最优的方向更新.因为局势是有限的,
所以最终收敛到纳什均衡.社区 (玩家)如何标号都
不会影响收敛结果,因此每个社区的标号可以是任意
的.
式 (5)给出了用户的决策过程,利用矩阵半张量

积,得到式(5)的代数表示,即
s1(t+ 1) = L1s(t),

...

sn(t+ 1) = Lns(t).

(6)

其中:Li是fi的结构矩阵, s(t) = ⋉n
i=1si(t), i ∈ N .

将式(6)中的方程相乘,得到

s(t+ 1) = Ls(t), (7)

其中L = L1 ∗ . . . ∗ Ln ∈ L2n×2n , ∗是Khatri-Rao积.
将势函数作为目标函数,势博弈在演化规则 (5)

下,所有局势都将演化到纳什均衡,但不一定收敛到
期望的纳什均衡.因此,考虑采用控制手段,通过控制
一些玩家的策略选择使得势博弈能够演化到最优纳

什均衡.
下面设计牵制控制使博弈G全局镇定到最优纳

什均衡.为减少控制成本,设计算法确定尽可能少的
控制玩家.进一步,设计状态反馈控制.
假设纳什均衡集为Λ={δα1

2n , δ
α2
2n , . . . , δ

αp′

2n , δ
αp′+1

2n ,

. . . , δ
αp

2n },把集合 Λ分成两部分:Λ = Λ′ ∪V 且
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Λ′ ∩V = ∅.其中: Λ′ = {δαi
2n |i ∈ [1, p′]}为触发

集;集合V = {δαi
2n |i ∈ [p′ + 1, p]}为最优纳什均衡

集,记为目标集.定义Rτ (V ) = {δαj

2n |存在1 ⩽ τ ⩽
2n, τ ∈ Z+,使得Lτδ

αj

2n ∈ V }为集合V 的τ步可达集,
特别地,R0(V ) = V .记τ∗为使得Rτ (V ) = Rτ+1(V )

成立的最小 τ值,称为到达集合V 的最大转移步数,
则最大转移步数可达集为Rτ∗(V ).不失一般性,假设
集合Rτ∗(V )中有 l−p′个局势,则Rτ∗(V ) = {δαj

2n |j ∈
[p′ + 1, l]}.

在确定型时间级联型短视最优响应更新规则

下,集合Rτ∗(V )中的局势自然演化到集合 V ,集合
S\Rτ∗(V )中的局势自然演化到触发集Λ′.因此,只
需要设计控制使得集合 Λ′中的局势演化到集合

Rτ∗(V )中.演化过程如图1所示.

Λ

V

'

图 1 局势演化过程

为减少控制成本,希望选择尽可能少的控制玩
家.分解集合Λ′,Rτ∗(V )中的局势,进而确定控制玩
家集. 下面给出算法确定控制玩家.

算法1 确定尽可能少的控制玩家.
step 1: 对每一个局势 δαi

2n ∈ Λ′, i ∈ [1, p′],将其
分解为(s1,αi

, s2,αi
, . . . , sn,αi

).类似地,对每一个局势
δ
αj

2n ∈ Rτ∗(V ), j ∈ [p′ + 1, l],分解为 (s1,αj
, s2,αj

,

. . . , sn,αj
).

step 2: 将 (s1,αi
, s2,αi

, . . . , sn,αi
)(i ∈ [1, p′])与

(s1,αj
, s2,αj

, . . . , sn,αj
)(j ∈ [p′ + 1, l])比较,把元素不

相同的位置对应的玩家记为集合Ui,αj
.

step 3:对每个j ∈ [p′ + 1, l],计算Uαj
=

p′∪
i=1

Ui,αj
.

step 4:从集合Uαj
(j ∈ [p′ + 1, l])中,找到有最少

个数的玩家集,记为控制玩家集 U .
注2 当集合U不唯一时,任意选择一个集合作

为控制玩家集.
根据算法 1,得到控制玩家集U .当控制被触发

时,系统(7)变为

s(t+ 1) = L′s(t), (8)

其中结构矩阵L′由算法2得到.

为了确定新结构矩阵L′,基于局势分解方法,找
到在控制作用下触发集所到达的局势,进而改变原结
构矩阵的列得到新结构矩阵L′.
算法2 确定结构矩阵L′.
step 1:计算集合Rτ∗(V ),Λ与Λ′.
step 2:对每一个δαi

2n ∈ Λ′, i ∈ [1, p′],将其分解为
(s1,αi

, s2,αi
, . . . , sn,αi

),对于每一个控制玩家 i ∈ U ,
相应的si,αi

变为¬si,αi
,得到局势δ

α′
i

2n ∈ Rτ∗(V ).
step 3: 对每一个 i ∈ [1, p′],将L的第αi列变为

δ
α′

i
2n ,其中δ

α′
i

2n ∈ Rτ∗(V ).
step 4: 保持矩阵L的其余列不变,得到新的结构

矩阵L′.
进一步可得结构矩阵L′的分解形式. 因此,系统

(6)变为

si(t+ 1) =

L′
is(t), i ∈ U ;

Lis(t), i ∈ N\U ;
(9)

其中L′
i(i ∈ U)是控制玩家的结构矩阵.
另一方面,式(5)变为

si(t+ 1) =

ui(s1, . . . , sn)⊙i fi(s1, . . . , sn), i ∈ U ;

fi(s1, . . . , sn), i ∈ N\U .

(10)

其中:ui是状态反馈控制,⊙i表示 ui与 fi之间的关

系.
假设ui(t) = Kis(t),其中Ki(i ∈ U)是状态反馈

矩阵.式(10)可表示为

si(t+ 1) =

L⊙i
Kis(t)Lis(t), i ∈ U ;

Lis(t), i ∈ N\U ;

其中L⊙i
是⊙i(i ∈ U)的结构矩阵.

基于矩阵半张量积,得到

si(t+ 1) =

L⊙i
Ki(I2n ⊗ Li)R

2n

p s(t), i ∈ U ;

Lis(t), i ∈ N\U .

(11)

若式 (9)与 (11)一致,可计算出状态反馈控制
ui(t) = Kis(t), i ∈ U .
注3 类似文献[25],得到如下方程:

L⊙i
Ki(I2n ⊗ Li)R

2n

p = L′
i, i ∈ U (12)

是可解的.
综上,得到相应的控制ui(t) = Kis(t), i ∈ U .
基于得到的控制 ui(t),如下定理分别对集合

Rτ∗(V )和集合S\Rτ∗(V )中局势进行分析,说明在该
控制作用下,博弈能够镇定到最优纳什均衡集.
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定理2 博弈(9)在控制ui(t) = Kis(t)(i ∈ U)的
作用下,能够镇定到最优纳什均衡集.
证明 根据注 2,得到方程 (12)可解.因此,得到

牵制控制ui(t) = Kis(t), i ∈ U ,使得触发集Λ′中的

局势演化到最大转移步数可达集 Rτ∗(V ).
对于任意局势δi2n ∈ S,有δi2n ∈ Rτ∗(V )或δi2n ∈

S\Rτ∗(V ).
1) 如果δi2n ∈ Rτ∗(V ),则存在0 ⩽ T1 ⩽ 2n使得

s(T1; δ
i
2n) ∈ V .

2) 如果δi2n ∈ S\Rτ∗(V ),则存在0 ⩽ T2 ⩽ 2n

使得δi2n演化到触发集Λ′.即状态s(T2; δ
i
2n) ∈ Λ′触

发控制.由于在控制ui(t) = Kis(t)(i ∈ U)下,集
合Λ′中的局势收敛到集合Rτ∗(V ).由 1)可得,集合
Rτ∗(V )中的局势演化到了最优纳什均衡集.因此,博
弈G能够镇定到最优纳什均衡集. 2
3 算例分析

例1 考虑由6个社区组成的智能电网,每个社
区有两种选择—–智能电网1(δ12)或柴油发电2(δ22).
智能电网与柴油的单价如表1所示.

表 1 智能电网和柴油发电单价

用户数 0 1 2 3 4 5 6

智能电网价格 (pg) 8.5 8 6.7 6 6.5 6.8 7.2
当地柴油价格 (pd) 7 7 7 7 7 7 7

采用时间级联型短视最优响应更新规则,利用矩
阵半张量积,计算博弈的动态演化方程

x(t+ 1) = Lx(t),

其中

L = δ64[33, 2, 3, 2, 5, 2, 3, 2, 9, 2, 3, 2, 5, 2, 3, 2, 17,

2, 3, 2, 5, 2, 3, 2, 9, 2, 3, 2, 5, 2, 3, 64, 33, 2, 3, 2,

5, 2, 3, 2, 9, 2, 3, 2, 5, 2, 3, 2, 17, 2, 3, 2, 5, 2, 3,

2, 9, 2, 3, 2, 5, 2, 3, 64].

根据结构矩阵L,找到纳什均衡集 {δ264, δ364, δ564,
δ964, δ1764 , δ3364 ,δ6464}.由式(3)可得

P (δ264) = P (δ364) = P (δ564) = P (δ964) =

P (δ1764) = P (δ3364) = 41;P (δ6464) = 42.

因此,目标集为V = {δ264, δ364, δ564, δ964, δ1764 , δ3364}.由图
2可看出,除了局势 δ3264 , δ

64
64 ,其余所有局势演化到目

标集V .即触发集为Λ′ = {δ6464},剩下所有局势组成
可达集Rτ∗(V ).
下面设计牵制控制使得博弈收敛到最优纳什

均衡集.为此,只需要设计控制使得集合Λ′中的局

势 δ6464演化到集合Rτ∗(V ).局势 δ6464的分解形式为

(1,1,1,1,1,2)

(1,1,2,1,1,1)

(1,1,1,1,2,1)

(1,2,1,1,1,1)

(1,1,1,2,1,1)

(2,1,1,1,1,1)

(2,2,2,2,2,2) (1,2,2,2,2,2) (1,1,1,1,1,1)

(2,2,2,2,2,1)

!"

#
$
%
V

图 2 演化过程

(2, 2, 2, 2, 2, 2),类似可以得到集合Rτ∗(V )中局势分

解形式.根据算法1,得到控制玩家只有1个.不失一
般性,将玩家6作为控制玩家.
根据算法 2,计算出新的结构矩阵L′.根据注 3,

有u(s) = K6s(t),其中

K6 = δ2[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2].

在动态演化过程中,当演化到触发集中的局势
δ6464 ∼ (2, 2, 2, 2, 2, 2)时,触发控制,从而下一步演化
到局势 δ6364 ∼ (2, 2, 2, 2, 2, 1),进一步演化到目标局
势δ364 ∼ (1, 1, 1, 1, 2, 1).在控制u(s) = K6s(t)作用

下,只会改变局势δ6464的演化过程,其余局势的演化过
程不变.由定理2得,博弈在控制的作用下全局收敛
到最优纳什均衡.任给 3个不同局势 s(0) = δ164 ∼
(1, 1, 1, 1, 1, 1), s(0) = δ3264 ∼ (1, 2, 2, 2, 2, 2), s(0) =

δ6464 ∼ (2, 2, 2, 2, 2, 2),图2给出演化过程,图3给出局
势和目标函数的演化过程.可以看出,所有局势能够
演化到目标集V ,目标函数演化到最优值41.

0 2 4 6 8 10
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42.6

43.0

t /s

!
"
#
$
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s(0) = (1,2,2,2,2,2)
s(0) = (2,2,2,2,2,2)

0 2 4 6 8 10
t /s

s(0) = (1,1,1,1,1,1)
s(0) = (1,2,2,2,2,2)
s(0) = (2,2,2,2,2,2)
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(a) %&
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图 3 局势及目标函数的演化过程
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4 结 论

本文研究了智能电网的势博弈建模与全局收敛

性问题.首先,利用势博弈对智能电网需求侧管理问
题建模,并构造势函数;然后,考虑博弈的演化,将部
分玩家作为控制器,设计牵制控制,使得该博弈收敛
到最优纳什均衡;最后,通过算例验证了理论结果的
有效性.在本文基础上,下一步将研究基于加权网络
拥塞博弈的智能电网需求侧管理问题,得到加权网络
拥塞博弈为势博弈的条件,进而分析其演化过程.
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