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σ优劣关系熵及其在多属性决策的应用

吴家明1, 黄哲煌1†, 李进金1,2, 刘丹玥1

(1. 华侨大学数学科学学院，福建泉州 362021；2. 闽南师范大学数学与统计学院，福建漳州 363000)

摘 要: 目前大多数的模糊关系熵是由一般的模糊二元关系构造,无法有效地对具有优劣顺序的模糊关系族进行
评估,这限制了它们在多属性决策的应用.为此,提出一种新的优劣关系熵.首先,研究一种参数化的模糊优劣关
系用于表征样本间的差异,进而探讨几种σ优劣关系的模糊类;然后,在此基础上提出一种新的σ优劣关系熵,并
介绍其一些衍生熵,如σ优劣关系条件熵、σ优劣关系联合熵和σ优劣关系互信息,探讨它们间的关系以及一些
重要性质;最后,给出2种基于σ优劣关系熵的多属性决策方法,并通过数据实例验证所提出方法的有效性和可行
性.比较和敏感性分析表明,所提出方法与一些经典多属性决策方法的排序结果具有高度一致性.特别地,在多专
家评判环境下,所提出方法具有更广泛的适用性.
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Abstract: At present, most fuzzy relation entropies are constructed by means of general fuzzy binary relations, which
cannot effectively evaluate the fuzzy relation families with order attributes. This limits their application in
multi-attribute decision-making. For this reason, a new superior-inferior relationship entropy is presented in this paper.
First, a parameterized fuzzy superior-inferior relation is studied to characterize the differences between samples, and
some fuzzy classes are then proposed with σ superior-inferior relation. On this basis, a new σ superior-inferior relation
entropy are proposed, and some of its derived entropy, such as σ superior-inferior relation conditional entropy, σ
superior-inferior relation joint entropy and σ superior-inferior relation mutual information, are then introduced. We
discuss the relationship between them and some important properties are explored. Finally, two multi-attribute
decision-making methods with σ superior-inferior relation entropy are developed, and the effectiveness and feasibility
of the presented method are verified by data examples. Comparison and sensitivity analysis show that the ranking
results of the proposed model and some classical methods are highly consistent. In particular, the proposed method has
wider applicability in the multiple expert evaluation environment.
Keywords: dominance relation；rough sets；fuzzy sets；information entropy；multi-attribute decision making

0 引 言

粗糙集是由Pawlak[1-2]提出的用于处理不确定、
不精确的一种有效的数学模型.目前为止,粗糙集
已广泛应用于机器学习、数据挖掘和模式识别等领

域[3-7].在粗糙集理论中,等价关系用于刻画分类集合
中元素间的联系.但是,等价关系的定义过于严格,限
制了粗糙集在实际问题的应用.为此,研究者陆续提
出了各种各样的衍生关系,如模糊相似关系、邻域关
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系、优势关系等.这些特殊的二元关系是粗糙集模
型的基础.不同类型的关系诱导不同的粗糙集模型.
Greco等[8]通过优势关系构建了一种用于解决多属

性决策的粗糙集模型. Zhang等[9]讨论了基于关系的

粗糙集理论与证据理论间的关系,并给出基于关系的
信念结构的直观解释. Sun等[10]提出了基于二元关

系的模糊多粒度粗糙集模型,将其用于具有不同评价
指标集的多属性群决策.针对具有模糊决策的区间
值信息系统, Yang等[11]给出了基于模糊邻域关系的

粗糙集,并针对对象动态变化的环境设计了动态更新
算法.文献 [12]研究了多粒度邻域粗糙集的粒化机
制,并应用于多标签数据集的分类学习. Hu等[13]给

出了基于优势关系的多粒度粗糙集,通过多粒化近似
提高了知识更新的计算效率. Xin等[14]提出了基于

风险偏好优先关系的多粒度直觉模糊模型,从乐观和
悲观的角度归纳出3支决策规则. Singh等[15]利用相

似度定义了2个对象间的模糊容差关系,进而构建一
种基于容差关系的粗糙集模型.
信息熵是表征不确定性信息的有效工具,可用

来评估特征子集或一族二元关系的区分信息.特征
子集或二元关系对决策属性的条件信息熵越小,它
们区分样本的能力越强[16].近年来,信息熵及其衍
生熵在模糊关系系统和模糊决策系统得到了广泛

应用. Yager[17]提出了一种模糊信息熵,用于评估一
族模糊相似关系的区分信息.在此基础上,模糊联合
熵[18]和模糊条件熵[19]被重新定义,并用于评估特征
子集的区分能力.为了综合评判给定知识的划分能
力, Qian等[20]介绍了一种组合熵; Li等[21]研究了一

种模糊关系信息系统的不确定度量方法,并分析模糊
关系诱导的信息粒度和粗糙熵;姚晟等[22]研究了基

于邻域粗糙互信息熵的非单调属性约简; Dai等[23-24]

给出了几种不同形式的条件熵,并应用于不完全决
策表.为了充分利用上近似和下近似隐含的分类信
息,Wang等[25]给出了4种不同形式的自信息熵; Tan
等[26]讨论了直觉模糊信息系统的信息粒度,进而研
究一种模糊粒度熵,并应用于特征子集的选择.为了
分析混合类型数据的不确定性,文献 [27]和文献 [28]
分别给出一般模糊关系熵和模糊邻域熵.值得说明
的是,以上所介绍的这些信息熵均集中于Shannon熵
和Yager熵的推广和应用.

多属性决策[29-31]是指在考虑多个属性条件下,
选择最优备选方案或对给定的方案进行排序的决策

问题.多属性决策广泛应用于经济学、管理学等众多
领域. Deng等[32]提出了在多尺度决策系统中的3支

多属性决策方法. Chen等[33]研究了一种基于随机直

觉模糊信息的因子分析模型,从3个角度解决了复杂
的动态多属性群体决策的问题.
本文的目的如下.
1)传统优势关系普遍存在条件过于苛刻、对关

系的描述过于粗糙等缺点,无法精确地刻画2个对象
间的差异,限制了它们在实际问题中的应用.有必要
从不同的粒度层次定义优势关系,并在优势和劣势的
视角下探索它们的模糊相似类(即优势类和劣势类).

2)大多数的模糊信息熵是利用模糊相似关系构
建的,很少考虑对象间的优劣顺序.而事实上,现实世
界中不同样本存在不同程度的差异.若能够从这些
差异定义优劣关系,进而研究不同粒度层次上的优势
关系熵,则有望对样本进行更精确地区分和比较.

3)在实际问题中,当面对一个重要决策时往往需
要多位专家商讨.但是,由于不同的知识背景、决策经
验以及决策偏好等因素的影响,不同专家的决策意见
可能无法达成一致.在这种情景下,如何选择出最合
适的专家进行决策是个重要的问题.
这些差距启发本文研究基于不同粒度层次优势

关系的信息熵以及它们在多阶段多属性决策的应

用.本文的主要内容如下.
1)针对传统优势关系的定义不够精细的问题,引

入优势程度参数σ,并提出一种改进的σ优劣关系,从
而能够从不同粒度层次上刻画2个样本间的优劣程
度.在此基础上,研究优劣关系的基本粒度,即σ优势

类、σ劣势类和σ混合类.
2)提出一种新的不确定性度量,即 σ优劣关系

熵.它可以在不同粒度层次上对目标概念的不确定
性进行度量,进而研究它的衍生熵,如σ优劣关系联

合熵、σ优劣关系条件熵和σ优劣关系互信息.讨论
这些衍生熵的性质,并探讨它们之间的关系.

3)将σ优劣关系熵应用于多属性决策问题,并提
出2种多属性决策方法.这些方法能够充分考虑不同
决策者间的差异,从多位决策者得到最权威的决策,
从而提高决策的科学性.同时,将这些方法应用于解
决实际应用问题,通过与一些经典算法的比较,验证
所提出模型的有效性和可行性.

1 基础知识

1.1 优势关系

基于优势关系的信息系统由一个 4元组构成:
S = ⟨U,A, V, f⟩.其中:U = {u1, u2, . . . , un}为对象
集;A = (a1, a2, . . . , am)为非空有限的属性集;V =
m∪

k=1

Vak
为属性集值域,且属性值Vak

有偏好次序; f :
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U ×A → V 为一个信息函数.对于ak ∈ A, u ∈ U,

f(u, ak)∈Vak
.

设S = ⟨U,A, V, f⟩为基于优势关系的信息系统,
对于∀a∈B,S在属性集B ⊆ A上的优势关系定义为

R<
B =

{(ui, uj) ∈ U × U |f(ui, a) ⩽ f(uj , a), ∀a ∈ B}.

设S = ⟨U,A, V, f⟩为一个基于优势关系的信息
系统,B ⊆ A,定义

[ui]
<
B = {uj |(ui, uj) ∈ R<

B},

其中 [ui]
<
B为在属性集B的条件下优于ui的所有对

象的集合,称为ui的优势类.

1.2 信息熵

令 (U,A, d)为一个决策表.其中:U为样本的非
空有限集,A为条件属性集, d为决策属性.对于任意
的B ⊆ A,由B诱导的等价关系定义为

RB = {(x, y) ∈ U × U |a(x) = a(y), ∀a ∈ B}.

若U被分为等价类U/RB = {X1, X2, . . . , Xl},
可将B当作一个随机变量,其所有可能值为 {X1,

X2, . . . , Xl},则B的概率分布为

p(Xi) =
|Xi|
|U |

, i = 1, 2, . . . , l,

其中 |Xi|为Xi的基数.
B的信息熵定义为

H(B) =

l∑
i=1

−p(Xi) log p(Xi).

C为A的另一属性集,U/RC = {Y1, Y2, . . . , Yt},
则B和C的联合熵定义为

H(B
∪

C) = −
l∑

i=1

t∑
j=1

p(Xi

∩
Yj) log p(Xi

∩
Yj).

可通过下式计算B在C已知情况下的条件熵:

H(B|C) = −
l∑

i=1

t∑
j=1

p(Xi

∩
Yj) log p(Xi|Yj),

其中p(Xi|Yj)= |Xi

∩
Yj |/|Yj |.

B和C的互信息被定义为

I(B;C) = −
l∑

i=1

t∑
j=1

p(Xi

∩
Yj) log

p(Xi|Yj)

p(Xi)p(Yj)
.

互信息表示2个属性集间的相关性.

2 σ优劣关系

对于传统的优势关系,仅当一个对象的所有属性
值均优于或劣于另一个对象,它们才能进行比较.但
是,现实生活中2个对象在不同属性上往往各有优劣,
很少能有全方位的优势.为此,本文提出一种新型的

σ优劣关系,用于衡量在σ程度上2个对象的关系.

2.1 几种σ优劣关系邻域

基于σ优劣关系的信息系统由一个5元组构成:
S = (U,C, V, f, σ).其中:U = {u1, u2, . . . , un}为对
象集;C = {C1, C2, . . . , Cm}为非空有限属性集;V =
m∪

k=1

VCk
为属性集值域,且属性值VCk

有偏好次序. f :

U × C → V 为一个信息函数.对于∀Ck ∈ C, u ∈ U,

f(u,Ck)∈VCk
(k=1, 2, . . . ,m),σ为参数且σ∈(0, 1].

定义1 设S=(U,C, V, f, σ)为一个基于σ优劣

关系的信息系统,其中C = {C1, C2, . . . , Cm}为非空
有限属性集,则σ优势关系定义为:在C中若存在n

个Ck 满足f(ui, Ck)⩽ f(uj , Ck),且
n

m
⩾ σ,则uj在σ

程度上优于ui,记为ui ≺σ uj .
定义2 设S=(U,C, V, f, σ)为基于σ优劣关系

的信息系统,对于任意u∈U ,u的σ优势类定义为

[u]σ1 = {v | u ≺σ v ∧ v ∈ U}.

若v ∈ [u]σ1 ,有u ≺σ v,则表明v优于u. {[u]σ1 |u ∈
U}为所有对象关于C的可能重叠的分类.一般而
言, {[u]σ1 |u ∈ U}为U的覆盖.当σ = 1时,σ优势类
[u]σ1退化为传统优势类.
由定义2,σ越大, [u]σ1越小, {[u]σ1 |u ∈ U}的分类

粒度越细.在实际应用中,可根据需要选择合适的粒
度对数据进行观察和分析.
性质1 若任意u∈U 的σ优势类为 [u]σ1 ,则:
1)对于任意u∈U ,有u∈ [u]σ1 ,故 [u]σ1满足自反性;
2)对于任意u、v、w∈U ,若v∈ [u]σ1且w∈ [v]σ1 ,则

有w∈ [u]σ1 ,故 [u]σ1具有传递性.
例1 令U = {u1, u2, . . . , u6}为6名应聘者,C=

{C1, C2, C3, C4, C5}为它们的5个指标,分别为专业
知识、英文水平、表达能力、性格和应变能力.评价结
果如表1所示.

表 1 6名应聘者的多属性决策

C1 C2 C3 C4 C5

u1 1.00 0.96 1.00 0.80 0.90
u2 0.96 0.85 0.87 0.81 1.00
u3 0.89 1.00 0.93 1.00 0.98
u4 0.94 0.86 0.99 0.80 0.86
u5 0.89 0.92 0.87 0.76 0.89
u6 0.85 0.88 0.78 0.84 0.99

令σ=0.6,得到

u1 ≺0.6 u1, u1 ≺0.6 u3;

u2 ≺0.6 u1, u2 ≺0.6 u2, u2 ≺0.6 u3;

u3 ≺0.6 u3;

u4 ≺0.6 u1, u4 ≺0.6 u2, u4 ≺0.6 u3, u4 ≺0.6 u4,

u4 ≺0.6 u6;
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u5 ≺0.6 u1, u5 ≺0.6 u2, u5 ≺0.6 u3, u5 ≺0.6 u4,

u5 ≺0.6 u5;

u6 ≺0.6 u1, u6 ≺0.6 u2, u6 ≺0.6 u3, u6 ≺0.6 u5,

u6 ≺0.6 u6.

从而得到任意ui∈U的σ优势类,即

[u1]
0.6
1 = {u1, u3}, [u2]

0.6
1 = {u1, u2, u3},

[u3]
0.6
1 = {u3}, [u4]

0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u6},

[u5]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u5},

[u6]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u5, u6}.

u的σ优势类为在σ程度上优于u的元素的集合,
如对于 [u1]

σ
1 = {u1, u3},表明u1、u3至少有3个属性

要优于u1.
定义3 设S=(U,C, V, f, σ)为一个基于σ优劣

关系的信息系统,其中C = {C1, C2, . . . , Cm}为非空
有限属性集. σ劣势关系定义为:在C中若存在n个

Ck满足f(ui, Ck)⩾ f(uj , Ck),且
n

m
⩾ σ,则uj在σ程

度上劣于ui,记为ui ≻σ uj .
定义4 设S=(U,C, V, f, σ)为一个基于σ优劣

关系的信息系统,则u∈U的σ劣势类为

[u]σ2 = {v | u ≻σ v ∧ v ∈ U}.

若v ∈ [u]σ2 ,有u ≻σ v,则表明v劣于u. {[u]σ2 |u ∈
U}为所有对象关于C的可能重叠的分类.当σ = 1

时,σ劣势类 [u]σ2退化为传统劣势类.
性质2 若任意u∈U的σ劣势类为 [u]σ2 ,则:
1)对于任意u∈U ,有u∈ [u]σ2 ,故 [u]σ2满足自反性;
2)对于任意u、v、w∈U ,若v∈ [u]σ2且w∈ [v]σ2 ,则

有w∈ [u]σ2 ,故 [u]σ2具有传递性.
例2 对于σ劣势关系,若采用σ=0.6,则得到劣

势类为

[u1]
0.6
2 = {u1, u2, u4, u5, u6},

[u2]
0.6
2 = {u2, u4, u5, u6},

[u3]
0.6
2 = {u1, u2, u3, u4, u5, u6},

[u4]
0.6
2 = {u4, u5},

[u5]
0.6
2 = {u5, u6},

[u6]
0.6
2 = {u4, u6}.

u的σ劣势类为在σ程度上劣于u的元素的集合,
如对于 [u1]

σ
2 ={u1, u2, u4, u5, u6},表明u1、u2、u4、u5、

u6至少有3个属性劣于u1.
定义5 设S=(U,C, V, f, σ)为基于σ优劣关系

的信息系统,对于∀u ∈ U ,u的混合优劣类定义为

[u]σ3 = [u]σ1
∧
[u]σ2 , [u]

σ
4 = [u]σ1

∨
[u]σ2 .

定义6 设S=(U,C, V, f, σ)为一个基于σ优劣

关系的信息系统, 其中U = {u1, u2, . . . , un}为对象
集,则σ优劣关系矩阵定义为

Rσ3 = [[ui]
σ3(uj)]n×n,

其中

[ui]
σ3(uj) =

{
1, uj ∈ [ui]

σ3;
0, uj /∈ [ui]

σ3;
i, j = 1, 2, . . . , n, 3 = 1, 2, 3, 4.

2.2 几种σ优劣关系矩阵的关系

性质3 令 [u]σ3(3=1, 2, 3, 4)为U上的σ优劣关

系类,则:
1) [u]σ3 ⊆ [u]σ1 ⊆ [u]σ4 ;
2) [u]σ3 ⊆ [u]σ2 ⊆ [u]σ4 .
由性质 3,得到 4种σ优劣关系类的关系,如图 1

所示.
[ ]u

σ

4

[ ]u
σ

2[ ]u
σ

1

[ ]u
σ

3

图 1 4种类型的σ优劣关系类的关系

性质4 令Rσ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ优劣关

系矩阵,则:
1)Rσ

3 ⊆ Rσ
1 ⊆ Rσ

4 ;
2)Rσ

3 ⊆ Rσ
2 ⊆ Rσ

4 .
证明 1)对于任意u ∈U ,有 [u]σ3 = [u]σ1

∧
[u]σ2 ⊆

[u]σ1 , [u]σ1 ⊆ [u]σ1
∨
[u]σ2 = [u]σ4 ,故 [u]σ3 ⊆ [u]σ1 ⊆ [u]σ4 ,

对于任意v ∈ [u]σ3 ,必有v ∈ [u]σ1 , v ∈ [u]σ4 ,由定义6,有
Rσ

3 ⊆ Rσ
1 ⊆ Rσ

4 .
2)证明与1)类似,此略.2
由性质4,得到几种σ优劣关系矩阵的关系,如图

2所示.

R
σ

4

R
σ

2
R

σ

1

R
σ

3

图 2 4种类型的σ优劣关系矩阵的关系

例3 由σ优势关系,得到

[u1]
0.6
1 = {u1, u3},

[u2]
0.6
1 = {u1, u2, u3},

[u3]
0.6
1 = {u3},

[u4]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u6},
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[u5]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u5},

[u6]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u5, u6}.

从而得到σ优势矩阵

R0.6
1 =



1 0 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1


.

由σ劣势关系,得到

[u1]
0.6
2 = {u1, u2, u4, u5, u6},

[u2]
0.6
2 = {u2, u4, u5, u6},

[u3]
0.6
2 = {u1, u2, u3, u4, u5, u6},

[u4]
0.6
2 = {u4, u5},

[u5]
0.6
2 = {u5, u6},

[u6]
0.6
2 = {u4, u6}.

则σ劣势矩阵为

R0.6
2 =



1 1 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 1


.

3 σ优劣关系熵及其衍生熵

3.1 σ优劣关系熵

定义7 令Rσ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ优劣关

系矩阵,则σ优劣关系熵定义为

H(Rσ3) = − log
|Rσ3|
|U |2

,

其中 | · |为矩阵的基数.
由于n ⩽ |Rσ3| ⩽ n2,易知0 ⩽ H(Rσ3) ⩽ logn.

特别当 |Rσ3| = n时,H(Rσ3) = logn;当 |Rσ3| = n2时,
H(Rσ3)=0.

例4 已知σ优势矩阵为

R0.6
1 =



1 0 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1


.

计算σ优势关系熵为

H(R0.6
1 ) = − log

21

36
≈ 0.54.

σ劣势矩阵为

R0.6
2 =



1 1 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 1


.

计算σ劣势关系熵为

H(R0.6
2 ) = − log

21

36
≈ 0.54.

性质5 令Rσ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ优劣关

系矩阵,则:
1)H(Rσ

4 )⩽H(Rσ
1 )⩽H(Rσ

3 );
2)H(Rσ

4 )⩽H(Rσ
2 )⩽H(Rσ

3 ).
证明 1)由性质4可知,Rσ

3 ⊆Rσ
1 ⊆Rσ

4 ,有 |Rσ
3 |⩽

|Rσ
1 |⩽ |Rσ

4 |,则− log
|Rσ

3 |
|U |2

⩾ − log
|Rσ

1 |
|U |2

⩾− log
|Rσ

4 |
|U |2

.

故得到H(Rσ
4 )⩽H(Rσ

1 )⩽H(Rσ
3 ).

2)证明与1)类似,此略.2
该性质表明σ优劣关系熵具有单调性.通过该不

确定性度量,可比较2个优劣关系矩阵的区分能力.

3.2 σ优劣关系联合熵

定义8 令Rσ3和R′σ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ

优劣关系矩阵,则Rσ3和R′σ3的σ优劣关系联合熵为

H(Rσ3, R′σ3) = − log
|Rσ3

∩
R′σ3|

|U |2
.

性质6 令Rσ3和R′σ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的2
个σ优劣关系矩阵,则:

1)H(Rσ3, R′σ3)⩾H(Rσ3),H(Rσ3, R′σ3)⩾H(R′σ3);
2)若Rσ3 ⊆ R′σ3,则H(Rσ3, R′σ3) = H(Rσ3).
证明 1)由Rσ3

∩
R′σ3 ⊆ Rσ3,有 |Rσ3

∩
R′σ3| ⩽

|Rσ3|,得到

− log
|Rσ3

∩
R′σ3|

|U |2
⩾ − log

|Rσ3|
|U |2

,

因此,H(Rσ3, R′σ3)⩾H(Rσ3).同理可得,H(Rσ3, R′σ3)⩾
H(R′σ3).

2)证明与1)类似,此略.2
性质6第1)项表明,σ优劣关系联合熵不小于其

单个矩阵的σ优劣关系熵.性质 6第 2)项表明,将粗
的σ优劣关系矩阵引入至细的σ优劣关系矩阵,其熵
值不会有变化.

3.3 σ优劣关系条件熵

定义9 令Rσ3和R′σ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ

优劣关系矩阵,则R′σ3关于Rσ3的σ优劣关系条件熵

为

H(R′σ3|Rσ3) = − log
|Rσ3

∩
R′σ3|

|Rσ3| .

σ优劣关系条件熵体现了在Rσ3已知的条件下
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R′σ3的不确定性信息.
性质7 令Rσ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ优劣关

系矩阵,则:
1)H(Rσ

4 |Rσ
1 ) = H(Rσ

4 |Rσ
2 ) = H(Rσ

4 |Rσ
3 ) =

H(Rσ
2 |Rσ

3 )=H(Rσ
1 |Rσ

3 )=0;
2)H(Rσ

3 |Rσ
4 ) ⩾ H(Rσ

1 |Rσ
4 ),H(Rσ

3 |Rσ
4 ) ⩾

H(Rσ
2 |Rσ

4 ).
证明 1)由性质4可知,Rσ

3 ⊆ Rσ
1 ⊆ Rσ

4 ,Rσ
3 ⊆

Rσ
2 ⊆Rσ

4 ,故 |Rσ
1

∩
Rσ

4 |= |Rσ
1 |,有

H(Rσ
4 |Rσ

1 ) = − log
|Rσ

1

∩
Rσ

4 |
|Rσ

1 |
= − log

|Rσ
1 |

|Rσ
1 |

= 0.

类似可证明,H(Rσ
4 |Rσ

2 ) =H(Rσ
4 |Rσ

3 ) =H(Rσ
2 |Rσ

3 ) =

H(Rσ
1 |Rσ

3 )=0.
2)由性质4可知,Rσ

3 ⊆Rσ
1 ⊆Rσ

4 ,故 |Rσ
3

∩
Rσ

4 | =
|Rσ

3 |, |Rσ
1

∩
Rσ

4 | = |Rσ
1 |,有 |Rσ

3

∩
Rσ

4 |⩽ |Rσ
1

∩
Rσ

4 |,则

H(Rσ
3 |Rσ

4 ) = − log
|Rσ

4

∩
Rσ

3 |
|Rσ

4 |
⩾

− log
|Rσ

1

∩
Rσ

4 |
|Rσ

4 |
= H(Rσ

1 |Rσ
4 ).

由Rσ
3 ⊆ Rσ

2 ⊆ Rσ
4 ,类似证明得到H(Rσ

3 |Rσ
4 ) ⩾

H(Rσ
2 |Rσ

4 ).2
性质7第1)项表明,粗的σ优劣关系矩阵不会对

细的σ优劣关系矩阵提供额外的区分信息.性质7第
2)项表明,引入粗的σ优劣关系矩阵不影响σ优劣关

系熵大小关系.
性质8 令Rσ3和R′σ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的2

个σ优劣关系矩阵,则:
1)H(Rσ3, R′σ3)=H(R′σ3|Rσ3) +H(Rσ3);
2)H(Rσ3, R′σ3)=H(Rσ3|R′σ3) +H(R′σ3).
证明 1)由σ优劣关系联合熵和σ优劣关系条

件熵的定义,得到

H(R′σ3|Rσ3) +H(Rσ3) =

− log
|Rσ3

∩
R′σ3|

|Rσ3| − log
|Rσ3|
|U |2

= − log
|Rσ3

∩
R′σ3|

|U |2
=

H(R′σ3, Rσ3).
故H(Rσ3, R′σ3)=H(R′σ3|Rσ3) +H(Rσ3).

2)同理,H(Rσ3, R′σ3)=H(Rσ3|R′σ3)+H(R′σ3).2
3.4 σ优劣关系互信息

定义10 令Rσ3和R′σ3(3= 1, 2, 3, 4)为U上的σ

优劣关系矩阵,则Rσ3与R′σ3的σ优劣关系互信息为

I(Rσ3;R′σ3) = log
|U |2 · |Rσ3

∩
R′σ3|

|Rσ3| · |R′σ3|
.

σ优劣关系互信息为 2个优劣关系矩阵的公
共不确定性信息,体现了它们之间的相关性.显然
I(Rσ3;R′σ3)=I(R′σ3;Rσ3).

性质9 令Rσ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的σ优劣关

系矩阵,则:
1) I(Rσ3;Rσ

4 )=H(Rσ
4 );

2) I(Rσ
3 ;R

σ3)=H(Rσ3).
证明 1)由Rσ

3 ⊆ Rσ
1 ⊆ Rσ

4 ,Rσ
3 ⊆ Rσ

2 ⊆ Rσ
4 ,有

Rσ3
∩

Rσ
4 =Rσ3,故
I(Rσ3;Rσ

4 ) = log
|U |2 · |Rσ3

∩
Rσ

4 |
|Rσ3| · |Rσ

4 |
=

log
|U |2

|Rσ
4 |

= H(Rσ
4 ).

2)证明与1)类似,此略.2
当一个σ优劣关系矩阵包含于另一个更粗的σ

优劣关系矩阵时,σ优劣关系互信息等于粗的σ优劣

关系矩阵的σ优劣关系熵.
性质10 令Rσ3和R′σ3(3 = 1, 2, 3, 4)为U上的2

个σ优劣关系矩阵,则:
1) I(Rσ3;R′σ3)=H(Rσ3)+H(R′σ3)−H(Rσ3, R′σ3);
2) I(Rσ3;R′σ3) = H(Rσ3) − H(Rσ3|R′σ3) =

H(R′σ3)−H(R′σ3|Rσ3).
证明 1)由性质8,得到

H(Rσ3) +H(R′σ3)−H(Rσ3, R′σ3) =
H(Rσ3)−H(Rσ3|R′σ3) =

− log
|Rσ3|
|U |2

+ log
|Rσ3

∩
R′σ3|

|R′σ3|
=

log
|U |2 · |Rσ3

∩
R′σ3|

|Rσ3| · |R′σ3|
=

I(Rσ3;R′σ3).
2)证明与1)类似,此略.2
由性质10易得,σ优劣关系熵及其衍生熵间的关

系如图3所示.

H R R'( | )
σ σ

H R R'( , )
σ σ

H R' R( | )
σ σ

I R R'( ; )
σ σ

H R( )
σ

H R'( )
σ

图 3 σ优劣关系熵及其衍生熵的关系

例5 U={u1, u2, u3, u4, u5}为5种金融产品,分
别为国债、基金、股票、外汇以及保险. C = {C1, C2,

C3, C4, C5, C6}为6个指标,分别为稳定性、安全性、便
利性、流动性、收益性以及防御性.评价结果如表2所
示.
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表 2 5种金融产品的多属性决策

C1 C2 C3 C4 C5 C6

u1 0.55 0.83 0.74 0.70 0.30 0.61
u2 0.25 0.40 0.52 0.81 0.47 0.60
u3 0.60 0.70 0.40 0.71 0.35 0.55
u4 0.72 0.26 0.50 0.58 0.64 0.72
u5 0.52 0.40 0.33 0.75 0.54 0.62

对于σ优势关系,若σ=0.6,得到

u1 ≺0.6 u1;

u2 ≺0.6 u1, u2 ≺0.6 u2, u2 ≺0.6 u5;

u3 ≺0.6 u2, u3 ≺0.6 u3, u3 ≺0.6 u4;

u4 ≺0.6 u4;

u5 ≺0.6 u4, u5 ≺0.6 u5.

从而σ的优势类为

[u1]
0.6
1 = {u1}, [u2]

0.6
1 = {u1, u2, u5},

[u3]
0.6
1 = {u2, u3, u4}, [u4]

0.6
1 = {u4},

[u5]
0.6
1 = {u4, u5}.

则σ优势矩阵为

R0.6
1 =



1 0 0 0 0

1 1 0 0 1

0 1 1 1 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 1


.

对于σ劣势关系,令σ=0.6,得到

u1 ≻0.6 u1, u1 ≻0.6 u2; u2 ≻0.6 u2, u2 ≻0.6 u3;

u3 ≻0.6 u3; u4 ≻0.6 u3; u4 ≻0.6 u4, u4 ≻0.6 u5;

u5 ≻0.6 u2, u5 ≻0.6 u5.

从而σ劣势类为

[u1]
0.6
2 = {u1, u2}, [u2]

0.6
2 = {u2, u3},

[u3]
0.6
2 = {u1, u3}, [u4]

0.6
2 = {u3, u4, u5},

[u5]
0.6
2 = {u2, u5}.

则σ劣势矩阵为

R0.6
2 =


1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

1 0 1 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 0 1

 .

由σ优劣矩阵,可计算σ优劣关系熵为

H(R0.6
1 ) = − log

|R0.6
1 |

|U |2
= − log

10

25
= 0.916 3,

H(R0.6
2 ) = − log

|R0.6
2 |

|U |2
= − log

11

25
= 0.821 0,

H(R0.6
1 , R0.6

2 ) = − log
|R0.6

1

∩
R0.6

2 |
|U |2

= 1.609 4,

H(R0.6
2 |R0.6

1 ) = − log
|R0.6

1

∩
R0.6

2 |
|R0.6

1 |
= 0.693 1,

I(R0.6
1 ;R0.6

2 ) = log
|U |2 · |R0.6

1

∩
R0.6

2 |
|R0.6

1 | · |R0.6
2 |

= 0.127 8.

4 基于σ优劣关系熵的多属性决策模型

本节利用σ优劣关系条件熵解决具有模糊评价

信息的多属性决策问题.

4.1 问题叙述

假设I = {I1, I2, . . . , Il}为 l位专家,专家Ik(k =

1, 2, . . . , l)对方案ui的评估值以 bik表示,其中 bik ∈
[0, 1],根据 bik的值对所有备选方案进行排序, bik值
越大,备选方案ui的排序越靠前.

情况1 若专家Ik对方案ui的评估值bik大于或

等于uj的评估值 bjk ,则专家 Ik认为方案ui优于uj ,
由此专家的σ优势矩阵为Ik1 =[cij ]n×n,其中

cij =

{
1, bik ⩾ bjk ;

0, bik < bjk ;
i, j = 1, 2, . . . , n.

情况2 若专家Ik对方案ui的评估值bik小于或

等于uj的评估值 bjk ,则专家 Ik认为方案ui劣于uj ,
由此专家的σ劣势矩阵为Ik2 =[cij ]n×n,其中

cij =

{
0, bik > bjk ;

1, bik ⩽ bjk ;
i, j = 1, 2, . . . , n.

4.2 决策方法

专家组I = {I1, I2, . . . , Il}对备选方案进行评估.
计算出备选方案ui的σ优劣关系类,进而得到σ优劣

关系矩阵,接着计算各专家的σ优劣关系条件熵,有

H(Ik3|Rσ3) = − log
|Rσ3

∩
Ik3|

|Rσ3| , 3 = 1, 2.

熵越小,表明专家的判断越准确.

4.3 基于σ优势关系的多属性决策算法

输入:备选方案的特征描述表,专家组的评估I=

{I1, I2, . . . , Il},参数σ;
输出:备选方案的排序以及最合适的专家Ij .
step 1: 由备选方案的特征描述表计算出σ优势

关系矩阵.
step 2: 根据专家组的评估I = {I1, I2, . . . , Il}得

到各专家的σ优势关系矩阵.
step 3:计算σ优势关系条件熵,即

H(Ik1 |Rσ
1 ) = − log

|Rσ
1

∩
Ik1 |

|Rσ
1 |

, k = 1, 2, . . . , l.

step 4: 找出 H(Ij1 |Rσ
1 ) = min{H(I11 |Rσ

1 ),

H(I21 |Rσ
1 ), . . . , H(I l1|Rσ

1 )},则决策目标为Ij .
step 5:由Ij的偏好信息得到备选方案的排序.
例6 某公司将从5个方面对员工进行考察.令

U = {u1, u2, . . . , u9}为 9位员工,C = {C1, C2, C3,
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C4, C5}为公司要考察的5个方面,分别为业绩完成
情况、综合分析能力、自我调节能力、应变能力以

及人际交往能力.公司根据该9名员工以上5个方面
的表现进行评估,并从该9名员工中选出1名优秀员
工. 9名员工的特征描述如表3所示.临界值σ=0.6, 3
位专家对各员工的评估为

I1 =
0.3

u1
+

0.4

u2
+

0.9

u3
+

0.8

u4
+

0.6

u5
+

0.7

u6
+

0.1

u7
+

0.2

u8
+

0.5

u9
,

I2 =
0.5

u1
+

0.8

u2
+

0.9

u3
+

0.4

u4
+

0.7

u5
+

0.6

u6
+

0.1

u7
+

0.2

u8
+

0.3

u9
,

I3 =
0.7

u1
+

0.5

u2
+

0.6

u3
+

0.8

u4
+

0.9

u5
+

0.3

u6
+

0.2

u7
+

0.4

u8
+

0.1

u9
.

表 3 9名员工的特征描述

C1 C2 C3 C4 C5

u1 0.607 0.550 0.511 0.518 0.468
u2 0.547 0.467 0.563 0.550 0.605
u3 0.647 0.578 0.574 0.636 0.592
u4 0.529 0.597 0.468 0.492 0.507
u5 0.438 0.652 0.471 0.617 0.502
u6 0.626 0.647 0.434 0.503 0.512
u7 0.524 0.514 0.481 0.542 0.497
u8 0.587 0.529 0.464 0.454 0.522
u9 0.562 0.480 0.468 0.520 0.560

进一步,得到σ优势类

[u1]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u5, u6}, [u2]

0.6
1 = {u2, u3},

[u3]
0.6
1 = {u3},

[u4]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u9},

[u5]
0.6
1 = {u2, u3, u5},

[u6]
0.6
1 = {u2, u3, u5, u6, u9},

[u7]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8},

[u8]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u8, u9},

[u9]
0.6
1 = {u1, u2, u3, u5, u7, u9}.

从而σ优势矩阵为

R0.6
1 =



1 1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 0 1 0 1 0 1



.

由3位专家的评估,得到σ优势矩阵分别为

I11 =



1 1 1 1 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1 0 0 1



,

I21 =



1 1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 1



,

I31 =



1 0 0 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1



.

故各专家的σ优势关系条件熵分别为

H(I11 |R0.6
1 ) =

− log
|R0.6

1

∩
I11 |

|R0.6
1 |

= − log
33

45
= 0.310 2,

H(I21 |R0.6
1 ) =

− log
|R0.6

1

∩
I21 |

|R0.6
1 |

= − log
42

45
= 0.069 0,

H(I31 |R0.6
1 ) =

− log
|R0.6

1

∩
I31 |

|R0.6
1 |

= − log
32

45
= 0.340 9.

由H(I21 |R0.6
1 ) < H(I11 |R0.6

1 ) < H(I31 |R0.6
1 ),认为

专家I2的评估更为准确,即u3 ≻ u2 ≻ u5 ≻ u6 ≻ u1 ≻
u4 ≻u9 ≻u8 ≻u7,故将选择u3作为优秀员工,且可确
定专家I2更公正合理,更有能力担任评估工作.
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4.4 基于σ劣势关系的多属性决策算法

输入:备选方案的特征描述表,专家组的评估I=

{I1, I2, . . . , Il},参数σ;
输出:备选方案的排序以及最合适的专家Ij .
step 1: 由备选方案的特征描述表得出σ劣势关

系矩阵.
step 2: 根据专家组的评估I = {I1, I2, . . . , Il}得

到各专家的σ劣势关系矩阵.
step 3:计算σ劣势关系条件熵为

H(Ik2 |Rσ
2 ) = − log

|Rσ
2

∩
Ik2 |

|Rσ
2 |

, k = 1, 2, . . . , l.

step 4: 找出 H(Ij2 |Rσ
2 ) = min{H(I12 |Rσ

2 ),

H(I22 |Rσ
2 ), . . . , H(I l2|Rσ

2 )},则决策目标为Ij .
step 5:由Ij的偏好信息得到备选方案的排序.
例7 由特征描述表,得到σ劣势类

[u1]
0.6
2 = {u1, u4, u7, u8, u9},

[u2]
0.6
2 = {u1, u2, u4, u5, u6, u7, u8, u9},

[u3]
0.6
2 = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9},

[u4]
0.6
2 = {u4, u7, u8},

[u5]
0.6
2 = {u1, u4, u5, u6, u7, u8, u9},

[u6]
0.6
2 = {u1, u4, u6, u7, u8}, [u7]

0.6
2 = {u7, u9},

[u8]
0.6
2 = {u7, u8}, [u9]

0.6
2 = {u4, u6, u8, u9}.

从而得到σ劣势矩阵

R0.6
2 =



1 0 0 1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 1 1 0

1 0 0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 0 1 1


.

由专家的评估,σ劣势矩阵分别为

I12 =



1 0 0 0 0 0 1 1 0

1 1 0 0 0 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 0 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

1 1 0 0 0 0 1 1 1



,

I22 =



1 0 0 1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1


,

I32 =



1 1 1 0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1


.

故计算各专家的σ劣势关系条件熵为

H(I12 |R0.6
2 ) =

− log
|R0.6

2

∩
I12 |

|R0.6
2 |

= − log
33

45
= 0.310 2,

H(I22 |R0.6
2 ) =

− log
|R0.6

2

∩
I22 |

|R0.6
2 |

= − log
42

45
= 0.069 0,

H(I32 |R0.6
2 ) =

− log
|R0.6

2

∩
I32 |

|R0.6
2 |

= − log
32

45
= 0.340 9.

由H(I22 |R0.6
2 ) < H(I12 |R0.6

2 ) < H(I32 |R0.6
2 ),认为

专家I2的评估更为准确,即u3 ≻ u2 ≻ u5 ≻ u6 ≻ u1 ≻
u4≻u9≻u8≻u7,故公司将选择u3作为优秀员工.同
样可确定专家I2更公正合理,更适合担任评估工作.

4.5 比较分析

为验证所提出方法的有效性和可行性,本节将所
提出方法与几种经典方法进行比较,分别为加权算术

表 4 不同方法的排序结果

决策方法 排序结果

方法1 (σ优势关系)
u3 ≻ u2 ≻ u5 ≻ u6 ≻ u1 ≻
u4 ≻ u9 ≻ u8 ≻ u7

方法2 (σ劣势关系)
u3 ≻ u2 ≻ u5 ≻ u6 ≻ u1 ≻
u4 ≻ u9 ≻ u8 ≻ u7

WAA算子方法
u3 ≻ u2 ≻ u6 ≻ u5 ≻ u1 ≻
u4 ≻ u9 ≻ u7 ≻ u8

TOPSIS方法
u3 ≻ u6 ≻ u2 ≻ u5 ≻ u1 ≻
u4 ≻ u9 ≻ u8 ≻ u7

Zhang等[34]的方法
u3 ≻ u2 ≻ u5 ≻ u6 ≻ u1 ≻
u4 ≻ u9 ≻ u8 ≻ u7

Ye等[35]的方法
u3 ≻ u2 ≻ u6 ≻ u5 ≻ u4 ≻
u7 ≻ u1 ≻ u9 ≻ u8
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平均 (WAA)算子方法、理想解 (TOPSIS)方法、Zhang
等[34]的方法和Ye等[35]的方法.一般而言,排序决策
方法最终需要得到最优对象或最优排序方案,本文基
于这2个目标与其他的方法进行比较.对于例6的问
题,上述方法的排序结果如表4所示.

为提高可视性,图4直观地展示不同方法排序结
果的差异.所提出方法1与方法2的排序结果是相同
的,故在下述统称为本文方法.

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9

0

2

4

6

8

10

'(#)

*
+

!"#$

WAA #$

TOPSIS #$

Zhang% &
#$

[34]

Ye% &#$
[35]

图 4 本文方法与其他方法的排序结果比较

由图4可见,上述方法与本文方法得到的最优对
象是一致的,均为u3.且上述方法均可得到完整的排
序,这意味着决策者可根据实际需求选择合适的方法
获得排序结果.虽然其他方法与本文方法的排序并
不完全相同,但是这些差异是被允许的,特别注意到
Zhang等[34]的方法与本文方法排序结果高度一致.
为验证本文方法的有效性,将采用斯皮尔曼秩相

关系数 (SRCC)分析不同方法的排序结果间的相关
性. SRCC的计算公式如下所示:

SRCC = 1−
6

n∑
i=1

d2i

n(n2 − 1)
.

其中:n为备选方案的个数; di = xi − yi,xi为给定方

法备选方案ui的排名, yi为另一种方法中备选方案
ui的排名.一般而言,当SRCC的值大于0.8时,表明2
种方法的排序结果的相关程度是显著的.
本文方法与其他方法间的SRCCs,如表5所示.

表 5 不同方法间的SRCCs

本文方法 WAA TOPSIS Zhang等[34]的方法 Ye等[35]的方法

本文方法 1 0.966 7 0.950 0 1 0.850 0

WAA算子方法 − 1 0.966 7 0.966 7 0.916 7

TOPSIS方法 − − 1 0.950 0 0.850 0

Zhang等[34]的方法 − − − 1 0.850 0

Ye等[35]的方法 − − − − 1

通过上述比较分析,验证了本文方法的有效性.
接下来,将分析本文方法与其他方法的差异.基于这
些讨论,总结本文方法的优点如表6所示.

表 6 不同方法间的差异

不同的方法 多专家 决策偏好 排序

本文方法 √ √ √

WAA算子方法 × × √

TOPSIS方法 × × √

Zhang等[34]的方法 × √ √

Ye等[35]的方法 × × √

由表6可见,上述不同方法间的差异如下.
1)本文方法可对多位专家的决策进行比较, 而

其余方法均无法做到.
2)本文方法和Zhang等[34]的方法均考虑了决策

偏好,而其余的方法均无考虑这一信息.
3)本文方法与其他方法均能够得到备选方案的

排序.

4.6 敏感性分析

为考察σ的取值对排序结果的影响,接下来将对
例6进行敏感性分析,结果如表7和表8所示.

表 7 σ优势关系中不同σ的排序结果

σ H(I1
1 |R

σ
1 ) H(I2

1 |R
σ
1 ) H(I3

1 |R
σ
1 )

(0, 0.2] 0.537 1 0.537 1 0.559 6

(0.2, 0.4] 0.472 9 0.427 4 0.545 2

(0.4, 0.6] 0.310 2 0.069 0 0.340 9

(0.6, 0.8] 0.146 6 0.046 5 0.318 5

(0.8, 1] 0 0 0.08

表 8 σ劣势关系中不同σ的排序结果

σ H(I1
2 |R

σ
2 ) H(I2

2 |R
σ
2 ) H(I3

2 |R
σ
2 )

(0, 0.2] 0.537 1 0.537 1 0.559 6

(0.2, 0.4] 0.472 9 0.427 4 0.545 2

(0.4, 0.6] 0.310 2 0.069 0 0.340 9

(0.6, 0.8] 0.146 6 0.046 5 0.318 5

(0.8, 1] 0 0 0.08

由表7和表8可见,专家 I2的σ优劣关系条件熵

均是最小的,且 2种方法均认为专家 I2的评估更为

准确,更公正合理,更适合担任评估工作. σ越小,各
备选方案间的比较越宽松,受到专家的影响越大;反
之,σ越大,各备选方案间的比较越严格,受到自身属
性的影响越大;当σ取中间值时效果是最好的,此时
各备选方案受到自身属性以及专家组评估的影响均
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较为平衡,因此σ优劣关系条件熵的区分性也更加明

显.决策者可根据需要适当调整σ的值进行决策.

5 结 论

考虑到传统的优势关系的条件过于苛刻,难以适
用于多属性决策问题,且不同专家对事物的评价可
能会有所不同,本文研究了一种基于σ优劣关系的信

息熵及其在多属性决策的应用.首先,引入σ优劣关

系的概念,并定义了4种σ优劣关系类;然后,在此基
础上,提出了σ优劣关系熵及其衍生熵,并探索一些
重要性质以及它们之间的关系;最后,给出2种基于σ

优劣关系条件熵的多属性决策方法.经过对比发现,
本文方法的决策结果与WAA算子法、TOPSIS方法、
Zhang等[34]的方法以及Ye等[35]的方法具有高度一

致性,表明该决策算法是合理可行的.同时,本文方法
具有更广泛的适用性.
在未来的研究中,以下问题值得进一步考虑.首

先,在不同粒度层次上对动态信息的处理是个值得思
考的问题;然后,在现实生活中许多数据往往是不完
备的,如何在不完备信息系统中解决多属性决策问题
也是一个值得思考的问题.
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