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收缩理论在系统控制中的发展及应用
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摘 要: 收缩理论作为一种区别于Lyapunov理论的非线性系统分析方法,它主要基于微分几何和流体力学的知
识发展而来,为系统控制提供了新颖视角和理论工具.首先,介绍收缩理论的一些基础知识,以及收缩系统的联合、
部分收缩理论和控制收缩度量等重要结果;然后,综述收缩理论在分析系统稳定性、跟踪控制、协同控制、状态估
计以及学习控制等领域的应用现状;最后,对收缩理论的未来发展趋势进行展望.
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Abstract: As a nonlinear system analysis method different from the Lyapunov theory, contraction theory is developed
mainly based on the differential geometry and fluid dynamics, providing novel aspects and tools for the system control. In
this paper, we introduce some basics of the contraction theory, including the combinations of contracting systems, partial
contraction theory and control contraction metrics. Then we review some applications of the contraction theory, such as
analyzing system stability, tracking control, cooperative control, state estimation and learning control. The prospect of
the future development trend of the contraction theory is presented finally.
Keywords: nonlinear system；contraction theory；control contraction metrics；tracking control；cooperative control；
state estimation；learning control

0 引 言

由于不满足齐次性和叠加性,非线性系统的性态
比线性系统要丰富得多也复杂得多[1],其稳定性不仅
取决于系统的结构以及参数,还与初始条件有关.非
线性系统的分析方法发展至今,经历了相平面法、描
述函数法、Lyapunov方法等.现今最广泛应用的是
Lyapunov方法,它是一种分析平衡点稳定性的方法,
即系统受到影响偏离平衡点后恢复的能力,强调的是
对系统初始条件的连续性.在控制理论的发展过程
中,增量稳定性逐渐代替常规的稳定性,也就是说特
定目标解的收敛渐渐被任意解之间的收敛所取代,如
跟踪问题、同步问题等.增量稳定性问题常常被转化
为适当误差系统的常规稳定性问题来解决,然而,这

种思路在面对时变问题或者涉及到如何构造轨迹间

合适的误差问题时,存在一定的不足[2-3].
伴随着代数分析方法的发展,借助微分几何工

具分析非线性系统性质的控制方法取得了很多进

展,代表性的方法有精确线性化、反步法等.收缩理
论基于流体力学和微分几何的相关知识提出[4],其
利用虚位移的概念来研究系统在变分形式下的稳

定性. Lohmiller等[4]在 1998年正式提出收缩理论,
Wang等[5]在此基础上进一步提出了部分收缩理

论.随后,Manchester等[6-7]进而提出了控制收缩度量

(control contraction metric, CCM)的概念,将收缩理论
从稳定性分析扩展到了构造性的非线性控制设计

中.收缩理论的基本思想是,如果存在一个区域,且在
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该区域内系统的初始条件或暂时扰动能够被“遗忘”,
即系统的最终行为与初始条件无关,则系统在该区
域就是收缩的[4],即利用收缩理论来讨论稳定性并不
需要知道系统的标称状态或平衡点信息.收缩理论
的提出意味着分析系统的收敛性不再需要明确构造

轨迹间彼此收敛的距离,可以用无穷小的收缩量即
虚位移的积分来代替,也就是说,通常情况下,难以处
理的全局分析所需的距离构造可以用局部构造来代

替.另外,收缩理论意义下的稳定性本质上是一种增
量稳定性[7-8].
在收缩理论的发展过程中,不断结合其他方法,

其内涵和外延都变得更加充实;而在其他方法中引
入收缩理论,也不断产生新的活力.本文介绍了收缩
理论的发展历程,阐述了其基本定义与理论,并分析
了收缩理论在稳定性分析、跟踪控制、协同控制、状

态估计等领域的应用现状.

1 发展历程

1.1 基础理论

Lohmiller等[4]在Automatica上发表了文章“On
contraction analysis for nonlinear systems”,标志着收缩
理论的正式提出.从历史上看,收缩理论的源头可追
溯到更早Lewis关于Finsler度量的研究结果[9]以及

Hartman对偏微分方程的研究结论[10].考虑一个一般
的确定性非线性系统

ẋ = f(x, t). (1)

其中: f是一个n × 1线性向量函数,x是一个n × 1维

的状态向量.假设所有的变量都是光滑的,即其各阶
偏导数都是存在且连续的.

虚位移定义为固定时间处的无穷小位移,对于系
统流场中的两条相邻轨迹,它们之间的虚位移记为
δx,那么它随时间的变化率可计算为

δẋ =
∂f

∂x
(x, t)δx, (2)

其中∂f/∂x称作系统 (1)的 Jacobian矩阵.根据微分
几何相关知识可知,这两条相邻轨迹间的平方距离可
以定义为δxTδx,它随时间的变化率为

d
dt
(δxTδx) = 2δxTδẋ = 2δxT

∂f

∂x
δx. (3)

用λmax(x, t)表示雅可比矩阵∂f/∂x对称部分的最大

特征值,即
1

2

(∂f
∂x

+
∂f

∂x

T)
的最大特征值,那么可以得

到

d
dt
(δxTδx) ⩽ 2λmaxδx

Tδx, (4)

进而可得

∥δx∥ ⩽ ∥δx0∥e
r t
0
λmax(x,t)dt, (5)

其中∥ · ∥表示2-范数.假设λmax(x, t)是严格一致负定

的,则任意无穷小位移∥δx∥都指数收敛于0.进一步,
对∥δx∥进行路径积分可知,任意有限路径长度也都
指数收敛到0.由此,有如下收缩域定义和收缩定理.

定义1 (收缩域[4]) 已知系统方程 ẋ = f(x, t),
如果在状态空间的某区域雅克比矩阵∂f/∂x是一

致负定的
(
即∃β > 0,∀x,∀t ⩾ 0,

1

2

(∂f
∂x

+
∂f

∂x

T)
⩽

−βI < 0
)
,则该区域称为收缩区域.

定理1 (收缩定理[4]) 已知系统方程 ẋ = f(x, t),
考虑存在一个球心在给定轨迹上、半径恒定且始终

在收缩区域内的球,则任意起始于球内的轨迹都将始
终保持在该球内,并且指数收敛到给定轨迹.如果整
个状态空间都是收缩区域,则可以保证系统状态对给
定轨迹的全局指数收敛性.
考虑更一般的情形,首先定义如下微分长度:

δz = Θδx, (6)

其中Θ(x, t)是一个连续可微的可逆方阵.接着平方
长度可以表示为

δzTδz = δxTMδx, (7)

其中M(x, t) = ΘTΘ表示一个对称且连续的可微度

量.通常情况下,式 (6)是不可积的,所以无法得到明
确的坐标 z(x, t).然而, δz和 δzTδz总是可定义的,如
果假设M是一致正定的,则 δz指数收敛到0就意味
着δx也是指数收敛到0的.
根据式(6),虚位移δz随时间变化速率计算为

d
dt
δz = Θ̇δx+Θδẋ =

(
Θ̇ +Θ

∂f

∂x

)
Θ−1δz, (8)

其中广义雅可比矩阵为

F =
(
Θ̇ +Θ

∂f

∂x

)
Θ−1. (9)

此时平方长度的时间变化率为

d
dt
(δzTδz) = 2δzT

d
dt
δz = 2δzTFδz,

则在一致负定的区域F中,可知δz指数趋近于0.
进而, δxTMδx的时间导数为

d
dt
(δxTMδx) = δxT

(∂f
∂x

T

M + Ṁ +M
∂f

∂x

)
δx,

那么在区域(∂f
∂x

T

+ Ṁ +M
∂f

∂x

)
⩽ −βMM

内就可以得到系统所有状态指数收缩到单个轨迹的

结论,其中βM是一个严格的正常数.针对该指数收
敛性,有如下广义收缩域定义和广义收缩定理.

定义2 (广义收缩域[4]) 已知系统方程 ẋ = f(x,

t),如果在方程(9)中的等效F或
∂f

∂x

T

+ Ṁ +M
∂f

∂x
在
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状态空间的某区域内一致负定时,则该区域就是相对
于一致正定度量M(x, t) = ΘTΘ的收缩区域.

定理 2 (广义收缩定理[4]) 已知系统方程 ẋ =

f(x, t),考虑一个球心在给定轨迹上、半径相对于度
量M(x, t)恒定且始终包含在相对于度量M(x, t)的

收缩区域内的球,则任意起始于球内的轨迹都将始终
保持在该球内,并且指数收敛于该轨迹.如果整个状
态空间是相对于度量M(x, t)的收缩区域,则可保证
系统状态对给定轨迹的全局指数收敛性.

1.2 收缩系统的联合

将多个收缩子系统联合起来可得到全局的收缩

系统[4],那么,通过研究子系统的收缩行为可以证明
整个系统的全局收缩性.

1.2.1 并行联合

已知两个相同维度的系统

ẋ1 = f1(x1, t), ẋ2 = f2(x2, t),

及其虚拟动力学

δż1 = F1δz, δż2 = F2δz,

并将它们以平行的组合连接起来.如果这两个系统
在同一度量中收缩,则可以进行一致正定的叠加,即

α1(t)δż1 + α2(t)δż2, ∃α > 0, ∀t ⩾ 0, αi(t) ⩾ α.

1.2.2 反馈联合

已知两个可能不同维度的系统

ẋ1 = f1(x1, x2, t), (10)

ẋ2 = f2(x1, x2, t), (11)

并以反馈联合的形式连接起来,可得虚拟动力学为

d
dt

[
δz1

δz2

]
=

[
F1 G

−GT F2

][
δz1

δz2

]
. (12)

根据其 Jacobian矩阵的反对称性,若F1和F2是一致

负定的,则其对应的平方距离函数满足式 (4),那么此
时系统就是指数收缩的.

1.2.3 分层联合

考虑系统 (10)和 (11),通过分层联合形式连接起
来,可得其虚拟动力学为

d
dt

[
δz1

δz2

]
=

[
F11 0

F21 F22

][
δz1

δz2

]
, (13)

并假设F21是有界的.由于式 (13)的第1行方程不依
赖于第2行方程,当F11一致负定时, δz1可指数收敛
到零. F21δz1可视作第 2行方程中的指数衰减扰动,
那么一致负定的F22意味着δz2可指数收敛到一个指

数衰减球,进而可得整个系统的状态都全局指数收敛
到一个单一轨迹.

1.3 部分收缩理论

部分收缩理论[5]是收缩理论的进一步扩展,通过
引入虚拟辅助系统的概念,为研究大规模系统的稳定
性提供了一个非常通用的分析工具.
定理3 如果非线性系统可以写为

ẋ(t) = f(x(t), x(t), t), (14)

并假设存在辅助系统

ẏ(t) = f(y(t), x(t), t), (15)

且其关于y是收缩的.如果可以验证辅助系统的一个
特解具有一个平滑的特定性质 (特定性质可以是状
态变量之间的关系,或者仅仅是特定轨迹之间的关
系),则该非线性系统的所有轨迹都会指数收敛到该
特解,因此也具有这一特定的平滑性质.这样原始系
统可称为是部分收缩的.
该定理的特别之处在于,可以只分析系统 (14)中

某些特定部分的收缩性,而将其余部分视作时变参
数x(t)的函数.所以严格来说,原始系统是部分收缩
的.部分收缩分析扩展了收缩分析的应用范围,所以
收缩也可以视为部分收缩的一部分.

1.4 控制收缩度量

Manchester等[6-7]正式提出CCM的概念,将收缩
分析扩展到了构造性的非线性控制设计中. CCM可
以作为给定非线性系统所有可行轨迹指数稳定的

充分条件,这些条件都有简单的几何解释:与控制输
入范围正交的方向上的小位移必须是“自然”收

缩的.另外,这些条件可以写成一个凸的可行性问
题,且在坐标变换下是不变的. CCM的概念类似于
非线性系统线性调节的控制Lyapunov函数 (control
Lyapunov function, CLF),它的主要用途可以通过计
算合适的δu的路径积分来构造稳定控制器.
在系统(1)中加入一个控制仿射项可得一个仿射

非线性系统

ẋ = f(x, t) +B(x, t)u. (16)

其中:u为一个m × 1维的控制向量;B(x, t)为一个

n × m维的光滑矩阵函数,且定义其第 i列向量表示

为bi(x, t) ̸= 0, i = 1, 2, . . . ,m.接下来可写出式 (16)
对应的微分动力学(沿解x(t),u(t))方程

δẋ = A(x, u, t)δx+B(x, t)δu, (17)

其中A =
∂f

∂x
+

m∑
i=1

∂bi
∂x

ui.

定理 4 假设存在一个微分反馈控制律 δu =

K(x, u, t)δx,可使闭环系统对于度量M(x, t)以速率

λ严格指数收缩,则对于所有的x, u, t和δx ̸= 0,都有
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d
dt
(δxTM(x, t)δx) < −2λδxTM(x, t)δx,即有:
1)如果δx ̸= 0满足δxTMB = 0,则

δxT
(
Ṁ +

∂f

∂x
M +M

∂f

∂x
+ 2λM

)
δx < 0, (18)

其中Ṁ =
∂M

∂t
+ ∂fM ,方向导数∂fM =

∑
i

∂M

∂xi
fi.

2)对于每个i = 1, 2, . . . ,m,有

∂biM +
∂bi
∂x

T

M +M
∂bi
∂x

= 0. (19)

条件 (18)说明不受控系统在与控制输入范围正
交的方向上是收缩的.条件 (19)则保证,即使u很大

且符号未知,也不会导致∥δx∥的扩展,且在形式上它
表示向量场bi是度量M(x, t)的Killing向量场.如果
B为 [0, I]T的形式,其中0和I分别是合适维数的零矩

阵和单位矩阵,则条件 (19)意味着M不依赖于后m

个状态变量.另外,若系统(16)为自治系统,则Ṁ不包

含其关于时间t的偏导数项,即Ṁ = ∂fM .
对于该定理,由于存在一个微分控制器δu可稳

定变分动力学方程 (17),所以函数 δxTM(x, t)δx
∆
=

V (x, δx)可以理解为一个微分的CLF.更重要的是,
通过在状态空间中逐点稳定变分动力学方程 (17),即
沿连接期望和实际状态轨迹的曲线对镇定微分控制

器进行积分,就可以得到一个原非线性系统的稳定
控制器.对于该镇定微分控制器的求解,需首先利用
Finsler定理[11],将条件(18)等价地转换为如下定理.
定理 5 条件 (18)等价于存在一个标量乘子

ρ(x, t),使得对于所有的x, t,都有

Ṁ +
∂f

∂x

T

M +M
∂f

∂x
− ρMBB′M + 2λM < 0.

(20)

由此可构造反馈控制增益为

K(x, t) = −1

2
ρ(x, t)B(x, t)′M(x, t),

因其与u无关,所以是路径可积的.
为说明条件的凸性,考虑坐标变换 η = M(x,

t)δx和W (x, t) = M(x, t)−1,这里W称作是对偶的

CCM.假设存在一个微分反馈δu = K(x, u, t)δx,式
(20)可以等价地写为

−Ẇ +W
∂f

∂x

T

+
∂f

∂x
W − ρBB′ + 2λW < 0, (21)

其中: Ẇ = ∂W/∂t+∂fW ,且式(21)对于W和ρ是联

合凸的,进而可得微分反馈增益的显式构造.参数W

和ρ可通过求解该线性矩阵不等式 (21)得到,当系统
(16)是多项式动态或可近似为多项式动态时,可采用
平方和(sum-of-squares, SOS)规划方法[12]来求解.

收缩理论在发展过程中不断与其他方法相结合,

如鲁棒控制[13]、凸优化[8,14]、自适应控制[15-16]、强化

学习[17]、反步控制[18-19]、动态面控制[20-21]等,使其理
论更加充实.

2 应用分析

这一部分主要介绍收缩理论在近年来的应用,重
点说明收缩理论在分析闭环系统的稳定性、跟踪控

制、协同控制等领域的应用方法和思路.收缩理论作
为一个分析非线性系统稳定性的新视角,主要是利用
微分几何知识来分析系统变分形式下的稳定性,与传
统的Lyapunov方法有着明显的区别. Lyapunov方法
研究的是系统相对于平衡点的稳定性,而收缩理论研
究的是系统的增量稳定性.

例1 收缩理论研究轨迹间的增量稳定性,也就
是说不需要系统具有一个稳定的点.考虑如下系统:

ẋ = −x+ et,

其Jacobian矩阵是一致负定的,所以该系统是指数收
缩的.然而,该系统只有一个唯一解为

x(t) =
1

2
et +

(
x(0)− 1

2

)
e−t,

显然系统是不稳定的.这说明对于某些系统,虽然系
统是不稳定的,但却可以证明是收缩的.

2.1 稳定性分析

收缩系统的反馈联合 (12)和分层联合 (13)结构
有着显著的“下三角”特征[22],可代替Lyapunov理论
作为反步控制中的稳定性准则,这种方法称为收缩
反步法,不仅无需构造合适的Lyapunov函数,在一定
程度上也可降低问题的复杂性. Jouffryo等[19]通过引

入积分器研究了基于收缩理论的反步控制. Sharma
等[23]针对非线性参数严反馈系统设计了收缩反步控

制器,并进行了系统的分析与阐述; Zamani等[24]进一

步将其扩展到了更一般的系统情形,并分析了其增量
稳定性.通过与自适应控制相结合,收缩反步法也可
以用于解决含有不确定性的系统分析中[18].
以反馈联合形式的收缩反步法为例,具体分析过

程如下.
例2 考虑一个非线性参数严反馈系统[23]

ẋ1 = f1 (x1) + g1x2, (22)

ẋ2 = f2 (x1, x2) + g2x3, (23)

ẋ3 = f3 (x1, x2, x3) + u. (24)

其中:x1, x2, x3为系统状态; f1, f2, f3是光滑的非线
性函数; g1, g2是非零常数;u为控制输入.

step 1: 设α1(x1)为一个虚拟控制输入,可使第1
个子系统 (22)关于x1收缩.定义一个辅助变量z1 =
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x2 − α1(x1),则该子系统可写为

ẋ1 = f1(x1) + g1α1(x1) + g1z1. (25)

在等号两边对时间求变分可得

δẋ1 = J11δx1 + g1δz1. (26)

其中: J11为一个1× 1维的Jacobian矩阵,具体为

J11 =
∂

∂x1
[f1(x1) + g1α1(x1)]. (27)

通过适当选择α1,并将g1δz1视作有界外部输入,即可
使J11是一致负定的.

step 2:对z1求时间导数,并利用式(23),可得

ż1 = ẋ2 − α̇1(x1) = f2(x1, x2) + g2x3 −
∂α1

∂x1
ẋ1.

(28)

设一个新的虚拟控制输入 α2(x1, z1),可使式
(28)关于z1是收缩的,也就是第2个子系统是收缩的,
且保证子系统 (25)和 (28)是反馈互联的.定义新的辅
助变量z2 = x3 − α2(x1, z1),则式(28)可表示为

ż1 = f2(x1, x2) + g2z2 + g2α2(x1, z1)−
∂α1

∂x1
ẋ1.

(29)

将前两个子系统组合起来,可得其变分形式为[
δẋ1

δż1

]
=

[
J11 J12

J21 J22

][
δx1

δz1

]
+

[
0

g2

]
δz2. (30)

其中

J21 =
∂

∂x1

[
f2(x1, x2) + g2α2(x1, z1)−

∂α1

∂x1
ẋ1

]
,

J22 =
∂

∂z1

[
g2α2(x1, z1)−

∂α1

∂x1
ẋ1

]
, J12 = g1.

同样,通过选择合适的α2(x1, z1),并将 δz2视为有界

外部输入,即可使J是一致负定的.
step 3:对z2求时间导数并利用式(24)可得

ż2 = ẋ3 − α̇2(x1, z1) =

f3(x1, x2, x3) + u− ∂α2

∂x1
ẋ1 −

∂α2

∂z1
ż1. (31)

通过选择合适的控制输入u,可以确保最后一个子系
统 (24)关于 z2是收缩的.则整个系统的变分形式可
以表示为δẋ1

δż1
δż2

 =

J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33


δx1

δz1
δz2

 . (32)

其中

J13 = 0, J23 = g2, J33 =
∂

∂z2

[
u− ∂α2

∂z1
ż1

]
,

J31 =
∂

∂x1

[
f3(x1, x2, x3) + u− ∂α2

∂x1
ẋ1 −

∂α2

∂z1
ż1

]
,

J32 =
∂

∂z1

[
u− ∂α2

∂x1
ẋ1 −

∂α2

∂z1
ż1

]
.

总的来说,只要选择合适的控制输入u和虚拟控制

α1, α2,使得整个系统的 Jacobian矩阵是一致负定的
且满足反馈联合结构,便可得到整个系统收缩的结
论,也就意味着系统是指数稳定的.
与传统的反步法相比,利用基于反馈联合形式的

收缩反步法不需要在反步法的每一步都构造合适的

Lyapunov函数来保证各子系统的稳定性,尤其是当
该系统扩展到更多维的情形时,收缩反步方法具有较
为统一的矩阵结构,如例2中的式 (30)和 (32),一定程
度上可以降低问题的复杂性.另外,由于收缩分析过
程不依赖于系统平衡点的具体信息,在分析过程中只
需保证各阶子系统的收缩性即可.
除了对一般非线性系统进行稳定性分析,将收缩

理论用于特殊非线性系统也取得了一定成果,如重置
混合非线性系统[25]、分数阶非线性系统等[26].

2.2 跟踪控制

跟踪控制是非线性控制领域中的一个经典问

题.收缩理论作为一种沿系统的解微分地研究非线
性系统的方法,在研究时变系统的跟踪问题时具有
独特的优势. Manchester等[27]将CCM用于机器人的
跟踪控制器设计, Yi等[28]给出了基于收缩理论实现

非线性系统在几种跟踪控制目标下的必要条件.值
得注意的是,由于收缩行为在某种程度上独立于吸引
子,稳定和跟踪之间在概念上没有显著区别,进而上
述的稳定性分析情形同样适用于跟踪控制.
例3 考虑如下的拉格朗日系统[29-30]:

q̇ = v, (33)

H(q)v̇ + C(q, q̇)v +G(q) = u. (34)

设跟踪的期望信号为qd.
step 1:定义辅助变量ξ1 = q − qd,求微分可得

ξ̇1 = q̇ − q̇d = v − q̇d. (35)

设计虚拟控制量vr,使得第1个子系统对ξ1是收缩的,
再定义第2个辅助变量ξ2 = v − vr,式(35)变为

ξ̇1 = ξ2 + vr − q̇d,

其变分形式可表示为

δξ̇1 = h11δξ1 + h12δξ2. (36)

其中:h11 = ∂[vr − q̇d]/∂ξ1,h12为n × n维的单位矩

阵.为保证该子系统对ξ1是收缩的,虚拟控制量vr设

计为

vr = q̇d − a1ξ1, (37)

其中a1 > 0是一个赫尔维茨常数矩阵.
step 2:对第2个辅助变量ξ2 = v− vr求时间的导
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数,可得

ξ̇2 = v̇ − v̇r =

H(q)−1[u− C(q, q̇)v −G(q)]− q̈d + a1(v − q̇d).

(38)

联合两个子系统,整个系统的变分动态可写为[
δξ̇1

δξ̇2

]
=

[
h11 h12

h21 h22

][
δξ1

δξ2

]
. (39)

为使式(39)满足反馈联合收缩系统的结构,可要求

h11 = −a1, h12 = −hT21, h22 = −a2,

其中a2 > 0也是一个赫尔维茨常数矩阵.由此,实际
控制量可以设计为

u = C(q, q̇)v +G(q) +H(q)q̈d−

H(q)a1(v − q̇d)−H(q)ξ1 −H(q)a2ξ2. (40)

利用收缩反步方法,通过使期望轨迹与实际轨迹间
的虚位移趋于零,可得到轨迹跟踪控制器,同时通过
收缩子系统的反馈联合结构保证了闭环系统的稳定

性.另外,该例系统中的变量和参数都不是标量,所以
该设计方法也称作矢量收缩反步法[31].由于该例中
系统是一个拉格朗日系统模型,很容易用于实际物理
系统的控制器设计中.

CCM是给定非线性系统所有可行轨迹指数收敛
的充分条件,所以式 (21)可作为设计跟踪控制器的构
造性条件.为此,首先构造一个连接期望轨迹x∗(t)与

实际轨迹x(t)的最短路径 (测地线) γ(s), s ∈ [0, 1],即
γ(0) = x∗(t), γ(1) = x(t),且该测地线是关于度量M

构造的.然后对微分控制器δu = K(x, u, t)δx沿该路

径求积分,可得实际控制器为

u(t, s) =

u∗(t) +
w s

0
δu

(
γ(κ),

∂γ

∂s
(κ), υ(t, κ)

)
dκ. (41)

注意到: s = 0时υ(t, 0) = u∗, s = 1时υ(t, 1) = u.根
据定理5,式(41)可以进一步写为

u(t) =

u∗(t)− 1

2

w 1

0
ρ(γ(s), t)B(t)

T
M(γ(s), t)

∂γ

∂s
ds. (42)

一般来说,该过程会涉及到在线优化来寻找测地线
γ.这种在线计算方法类似于非线性模型预测控制,
但是没有动态约束,维数也比较低.测地线的间接计
算方法有相流法[32]、快速步进法[33]、图割法[34]等,缺
点是收敛半径小.直接方法是将一个最短路径或最
优控制问题离散化,然后用一般方法求解由此产生的
非线性问题.典型的方法包括单次/多次拍摄[35]、全

局伪谱法[36.37]、连续时间动态实现方法[38]等.另外,

如果非线性系统是全驱动的,则不等式 (21)可以通过
解析法求解[27].
如果度量M、ρ和B都与状态x无关,测地线就

是直线,则得到的反馈控制器就是一个线性反馈控制
器,即

u(t) = u∗(t)− 1

2
ρBTM(x(t)− x∗(t)). (43)

目前,收缩理论不仅应用于一般非线性系统的跟
踪问题,也可以应用于各种特殊非线性系统,如哈密
顿系统[39-40]、人类操纵[41]等.
运动规划作为跟踪控制前要完成的工作,近年来

收缩理论也为其提供了新的解决思路. Singh等[8,14]、

Zhao等[42]利用收缩理论开发了具有优化控制不变

管状约束的轨迹跟踪反馈控制器,解决了有界外部干
扰下的鲁棒运动规划问题. Tsukamoto等[43]利用收缩

理论为基于机器学习的非线性运动规划器提供了鲁

棒性和稳定性保证.

2.3 协同控制

收缩理论可应用于各种特定系统的分析,根据收
缩理论研究相邻解轨迹之间的增量稳定性的本质,可
以将其用于分布式系统[44]以及复杂网络[5]分析中,
并自然地用于多智能体的协同控制[45-46].

Wang等[5]利用部分收缩理论得到了耦合的非线

性系统的同步条件,且系统数量可以是任意的.随后,
他们又进一步证明了无论是对于无领导者还是领导

跟随情形的多智能体系统,收缩理论对于具有时滞都
有很好的鲁棒性,且不限制延迟已知或者相等[47].这
里的控制设计思路大致如下.
考虑一个非线性的多智能体系统[48]

ẋi1 = hi1(xi1) + xi2, (44)

ẋi2 = h12(xi1, xi2) + ui, i = 1, 2, . . . , n. (45)

为使系统状态达到一致或者实现同步,首先定义误
差,并将误差系统表示为微分形式

δė =
∂g(e)

∂e
δe+Bδη, δη̇ =

∂h(e)

∂e
δe; (46)

然后设计Finsler-Lyapunov函数为

V (e1, δe1, δe2, δη) =V1(e1, δe) + V2(δη) =

δeTP (e1)δe+ δηTη.

通过设计合适的控制器使函数满足 V̇ < 0,进而实现
一致性的控制目标.

2.4 状态估计

收缩理论的一大特点是其不依赖于系统的平

衡点或标称状态信息,而Lyapunov方法则需要已知
平衡点信息,然后用其构造观测误差的Lyapunov函
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数.该特点恰恰使得收缩分析特别适合观测器的设
计.
考虑非线性系统(1),设系统输出为

y(t) = Cx(t). (47)

其中: y为r× 1维的向量函数,C为r×n维的矩阵,代
表可测量状态的可用性.然后,其观测器可以设计为

˙̂x = f(x̂, t) + L(y − ŷ). (48)

其中: x̂为观测器状态,L为n × r维的观测器增益矩

阵,且 ŷ = Cx̂.接下来,非线性系统 (1)和观测器 (48)
的虚拟系统的动力学可以写为

η̇ = f(η, t) + L(y − yv). (49)

此时,系统非线性系统 (1)和观测器 (48)都是该虚拟
系统的特解.由于该虚拟系统的输出为yv = Cη,则
虚拟系统(49)可以进一步写为

η̇ = f(η, t) + LC(x− η). (50)

对式(50)求时间变分可得

δη̇ =
[∂f(η, t)

∂η
− LC

]
δη = Jδη = Jsδη, (51)

其中Js为Jacobian矩阵J的对称部分.通过寻找合适
的观测器增益L,即可保证Js的一致负定性.根据部
分收缩理论,如果虚拟系统的 Jacobian矩阵是一致负
定的,即虚拟系统是收缩的,则它的特解会以指数形
式相互收敛,进而使观测器的状态向量 x̂指数收敛到

实际系统的状态向量x.
在此领域, Sharma等[46]提出了一种基于收缩理

论的自适应观测器设计方法,将观测器设计推广到了
具有参数不确定性的非线性系统.针对随机非线性
系统[49-50],基于收缩理论可设计全局指数稳定的观
测器,以克服非线性和随机不确定性的问题. Yi等[51]

利用收缩分析和凸优化设计了使非线性系统全局收

敛的降阶观测器,用来估计未知部分的系统状态.

2.5 学习控制

将收缩理论与基于学习的方法相结合,不仅可以
强化基于学习和数据驱动的控制框架,还可以提供系
统的形式最优性、稳定性和鲁棒性. Singh等[17]利用

收缩理论、统计学习和凸优化,提出了一种通用且易
于操作的半监督算法来学习可稳定的动力学框架,用
于机器人的连续控制任务.强化学习主要是从一小
组采样轨迹中估计一个未知的动力学,即

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (52)

然后将估计的动态模型与反馈策略配对,以在动态且
不确定的环境下运动.稳定性主要通过将CCM条件

转化为一个凸线性矩阵不等式约束来保证.
Sun等[52]利用CCM的相关理论,设计了一个基

于神经网络的学习框架,用以实现同时合成控制仿
射系统的控制器以及CCM,不需额外的结构性假设,
且避免了求解测地线和系统动力学为多项式方程或

近似为多项式的要求. Tsukamoto等[53]提出了神经收

缩度量的概念,即一个最优收缩度量和相应的微分
Lyapunov函数的神经网络模型,该模型的存在是非
自治非线性系统轨迹指数增量稳定的充要条件.此
外,针对随机系统和参数不确定性系统,还有对应的
神经随机收缩度量[54]和自适应神经收缩度量[55].

3 结论与展望

本文主要介绍了收缩理论的一些基础知识及其

应用.收缩理论具有区别于Lyapunov理论的显著特
征,其分析的是非线性系统在状态空间形式下任意的
一对相邻轨迹间的指数收敛性,也是增量稳定性,不
仅不需要已知系统的平衡点或标称状态信息,也无需
构造合适的Lyapunov函数.而部分收缩理论更是为
稳定性的分析提供了新的角度和思路,即只分析系统
中某些特定部分的收缩性.收缩理论在过去几十年
发展过程中,不断与其他方法相结合,也不断应用于
各种系统和各种控制情形,已经取得了比较丰富的理
论成果.然而,收缩理论作为一种较为新颖的非线性
控制方法,与微分几何理论具有相当深入的关联,以
至于目前而言其理论应用仍然不够广泛,较少应用于
实际工业和生产系统的控制过程,因此,值得进一步
深入发展收缩理论,拓宽应用领域,以充分发挥其分
析和应用的潜力和优势.
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