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不确定离散半马尔可夫跳变系统的有限时间鲁棒H∞控制
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摘 要: 研究一类不确定离散时间半马尔可夫跳变系统的有限时间鲁棒H∞控制问题.首先,应用半马尔可夫核
方法建模离散时间系统的半马尔可夫跳变过程,其中驻留时间的概率密度函数依赖系统当前模态和下一模态,使
得所提出理论可考虑不同的驻留时间概率分布类型,针对随机跳变系统有限时间分析中的跳变次数问题,提出估
计跳变次数最大值的方法;然后,考虑系统模态驻留时间的上下界,提出新的有限时间有界概念,并保证基于半马
尔可夫核方法给出的不确定离散时间半马尔可夫随机跳变系统有限时间有界判据数值可解;接着,在此基础上,分
析系统的H∞性能指标,设计模态依赖的状态反馈控制律保证闭环系统的有限时间鲁棒H∞性能;最后,通过2个
算例仿真验证所提出理论的可行性和有效性.
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Robust finite-time H∞ control for uncertain discrete-time semi-Markov
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Abstract: This paper studies the problem of robust finite-time H∞ control for a class of uncertain discrete-time
semi-Markov jump systems. The semi-Markov kernel approach is employed to model the semi-Markov jump process,
in which the probability density function of sojourn time takes into account both the present and next system mode, and
different types of sojourn time probability distribution can be considered in the proposed criteria. The method of
estimating the maximum number of jumps is proposed for the finite-time analysis of the stochastic switching system.
The upper and lower bound of sojourn time are considered simultaneously, which gives a novel concept of finite-time
boundedness and guarantees the corresponding criteria based on the semi-Markov kernel to be numerically testable. On
the basis of this concept, the H∞ performance is studied and the corresponding design method of the mode-dependent
state-feedback control law is given to guarantee the corresponding closed-loop system to be finite-time bounded with
given H∞ performance. Two numerical examples are delivered to illustrate the feasibility and effectiveness of the
proposed theoretical method.
Keywords: discrete-time system；semi-Markov jump systems；finite-time boundness；robust H∞ control；
semi-Markov kernel；linear matrix inequality

0 引 言

马尔可夫跳变系统 (Markov jump system, MJS)
是一类特殊的随机切换系统,其具备两种混杂的动
态形式:模态和状态.系统的模态由连续时间、离散

状态的马尔可夫随机过程描述;系统的状态由每一
模态下的状态空间方程描述.模态的切换代表系统
模型进行相应的变化,能够反映动态系统运行过程中
结构、参数和扰动的随机变化,因此,MJS可有效地建
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模一大类随机过程,如电力系统的负载变化和跳、合
闸[1-2]、网络控制系统的丢包现象[3-4]、空中交通管理

系统的随机飞机轨迹[5]和医学分析系统的疾病史数

据[6]均可视为一类马尔可夫集,MJS的研究具有重要
的理论意义和工程应用价值.然而,如文献 [7]所述,
MJS的驻留时间必须服从指数分布(在离散域中服从
几何分布),这在一定程度上限制了MJS的实际应用.
半马尔可夫跳变系统 (semi-Markov jump system, S-
MJS)允许驻留时间服从任意概率分布,模态转移概
率是与驻留时间相关的时变参数,因此其应用较MJS
更为广泛[8-12].

文献 [8]引入了半马尔可夫核 (semi-Markov
kernel, SMK)的概念并提出了离散时间S-MJS的σ-
均方稳定判据,通过限制模态的驻留时间上限,给出
了数值可解的均方稳定判据. SMK保证了驻留时间
的概率密度函数与当前系统模态和下一系统模态相

关,在系统建模中考虑了不同的驻留时间分布规律,
因此,σ-均方稳定判据具有较低的保守性.在此基础
上,文献 [9]进一步引入了驻留时间下限,使得SMK
理论具有更好的实用性.针对部分转移概率和驻留
时间信息未知的情况,文献 [10]研究了转移概率和驻
留时间信息估计对离散时间S-MJSσ-均方稳定性的
影响.考虑到系统运行过程中无法避免的不确定性
和外部扰动,鲁棒H∞控制能够抑制参数不确定性和

外部扰动对系统稳定性的影响,提高系统的鲁棒性
能和抗干扰性能.文献 [11]引入了连续、非跳变采样
点间Lyapunov函数值的关系,讨论了离散时间S-MJS
的H∞均方稳定性问题.在此基础上,文献 [12]进一
步讨论了奇异摄动离散时间S-MJS的H∞均方指数

稳定性问题.上述随机稳定性或均方稳定性表征了
随机跳变系统在无限时间区间的稳态性能,然而在有
些应用场合,人们更关注有限时间区间内的系统动态
性能,即系统轨线在一定时间范围内是否超过某一特
定值.如导弹的飞行时间只有几分钟,机械手从抓起
工件到放在指定位置只有几秒钟,这种情况下讨论系
统的有限时间有界更能够满足实际运行要求.
目前,离散时间MJS和连续时间S-MJS的有限时

间问题已基本解决[13-17],但是,离散时间S-MJS有限
时间控制方面的成果却鲜见报道.已发表文献采用
的离散时间MJS和连续时间S-MJS的有限时间研究
方法均无法适用于这一问题,如文献 [18]将一维传热
方程建模为空间连接MJS,设计了有限时间控制器,
但是,所提出定理没有考虑随机跳变系统转移概率的
时变性;文献 [19]将单连接机械臂建模为连续时间S-

MJS,设计了有限时间滑模控制器,但是所提出方法
在离散域无法适用.

基于上述讨论,本文主要研究一类不确定离散时
间S-MJS的有限时间鲁棒H∞控制问题.主要内容有
以下几点: 1)提出离散时间 S-MJS的σ-有限时间有
界的新概念,相较于传统有限时间有界而言,考虑驻
留时间存在上下界的情况,使得理论具有更好的适用
性; 2)σ-有限时间有界保证应用SMK方法给出的判
据数值可解,解决传统方法无法数值求解的难题,利
用驻留时间概率密度函数与系统当前模态和系统下

一模态相关的特性,考虑随机过程中模态具有不同的
驻留时间分布规律,因此,得到的判据具有更好的通
用性; 3)分析不确定S-MJS的H∞性能指标,设计模
态依赖的状态反馈鲁棒H∞控制律实现闭环系统的

σ-H∞有限时间有界.

1 问题描述

在完备概率空间(Ψ,F ,Pr)上考虑以下不确定离
散时间随机跳变系统.对于∀k∈Z⩾0,有

x(k + 1) =

(Ar(k) +∆Ar(k)(k))x(k)+

(Br(k) +∆Br(k)(k))u(k) + Cr(k)ω(k),

z(k) = Dr(k)x(k).

(1)

其中:x(k) ∈ Rnx和u(k) ∈ Rnu分别为系统的状态

向量和控制输入向量,ω(k)∈Rnω为未知的外部扰动

输入向量, z(k) ∈ Rnz为系统的输出向量.切换过程
{r(k)}k∈Z⩾0

为模态空间I = {1, 2, . . . ,M}上的半马
尔可夫链,系统的模态依赖该过程的随机切换.对于
r(k) = i ∈ I,Ar(k)、Br(k)、Cr(k)、Dr(k)、∆Ar(k)和

∆Br(k)分别简写为Ai、Bi、Ci、Di、∆Ai(k)和∆Bi(k),
其中∆Ai(k)和∆Bi(k)分别为系统矩阵中的不确定

参数,满足如下形式:

[∆Ai(k) ∆Bi(k)] =Mi∆(k)[Nai Nbi]. (2)

其中:Mi、Nai以及Nbi为已知实矩阵,∆(k)为满足

∆T(k)∆(k)⩽I的未知时变矩阵.
引入两个随机过程 {Rn}n∈Z⩾0

和 {kn}n∈Z⩾0

[8],
其中随机过程 {Rn}n∈Z⩾0

在模态空间 I 中取值,
{kn}n∈Z⩾0

在空间Z⩾0中取值.对于∀n ∈ Z⩾0,Rn为

系统第n次跳变后的模态, kn为系统第n次跳变的时

间.令k0 = 0且0 < k1 < k2 < . . . < kn,令Sn = kn −
kn−1(∀n ∈ Z⩾1),Sn为模态Rn−1在第n − 1次跳变

与第n次跳变间的驻留时间,则可给出离散时间齐次
马尔可夫再生链的定义.
定义1 [20] 随机过程{(Rn, kn)}n∈Z⩾0

称为离散
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时间齐次马尔可夫再生链,若对于∀i、j ∈ I, i ̸= j,
∀τ ∈Z⩾1,则满足

Pr (Rn+1 = j, Sn+1 = τ |Rl, kl, l ∈ Z[0,n]) =

Pr (Rn+1 = j, Sn+1 = τ |Rn = i) =

Pr (R1 = j, S1 = τ |R0 = i). (3)

定义离散时间SMKΠ(τ) = [πij(τ)]i,j∈I,τ∈Z⩾0
,

πij(τ) = Pr (Rn+1 = j, Sn+1 = τ |Rn = i),πij(0) = 0,

显然πij(τ)∈R[0,1]且
∞∑
τ=0

∑
j∈I

πij(τ) = 1.定义1中随

机过程{Rn}n∈Z⩾0
称为随机过程{(Rn, kn)}n∈Z⩾0

的

嵌入马尔可夫链,随机过程{Rn}n∈Z⩾0
的转移概率矩

阵Θ=[θij ]i,j∈I定义为θij =Pr (Rn+1= j|Rn= i)(∀i、
j∈I), θii=0.
驻留时间的概率密度函数依赖当前模态和下一

模态,令其为fij(τ) = Pr (Sn+1 = τ |Rn = Rn+1 = j)

(∀i、j ∈ I,∀τ ∈ Z⩾0).显然,πij(τ) = fij(τ)θij .当
前模态 i的驻留时间累积分布函数定义为Fi(τ) =

Pr (Sn+1 ⩽ τ |Rn = i) =

τ∑
t=0

∑
j∈I

fij(t)(∀i ∈ I,∀τ ∈

Z⩾0),且 Fi(0)=fij(0)=0,则可给出半马尔可夫链的
定义.
定 义 2 [20] 考 虑 马 尔 可 夫 再 生 链

{(Rn, kn)}n∈Z⩾0
,若满足r(k)=Rn(∀k∈Z[kn,kn+1−1],

n ∈ Z⩾0),则随机过程{r(k)}k∈Z⩾0
称为半马尔可夫

链.
假设1 外部干扰ω(k)满足有界条件,即

ωT(k)ω(k) ⩽ d, ∀k ∈ Z⩾0, d ∈ R⩾0. (4)

假设2 随机跳变过程存在2个模态a、b∈I, a ̸=
b,其驻留时间下界T a

min、T
b
min∈Z⩾1满足T a

min ⩽ T b
min ⩽

T i
min(∀i ∈ I),则Kf时间内随机跳变系统的跳变次数

N满足

N ⩽ N̄ :=
⌊ 2Kf

T a
min + T b

min

⌋
. (5)

易看出,当时间常数Kf一定且随机跳变系统模态在

满足假设2的两个模态a、b间切换时,随机跳变系统
的跳变次数达到最大.
定义3 [14] 给定时间常数Kf ∈Z⩾1和正定对称

矩阵R,对于∀k∈ [1,Kf ],若

xT0Rx0 < c1 =⇒ E{xTkRxk} < c2, (6)

则称离散时间S-MJS (1)关于(c1, c2, d,Kf , R)是有限

时间有界的.其中: 0 < c1 < c2,且ω(k)满足式 (4).若
系统满足ω(k)≡ 0,则称系统关于(c1, c2,Kf , R)是有

限时间稳定的.

易看出,若系统第 i个模态的驻留时间有上限

T i
max和下限T i

min,则定义3相对保守.为了在系统分析
和综合考虑更多的驻留时间信息,进一步降低结论的
保守性,现给出离散时间S-MJS在驻留时间有界情况
下的有限时间有界定义.
定义4 给定时间常数Kf ∈ Z⩾1,子系统驻留

时间上下界T i
max、T

i
min ∈ Z⩾1(∀i ∈ I)和正定对称矩

阵R,对于∀k∈ [1,Kf ],若

xT0Rx0 < c1 =⇒ E{xTkRxk} < c2, (7)

则称离散时间 S-MJS (1)关于 (c1, c2, d,Kf , R, T
i
min,

T i
max)是σ-有限时间有界.其中: 0 < c1 < c2,T i

min ⩽
T i
max,ω(k)满足式(4),σ定义为

σ =
1

M

∑
i∈I

| ln(Fi(T
i
max)− Fi(T

i
min − 1))|,

M为I中系统模态个数.若系统满足ω(k) ≡ 0,则称
系统关于 (c1, c2,Kf , R, T

i
min, T

i
max)是σ-有限时间稳

定.
在定义 4中,σ表征 σ-有限时间有界相对于传

统有限时间有界的近似误差程度.由σ的定义可知,
T i
min 减小或 T i

max 增大,σ 会相应减小.特别地, 当
T i
min = 1,T i

max → ∞(∀i ∈ I)时,Fi(T
i
min − 1) = 0,

Fi(T
i
max)→ 1,σ→ 0,此时,σ-有限时间有界等同于传

统的有限时间有界.
定义 5 若离散时间 S-MJS (1)关于 (c1, c2, d,

Kf , R, T
i
min, T

i
max)是σ-有限时间有界的,且在0初始

条件下满足条件

E
{ Kf∑

k=0

zT(k)z(k)
}
< γ2

Kf∑
k=0

ωT(k)ω(k), (8)

则称系统关于(c1, c2, γ, d,Kf , R, T
i
min, T

i
max)是σ-H∞

有限时间有界的.其中: γ > 0, ω(k)满足式(4).
定义 5扩展自文献 [13]对H∞有限时间有界的

定义.
引理1 [21] 设X、Y 和F (k)(k ∈Z⩾1)为适当维

度的矩阵,且满足F T(k)F (k)≺ I ,则存在标量ς >0使

得XTF (k)Y + Y TF T(k)X⩽ ς−1XTX + ςY TY 成立.
对于不确定离散时间S-MJS (1),设计模态依赖

的状态反馈控制律u(k) =Kix(k),其中Ki为控制律

增益.这时的闭环系统具有如下形式:
x(k + 1) = (Ai +∆Ai(k) +BiKi+

∆Bi(k)Ki)x(k) + Ciω(k),

z(k) = Dix(k), k ∈ Z⩾0.

(9)

2 主要成果

定理 1 考虑不确定离散时间S-MJS (1),其中
u(k) ≡ 0.给定标量 c2 > c1 > 0, d > 0,正整数T i

min、

T i
max(i ∈ I)和正定对称矩阵R,对于∀i、 j ∈ I和
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∀τ ∈ Z[T j
min,T

j
max]

,若存在标量 ϵ > 0、hi > 1、µi > 1、

φ> 0、θ > 0和正定对称矩阵Pi、Qi满足以下线性矩

阵不等式:
−hiPi + ϵNT

aiNai 0 AT
iPi 0

∗ −Qi C
T
i Pi 0

∗ ∗ −Pi PiMi

∗ ∗ ∗ −ϵI

 ≺ 0,

(10a)∑
i∈I

πji(τ)Pi − µjPj

∑
i∈I

πji(τ) ≺ 0, (10b)

R ≺ Pi ≺ φR, (10c)

Qi ≺ θI, (10d)

h̄Kf µ̄N̄φc1 + h̄Kf−1µ̄N̄θ(Kf − 1)d < c2, (10e)

则该系统关于 (c1, c2, d,Kf , R, T
i
min, T

i
max)是σ-有限

时间有界的.其中: h̄ = max
i∈I

{hi}, µ̄ = max
i∈I

{µi}, N̄满
足式(5).

证明 构造 Lyapunov函数 V (x(k), r(kn)) =

xT(k)Pr(kn)x(k),并记r(kn) = i ∈ I(∀k ∈ [kn, kn+1 −
1]),可得到

E{V (x(k + 1), r(kn))} − hr(kn)E{V (x(k), r(kn))}−

ωT(k)Qr(kn)ω(k) =

E{xT(k + 1)Pix(k + 1)} − hiE{xT(k)Pix(k)}−

ωT(k)Qiω(k) =

E{[(Ai +∆Ai(k))x(k) + Ciω(k)]
TPi×

[(Ai +∆Ai(k))x(k) + Ciω(k)]}−

E{hixT(k)Pix(k)} − ωT(k)Qiω(k) =

E{XT(k)ΩiX(k)}. (11)

其中

X(k) = [xT(k) ωT(k)]T,

Ωi =

[
Ω11,i (Ai +∆Ai(k))

TPiCi

∗ CT
i PiCi −Qi

]
,

Ω11,i = (Ai +∆Ai(k))
TPi(Ai +∆Ai(k))− hiPi.

应用Schur补引理,Ωi≺0等价于

Φi =

 −hiPi 0 (Ai +∆Ai(k))
TPi

∗ −Qi CT
i Pi

∗ ∗ −Pi

 ≺ 0. (12)

考虑式(2),可将式(12)分解为

Φi =

 −hiPi 0 AT
iPi

∗ −Qi C
T
i Pi

∗ ∗ −Pi

+

 0

0

PiMi

∆(k)×

[Nai 0 0] +

 NT
ai

0

0

∆T(k)[0 0 MT
i Pi] ≺ 0.

由引理1可知,该不等式成立,若存在标量ϵ>0使得
−hiPi 0 AT

iPi

∗ −Qi C
T
i Pi

∗ ∗ −Pi

+ ϵ


NT

ai

0

0

 [Nai 0 0]+

ϵ−1


0

0

PiMi

 [0 0 MT
i Pi] ≺ 0, (13)

则由Schur补引理,式 (10a)等价于 (13),从而式 (10a)
保证了式 (12)成立.因此,对于∀k ∈ [kn, kn+1 − 1]均

有

E{V (x(k + 1), r(kn))} <

hr(kn)E{V (x(k), r(kn))}+ ωT(k)Qr(kn)ω(k). (14)

对于∀k∈ [kn + 1, kn+1],由式(14),得到

E{V (x(k), r(kn))} <

hk−kn

r(kn)
E{V (x(kn), r(kn))}+

k−1∑
s=kn

hk−s−1
r(kn)

ωT(s)Qr(kn)ω(s). (15)

另外,由式(10b)可知

E{V (x(kn), r(kn))}|x(kn−1),r(kn−1)−

µr(kn−1)E{V (x(kn), r(kn−1))}|x(kn−1),r(kn−1) =

1

η
j

xT(kn−1)
[ T j

max∑
τ=T j

min

(AT
j )

τ
(∑

i∈I

πji(τ)Pi−

µjPj

∑
i∈I

πji(τ)
)
Aτ

j

]
x(kn−1) < 0. (16)

其中: j=r(kn−1), ηj
=

T j
max∑

τ=T j
min

∑
i∈I

πji(τ)(i、j∈I).

结合式(15)和(16),得到

E{V (x(k), r(kn))} <

hk−kn

r(kn)
µr(kn−1)E{V (x(kn), r(kn−1))}+

k−1∑
s=kn

hk−s−1
r(kn)

ωT(s)Qr(kn)ω(s) <

h̄k−k0 µ̄NV (x(k0), r(k0))+

µ̄N
k1−1∑
s=k0

h̄k−s−1ωT(s)Qr(k0)ω(s) + . . .+

k−1∑
s=kn

h̄k−s−1ωT(s)Qr(kn)ω(s), (17)

其中N为时间区域 [k0, k]内的系统跳变次数.由于
N ⩽ N̄ ,令k0 = 0, k =Kf ,λ1 = max

i∈I
{λmax(Qi)},λ2 =

max
r(0)∈I

{λmax(R− 1
2Pr(0)R

− 1
2 )}.若xT(0)Rx(0) < c1,则
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由式(4)和(17)可得到

E{V (x(k), r(kn))} <

h̄k−k0 µ̄NV (x(k0), r(k0))+

h̄k−k0−1µ̄Nλ1

k−1∑
s=k0

ωT(s)ω(s) <

h̄Kf µ̄N̄xT(0)R
1
2 (R− 1

2Pr(0)R
− 1

2 )R
1
2x(0)+

h̄Kf−1µ̄N̄λ1

Kf−1∑
s=0

ωT(s)ω(s) <

h̄Kf µ̄N̄λ2c1 + h̄Kf−1µ̄N̄λ1(Kf − 1)d. (18)

另外,令λ3= min
r(kn)∈I

{λmin(R− 1
2Pr(kn)R

− 1
2 )},得到

E{V (x(k), r(kn))} =

E{xT(k)Pr(kn)x(k)} =

E{xT(k)R 1
2 (R− 1

2Pr(kn)R
− 1

2 )R
1
2x(k)} >

λ3E{xT(k)Rx(k)}. (19)

由式(18)和(19),得到

E{xT(k)Rx(k)} <

h̄Kf µ̄N̄λ2c1 + h̄Kf−1µ̄N̄λ1(Kf − 1)d

λ3
, (20)

再由式 (10c)、(10d)和 (10e),得到E{xT(k)Rx(k)} <
c2.结合定义4可知,不确定离散时间S-MJS (1)关于
(c1, c2, d,Kf , R, T

i
min, T

i
max)是σ-有限时间有界的. 2

注1 不同于文献 [8]中仅基于跳变时间kn的稳

定性条件,定理1中增加了式 (10a),以描述系统在同
一模态下任意采样时间k与k + 1的Lyapunov函数值
关系,使得分析不确定离散时间S-MJS的σ-有限时间
有界性成为可能.由于系统存在服从半马尔可夫链
的随机跳变,式 (10b)应用SMK方法描述了任意跳变
时间kn前后Lyapunov函数值关系,该方法解决了离
散时间半马尔可夫跳变过程不能利用转移概率或转

移速率建模的问题,充分体现了驻留时间概率密度函
数依赖当前模态和下一模态的特性.通过二者的迭
代,得到系统的Lyapunov函数值V (k0)与V (k)的关

系,最终得到σ-有限时间有界条件.
注2 当T i

min = 1,T i
max → ∞(∀i ∈ I)时,σ-有限

时间有界与传统的有限时间有界等价,但是该条件下
式 (10b)无数值解.换言之,定理1的T i

max必须是有限

的. T i
min的取值不仅影响半马尔可夫随机跳变过程,

还影响式 (5)计算系统的最大跳变次数,进而影响定
理1对离散时间S-MJSσ-有限时间有界分析.

注 3 不同于渐近稳定,有限时间稳定允许
Lyapunov函数值是递增的,即hi和µi均应取大于1的
值.过小的hi和µi会使得定理1中式 (10a)和 (10b)难
以满足,过大则无法满足式 (10e).由式 (10e)可知,hi

和µi与满足σ-有限时间有界的c2最小值存在指数相

关性.为了尽量减少判据的保守性,hi和µi应在满足

式 (10a)和 (10b)的基础上尽可能的小,使得满足σ-有
限时间有界的c2可设置得足够小.
注4 本文考虑系统轨迹集的时不变性,初始集

与轨迹集具有相同的形状,即若系统的状态x(0)在

某一形状区域内,则状态x(k)也会在大小可变的同

一形状区域内.以选取R为对角阵为例,可调整R的

对角线元素来调整性能指标中各状态分量在指标中

的权重:权重越大,该变量在指标中的重要性越高;权
重越小,重要性越低.

定理 2 考虑不确定离散时间S-MJS (1),其中
u(k) ≡ 0.给定标量 c2 > c1 > 0、d > 0、正整数

T i
min、T

i
max、i ∈ I和正定对称矩阵R,对于∀i、j ∈ I

和∀τ ∈ Z[T j
min,T

j
max]

,若存在标量ϵ > 0、γ > 0、hi > 1、

µi>1、φ>0和正定对称矩阵Pi满足以下线性矩阵不

等式:
−hiPi +DT

iDi + ϵNT
aiNai 0

∗ −γ2I
∗ ∗
∗ ∗

→

→

AT
iPi 0

CT
i Pi 0

−Pi PiMi

∗ −ϵI

 ≺ 0, (21a)

∑
i∈I

πji(τ)Pi − µjPj

∑
i∈I

πji(τ) ≺ 0, (21b)

R ≺ Pi ≺ φR, (21c)

h̄Kf µ̄N̄φc1 + h̄Kf−1µ̄N̄γ2(Kf − 1)d < c2, (21d)

则该系统关于(c1, c2, γ̄, d,Kf , R, T
i
min, T

i
max)是σ-H∞

有限时间有界的.其中: h̄=max
i∈I

{hi}, µ̄=max
i∈I

{µi}, N̄

满足式(5),H∞性能指标 γ̄=
√
µ̄N̄γ2.

证明 令J(k) = γ2ωT(k)ω(k) − E{zT(k)z(k)},
对于∀k∈ [kn, kn+1 − 1],有

E{V (x(k + 1), r(kn))}−

hr(kn)E{V (x(k), r(kn))} − J(k) =

E{[(Ai +∆Ai(k))x(k) + Ciω(k)]
TPi×

[(Ai +∆Ai(k))x(k) + Ciω(k)]}−

hiE{xT(k)Pix(k)}+

E{xT(k)DT
iDix(k)} − γ2ωT(k)ω(k) =

E{XT(k)ΣiX(k)}. (22)

其中:X(k)与式(11)相同,且有

Σi =

[
Σ11,i (Ai +∆Ai(k))

TPiCi

∗ CT
i PiCi − γ2I

]
,
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Σ11,i =

(Ai +∆Ai(k))
TPi(Ai +∆Ai(k))− hiPi +DT

iDi.

与定理1的证明过程类似,式 (21a)保证了Σi ≺0

对于所有∆Ai(k)均成立.因此,对于∀k∈ [kn, kn+1 −
1],均有

E{V (x(k + 1), r(kn))} <
hr(kn)E{V (x(k), r(kn))}+ J(k), (23)

从而,有

E{V (x(k + 1), r(kn))} <

hk−kn+1
r(kn)

E{V (x(kn), r(kn))}+
k∑

s=kn

hk−s
r(kn)

J(s).

(24)

由式(21b),得到

E{V (x(kn), r(kn))}|x(kn−1),r(kn−1) <

µr(kn−1)E{V (x(kn), r(kn−1))}|x(kn−1),r(kn−1). (25)

结合式(24)和(25),得到

E{V (x(k + 1), r(kn))} <
hk−kn+1
r(kn)

µr(kn−1)E{V (x(kn), r(kn−1))}+
k∑

s=kn

hk−s
r(kn)

J(s) <

h̄k−k0+1µ̄NV (x(k0), r(k0))+

µ̄N
k1−1∑
s=k0

h̄k−sJ(s) + . . .+

µ̄

kn−1∑
s=kn−1

h̄k−sJ(s) +

k∑
s=kn

h̄k−sJ(s), (26)

其中N为时间区域 [k0, k]内的系统跳变次数.式 (26)
在0初始条件下,有

0 < µ̄N
k1−1∑
s=k0

h̄k−sJ(s) + . . .+

k∑
s=kn

h̄k−sJ(s). (27)

可得到

µ̄NE
{ k1−1∑

s=k0

h̄k−szT(s)z(s)
}
+ . . .+

µ̄E
{ kn−1∑

s=kn−1

h̄k−szT(s)z(s)
}
+

E
{ k∑

s=kn

h̄k−szT(s)z(s)
}
<

µ̄N
k1−1∑
s=k0

h̄k−sγ2ωT(s)ω(s) + . . .+

µ̄

kn−1∑
s=kn−1

h̄k−sγ2ωT(s)ω(s) +
k∑

s=kn

h̄k−sγ2ωT(s)ω(s).

(28)

由于0⩽N⩽N̄ ,有

h̄kE
{ k∑

s=k0

zT(s)z(s)
}
< h̄kµ̄N̄γ2

k∑
s=k0

ωT(s)ω(s).

(29)

令k0=0, k=Kf , γ̄2= µ̄N̄γ2,由式(29),得到

E
{ Kf∑

k=0

zT(k)z(k)
}
< γ̄2

Kf∑
k=0

ωT(k)ω(k).

与定理1的证明过程类似,令

λ1 = max
r(0)∈I

(λmax(R
− 1

2Pr(0)R
− 1

2 )),

λ2 = min
r(kn)∈I

(λmin(R
− 1

2Pr(kn)R
− 1

2 )),

可得到

E{xT(k)Rx(k)} <

h̄Kf µ̄N̄λ1c1 + h̄Kf−1µ̄N̄γ2(Kf − 1)d

λ2
. (30)

再由式 (21c)和 (21d),得到xT(k)Rx(k)<c2,结合定义
5可知, S-MJS (1)关于 (c1, c2, γ̄, d,Kf , R, T

i
min, T

i
max)

是σ-H∞有限时间有界. 2
定理3 考虑不确定离散时间S-MJS (8).给定标

量c2>c1>0、d>0、正整数T i
min、T

i
max(i∈I)和正定对

称矩阵R,对于∀i、j∈I和∀τ ∈Z[T j
min,T

j
max]

,若存在标量
δ>0、γ>0、hi>1、µi>1、ψ>0,正定对称矩阵Xi和

矩阵Yi满足以下线性矩阵不等式:
−hiXi 0 XiA

T
i + Y T

i B
T
i

∗ −γ2I CT
i

∗ ∗ −Xi

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

→

→

XiN
T
ai + Y T

i N
T
bi 0 XiD

T
i

0 0 0
0 δMi 0

−δI 0 0
∗ −δI 0
∗ ∗ −I

 ≺ 0, (31a)

 −µjXj

∑
i∈I

πji(τ) XjLj(τ)

∗ −X

 ≺ 0, (31b)

ψR−1 ≺ Xi ≺ R−1, (31c)[
ψ

√
h̄Kf µ̄N̄c1

∗ c2 − h̄Kf−1µ̄N̄γ2(Kf − 1)d

]
≻ 0, (31d)

则可构造如下状态反馈控制律:

u(k) = YiX
−1
i x(k),

使得不确定离散时间S-MJS (8)关于 (c1, c2, γ̄, d,Kf ,

R, T i
min, T

i
max)是 σ-H∞有限时间有界的.其中: h̄ =

max
i∈I

{hi}, µ̄ = max
i∈I

{µi},Lj(τ) = [
√
πj1(τ),

√
πj2(τ),

. . . ,
√
πjM (τ)],X = diag{X1,X2, . . . , XM}, N̄满足

式(5),H∞性能指标 γ̄=
√
µ̄N̄γ2.
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证明 用Ai+BiKi+∆Ai(k)+∆Bi(k)Ki替换

式(22)中的Ai +∆Ai(k),得到

E{V (x(k + 1), r(kn))}−

hr(kn)E{V (x(k), r(kn))} − J(k) =

XT(k)ΥiX(k). (32)

其中:X(k)与式(11)相同,且有

Υi =[
Υ11,i (Ai+BiKi+∆Ai(k)+∆Bi(k)Ki)

TPiCi

∗ CT
i PiCi − γ2I

]
,

Υ11,i =

(Ai +BiKi +∆Ai(k) + ∆Bi(k)Ki)
TPi(Ai+

BiKi +∆Ai(k) + ∆Bi(k)Ki)− hiPi +DT
iDi.

应用Schur补引理,Υi≺0等价于

Ξi =

 −hiPi +DT
iDi 0 Ξ13,i

∗ −γ2I CT
i

∗ ∗ −P−1
i

 ≺ 0, (33)

其中Ξ13,i = AT
i + KT

i B
T
i + ∆AT

i (k) + KT
i ∆B

T
i (k).

将Ξi左右两边均乘以矩阵diag{P−1
i , I, I},并考虑式

(2),Ξi≺0等价于 −hiP−1
i + P−1

i DT
iDiP

−1
i 0

∗ −γ2I
∗ ∗

→

→
P−1
i AT

i + P−1
i KT

i B
T
i

CT
i

−P−1
i

+

 P−1
i NT

ai + P−1
i KT

i N
T
bi

0

0

∆T(k)[0 0 MT
i ]+

 0

0

Mi

∆(k)[NaiP
−1
i +NbiKiP

−1
i 0 0]≺0. (34)

由引理 1和Schur补引理,并定义Xi = P−1
i 和Yi =

KiP
−1
i ,与定理 1的证明过程类似,由式 (31a)得到

(33)成立.由式 (31b)∼ (31d)易得到 (21b)∼ (21d).类
似定理 2的证明可知,不确定离散时间 S-MJS (8)关
于 (c1, c2, γ̄, d,Kf , R,mini, T i

max)是 σ-H∞有限时间

有界的. 2
注5 式 (31a)、(31b)和 (31d)并非严格的线性矩

阵不等式,通过给定标量hi和µi的方法可转化为线

性矩阵不等式求解,因此,定理3给出的离散时间S-
MJS的有限时间鲁棒H∞控制律设计方法可转化为

下列基于线性矩阵不等式的优化问题:

min
hi,µi

γ2;

Xi, Yi, ψ, δ, i ∈ I.
s.t.式(31a) ∼ (31d).

3 算例仿真

考 虑 含 有 两 个 模 态 的 离 散 时 间 S-MJS:
x(k + 1)=Aix(k) +Biω(k).两个模态分别如下:

模态1

A1 =

[
−0.28 0.54

−1.43 1.56

]
, B1 =

[
−0.1

0.1

]
;

模态2

A2 =

[
0.27 0.49

−0.29 1.07

]
, B2 =

[
0.1

0.1

]
.

该系统的半马尔可夫链转移概率为θ12 = θ21 =

1, θ11 = θ22 = 0.设定模态的驻留时间服从伯努利分
布,对于∀i、j∈{1, 2},设其概率密度函数为

[fij(τ)] = 0
0.6τ · 0.415−τ · 15!

(15− τ)!τ !

0.5τ · 0.515−τ · 15!
(15− τ)!τ !

0

 .
图 1为模态驻留时间 τ的概率密度函数 f12(τ)

和 f21(τ).对于 f12(τ),当 τ ∈ Z[1,4]时,其概率密度
f12(τ)< 0.01,在实际应用中可忽略,因此可考虑取驻
留时间下界T 1

min=5,同理,取驻留时间上界T 1
max=13;

对于f21(τ),当τ ∈Z[1,2]时,其概率密度f21(τ)< 0.01,
在实际应用中可忽略,因此可考虑取驻留时间下界
T 2
min=3,同理,取驻留时间上界T 2

max=12.

0 5 10 15
0

0.1

0.2

0.3

!"#$τ

f
f

1
2

2
1

(
)

,
(

)
τ

τ

f12( )τ

f21( )τ

图 1 驻留时间τ的概率密度函数f12(τ)和f21(τ)

为进一步分析各标量取值对σ-有限时间有界判
据的影响,首先考虑不同的 hi、 µi(i = 1, 2),并令
c1 = 1,R = diag{1, 1},Kf = 50, d = 0.002,T 1

min =

5,T 1
max = 13,T 2

min = 3,T 2
max = 12.图 2为改变hi ∈

R[1.001,1.019]和µi ∈ R[1.01,1.1]的值,通过定理1解得
系统满足σ-有限时间有界的 c2最小值.然后考虑不
同的驻留时间上下界对 σ-有限时间有界判据的影
响.令c1 = 1,R= diag{1, 1},Kf = 50, d= 0.002,hi =
1.001,µi=1.005, i=1, 2,通过定理1求解不同驻留时
间约束下满足σ-有限时间有界的σ和c2最小值,如表
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1所示.由表1可见,σ作为表征σ-有限时间有界相对
传统有限时间有界的近似误差参数,对(T i

min, T
i
max)的

限制越严格,σ越大.不同的驻留时间约束会得到不
同的c2最小值.

30

40

50

60

20

1.00 1.00
1.05

1.10
1.01

1.02

0

20

40

60

80

μ i h i

c
2

图 2 hi和µi(i=1, 2)变化时满足σ-有限时间有界的
c2最小值

表 1 T i
min、T

i
max(i=1, 2)变化时σ和满足σ-有限时间

有界的c2最小值

(T 1
min, T

1
max) (T 2

min, T
2
max) σ c2

(1, 15) (1, 15) 1.579 6 × 10−5 12.673 3

(5, 13) (3, 12) 0.011 0 10.493 1

(8, 13) (7, 12) 0.306 7 10.218 3

(5, 9) (3, 8) 0.449 6 10.534 5

考虑具有3个模态的离散时间S-MJS (1),模态分
别如下:
模态1

A1 =

[
−0.33 0.63

−1.66 1.81

]
, B1 =

[
−0.1

0.1

]
,

C1 =

[
−0.1

0.1

]
, D1 =

[
0.03

0.03

]T

,

M1 =

[
0.05

0.1

]
, Na1 =

[
0.08

0.08

]T

, Nb1 = 0.04;

模态2

A2 =

[
0.31 0.57

−0.34 1.25

]
, B2 =

[
0.1

0.1

]
,

C2 =

[
0.1

0.1

]
, D2 =

[
0.03

0.03

]T

,

M2 =

[
0.05

0.1

]
, Na2 =

[
0.08

0.08

]T

, Nb2 = 0.04;

模态3

A3 =

[
0.31 0.57

−0.34 1.25

]
, B3 =

[
0

0

]
,

C3 =

[
0.1

0.1

]
, D3 =

[
0.03

0.03

]T

,

M3 =

[
0.05

0.1

]
, Na3 =

[
0.08

0.08

]T

, Nb3 = 0.04.

为了验证控制策略在多概率分布情况下的有效

性,设定模态1和模态3的驻留时间概率分布分别为

伯努利分布和韦布尔分布,模态2则包含了以上两种
不同类型的分布.对于∀i、j ∈ {1, 2, 3}给定驻留时间
概率密度函数为

[fij(τ)] =
0

0.6τ · 0.410−τ · 10!
(10− τ)!τ !

0.9(τ−1)2 − 0.9τ
2

0

0.4(τ−1)1.3 − 0.4τ
1.3

0.3(τ−1)0.8 − 0.3τ
0.8

→

→

0.4τ · 0.610−τ · 10!
(10− τ)!τ !
0.510 · 10!
(10− τ)!τ !

0

 .
半马尔可夫链转移概率矩阵为

[θij ] =

 0 0.7 0.3

0.4 0 0.6

0.5 0.5 0

 .
令c1 = 1, c2 = 20,R = diag{1, 1},Kf = 50, d =

0.002, δ = 0.1,该S-MJS (1)不满足有限时间有界.取
T 1
min = 3,T 1

max = 8,T 2
min = 1,T 2

max = 7,T 3
min = 1,

T 3
max = 3,hi = 1.001,µi = 1.001(i = 1, 2, 3).此时
σ = 0.057 3,由定理3,可设计模态依赖状态反馈控制
律使得闭环系统满足σ-H∞有限时间有界,并得到控
制律增益矩阵分别为K1=[8.018 9 − 7.865 9],K2=

[3.086 2 − 10.519 3],K3 = [0 0],这时最优的扰动
抑制性能为 γ̄=1.332 7.为了进一步验证控制律的有
效性,产生100次半马尔可夫随机跳变过程,图3(a)和
图3(b)分别为100次半马尔可夫随机跳变过程下开
环系统和闭环系统的xTRx轨迹.由图3(a)可见,开环
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图 3 S-MJS状态轨线xTRx的100次实现
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系统不满足有限时间有界,而加入模态依赖状态反馈
控制律的闭环系统能够满足有限时间有界,如图3(b)
所示.

4 结 论

本文研究了不确定离散时间S-MJS的有限时间
鲁棒H∞控制问题.通过引入模态驻留时间的上下
界,提出了不确定离散时间S-MJS的σ-有限时间有界
的概念.引入了SMK方法对半马尔可夫随机跳变过
程进行建模,给出了不确定离散时间S-MJS是σ-有限
时间有界的充分条件.针对H∞性能指标,给出使得
系统满足σ-H∞有限时间有界的充分条件,设计了模
态依赖的状态反馈控制律保证闭环系统σ-H∞有限

时间有界.最后,通过数值仿真算例验证了理论的可
行性和有效性.
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