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轮式移动机器人固定时间轨迹跟踪控制

李 波1†, 王成虎1, 马 玲1, 张海朝2
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摘 要: 针对存在外部干扰的轮式移动机器人轨迹跟踪控制问题,提出一种固定时间轨迹跟踪控制方案.首先,对
于轮式移动机器人的运动学误差模型,基于一种新颖的积分滑模面设计固定时间运动学速度控制器,使跟踪误差
在固定时间收敛到原点所在的邻域内;其次,对于轮式移动机器人的动力学模型,设计固定时间干扰观测器对外部
干扰信息进行估计,提出一种固定时间轨迹跟踪控制器,以确保动力学系统的固定时间稳定性,实现轮式移动机器
人的高精度轨迹跟踪控制;最后,通过仿真结果验证所设计的轨迹跟踪控制方案的有效性.
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Fixed-time trajectory tracking control of a wheel mobile robot
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Abstract: This work investigates the problem of fixed-time trajectory tracking control for a nonholonomic wheeled mobile
robot (WMR) under the external disturbance. The novel integral sliding mode surface (ISMS) based fixed-time kinematic
velocity controllers are first designed for the kinematic error model of the WMR, which can guarantee the tracking errors
converge to the small neighborhoods of origin in a fixed time. Subsequently, a continuous fixed-time disturbance observer
is developed to estimate the external disturbance for the dynamic model of the WMR. Then, a trajectory tracking controller
is designed based on the ISMS to ensure the fixed-time stability of the dynamic system, which achieves the high precision
trajectory tracking control of the WMR. Finally, the simulation results illustrate the effectiveness and superiority of the
proposed approach.
Keywords: wheeled mobile robot；fixed-time stability；sliding model control；disturbance observer；trajectory tracking

0 引 䀰

近年来,随着轮式移动机器人 (wheeled mobile
robot, WMR)在军用民用领域具有越来越重要的应
用价值和前景, WMR的轨迹跟踪控制受到了广泛关
注.在实际工程中,具有非完整性约束的WMR是一
类高耦合非线性系统且存在外部干扰,设计一个性能
优越的轨迹控制方案仍存在诸多挑战.对于WMR轨
迹跟踪控制问题通常有以下两种设计方法[1]:一是仅
考虑WMR的运动学模型,根据运动学模型设计运动
学轨迹跟踪控制器来解决跟踪控制问题;二是先由
运动学模型设计运动学速度控制器,再根据动力学模
型设计动力学控制器以实现WMR的轨迹跟踪控制.

文献 [2]描述了WMR的运动学模型并将其转化
为运动学误差模型,通过Lyapunov方法提出了WMR
轨迹跟踪控制方案.为了增强系统的鲁棒性,提高跟
踪控制性能,文献 [3]根据坐标变换将运动学误差模
型转化为标准的链式非完整性系统,通过设计扩张
状态观测器估计外部干扰,进而设计轨迹跟踪控制
律.然而,链式非完整性系统转换需要满足严苛的坐
标转换充分条件[4],导致控制方案设计过程复杂.为
简化WMR轨迹跟踪控制器设计,文献 [5]针对运动
学误差模型,根据级联控制设计方法提出了一种新
颖的级联轨迹跟踪控制方案,但该控制方案的跟踪
误差收敛性能需进一步提升.对于视觉伺服WMR的
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运动学误差模型,文献 [6]利用加幂积分控制方法设
计轨迹跟踪控制律,实现了WMR的快速、高精度跟
踪控制.但是,以上所提出的轨迹跟踪控制方案仅基
于WMR的运动学模型,均存在“完美速度跟踪”的假
设[2],而在实际中这种假设是不合理的[7].
随着对非完整性WMR的深入研究,文献 [8]进

一步探讨了将WMR的运动学模型与动力学模型相
结合的控制方案.在此基础上,一些先进的控制方法
被运用到控制方案的设计中,如自适应控制方法[9]、

预设性能控制方法[10]、滑模控制方法[11]等.其中,滑
模控制方法以其结构简单、响应速度快、对参数变

化和干扰不敏感等优点得到了广泛应用[12-13].传统
的滑模设计方法[14]通常选择线性超平面,通过参数
调节收敛速度,但仅实现了系统状态的渐近稳定.文
献 [15]通过设计非线性超平面,提出了终端滑模控制
方法,实现了系统状态的有限时间稳定.针对存在外
部干扰和惯性不确定性的WMR轨迹跟踪控制问题,
文献 [16]基于快速终端滑模面提出了有限时间滑模
控制策略,不但实现了WMR轨迹跟踪控制,而且加
快了跟踪误差的收敛速率.但是,有限时间控制理论
的收敛时间上界依赖于系统状态的初始值.为进一
步改善系统的控制性能,文献 [17]通过Lyapunov方法
提出了固定时间稳定性理论,其收敛时间上界仅取决
于系统参数而与系统状态量的初值无关.针对具有
未知摄像头参数的WMR动力学模型,文献 [18]基于
递归终端滑模面设计了固定时间轨迹跟踪控制器,使
WMR能在固定时间内跟踪上参考轨迹,但所设计的
跟踪控制器中存在奇异性问题.本文提出一个新颖
的固定时间积分滑模面,设计一种非奇异固定时间轨
迹跟踪控制器,并通过Lyapunov方法分别证明滑模
面和控制器的固定时间稳定性.
在实际应用中,外部干扰和不确定性会降低闭环

系统的稳定性.为处理外部干扰和不确定性,观测器
常用于闭环系统的控制方案设计中,如非线性观测
器[19]、模糊观测器[20]、扩张状态观测器[21]等.但是,
以上观测器只能实现观测误差的渐近稳定.文献 [22]
通过有限时间控制方法设计了有限时间干扰观测器,
能够快速、准确地估计系统中的干扰信息,但观测器
中存在非连续函数,导致控制输入存在抖振现象.针
对可重复使用的运载火箭跟踪系统中存在的外部干

扰,文献 [23]基于滑模方法设计了一种连续的有限时
间干扰观测器,有效避免了抖振现象.针对存在外部
干扰的高阶非线性系统,文献 [24]基于滑模方法设计
了一种连续的固定时间干扰观测器,不仅避免了抖振

现象,还提高了估计外部干扰信息的能力.
本文将WMR的运动学模型与动力学模型相结

合,提出一种固定时间轨迹跟踪控制方案.主要创新
点如下: 1)提出一种新颖的积分滑模面,并严格证明
了滑模面的固定时间稳定性; 2)相比于传统的渐近
稳定运动学速度控制器[2],本文基于滑模控制方法设
计一种固定时间运动学速度控制器,使WMR能在固
定时间内跟踪上参考轨迹; 3)设计一种连续的固定
时间干扰观测器,能够快速、准确地估计WMR动力
学模型中存在的外部干扰信息,同时有效地抑制抖振
现象.

1 问题描述

1.1 预备知识

引理1 [25] 考虑如下非线性系统:

ẋ = f(x), x(0) = x0. (1)

其中:x ∈ R表示系统的状态量, f(x) : R → R表示

光滑的非线性函数.如果选取一个正定的Lyapunov
函数V (x)满足

V̇ (x) ⩽ −lV
1+ρ
2 (x).

其中: l > 0; ρ =
m+ n

2
+

m− n

2
sign(V (x) − 1),m、

n为正常数且满足m > 1, 0 < n < 1.则系统 (1)将在
固定时间内收敛到原点,收敛时间为

T ⩽ 1

2l

m− n

(m− 1)(1− n)
.

引理2 针对非线性系统 (1),如果选取一个正定
的Lyapunov函数V (x)满足

V̇ (x) ⩽ −lV
1+ρ
2 (x) + ϑ. (2)

其中: ρ =
m+ n

2
+

m− n

2
sign(V (x)− 1),m、n为正

常数且m > 1, 0 < n < 1; l > 0;ϑ > 0.则系统 (1)是
实际固定时间稳定的,收敛时间为

T ⩽ 1

2lϕ

m− n

(m− 1)(1− n)
,

0 < ϕ < 1.系统状态量x的收敛邻域满足

∆ ∈{
x|V (x) ⩽ min

{( ϑ

l(1− ϕ)

) 2
1+m

,
( ϑ

l(1− ϕ)

) 2
1+n

}}
.

证明 将式(2)转化为

V̇ (x) ⩽ −lϕV
1+ρ
2 (x)− l(1− ϕ)V

1+ρ
2 (x) + ϑ,

其中常数0 < ϕ < 1.如果V (x) >
(

ϑ
l(1−ϕ)

) 2
1+ρ

,则有

V̇ (x) ⩽ −lϕV
1+ρ
2 (x).根据引理1可知,系统的状态量

x能在固定时间T内收敛到原点附近的邻域内,收敛
时间可表示为
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T ⩽ 1

2lϕ

m− n

(m− 1)(1− n)
,

收敛集合满足

∆ ∈
{
x|V (x) ⩽

( ϑ

l(1− ϕ)

) 2
1+ρ

}
,

即

∆ ∈{
x|V (x) ⩽ min

{( ϑ

l(1− ϕ)

) 2
1+m

,
( ϑ

l(1− ϕ)

) 2
1+n

}}
.

引理得证. 2
引理3 考虑如下非线性系统:

ẋ = f(x) + u. (3)

其中:x ∈ R表示系统的状态量, f(x) : R → R表示

光滑非线性函数,u ∈ R为系统控制输入.如果存在
一个滑模控制器使闭环控制系统能够到达滑模面

s = x+
w t

0
l⌈x⌋ρdτ. (4)

其中: l > 0; ρ =
m+ n

2
+

m− n

2
sign(|x| − 1),m、n

为正数且满足m > 1, 0 < n < 1.则滑模面的状态变
量x将在固定时间内收敛到原点.
证明 当设计的系统控制输入使系统状态到达

滑模面,即s = 0时,由式(4)可得

x = −
w t

0
l⌈x⌋ρdτ. (5)

对式 (5)求导,有 ẋ = −l⌈x⌋ρ.选取一个正定的
Lypunov函数V (x) = x2,对V (x)求导,可得 V̇ (x) =

−2lV
1+ρ̄
2 (x),其中 ρ̄ =

m+ n

2
+

m− n

2
sign(V (x) −

1).根据引理1可知,滑模面的状态变量x在固定时间

内收敛到原点,收敛时间满足

T ⩽ 1

l

m− n

(m− 1)(1− n)
. 2

引理 4 [26] 对于任意的常数κ > 0有不等式

|x| − ε/κ ⩽ x tanh(κx)成立,其中ε = 0.278 5.

1.2 轮式移动机器人运动学模型

本文考虑一种具有非完整性约束的WMR,物
理模型如图1所示. WMR由两个平衡轮和两个驱动

$%#

!"#
&

Y
B

X
B

X

Y

2
R

0

2
r

O

P

θ

图 1 轮式移动机器人物理模型

轮组成,每个驱动轮的半径为 r,两驱动轮间距离为
2R0.两个平衡轮间的连线与两个驱动轮间的连线相
互垂直.两个驱动轮的转速由两个直流电机的输出
力矩独立控制,进而控制WMR的位姿.假设WMR的
质心与几何中心重合,由车体坐标系中P (x, y)点表

示.方向角θ为地面坐标系X轴正方向与车体坐标系

XB轴正方向的夹角,取逆时针为正方向.
WMR的运动学模型[27]描述如下:

q̇ =


ẋ

ẏ

θ̇

 =


cos θ 0

sin θ 0

0 1


[
v

ω

]
= J(q)ζ. (6)

其中: q = [x, y, θ]T ∈ R3为WMR重心的位姿坐标,
ζ = [v, ω]T ∈ R2为速度向量, v、ω分别为WMR前进
的线速度和角速度,J(q) ∈ R3×2为速度转换矩阵.
假设WMR运动过程中车轮只发生纯滚动,不存在
打滑和侧滑现象,则WMR的非完整性约束可表示为
ẏ cos θ − ẋ sin θ = 0.

WMR的参考轨迹描述如下:

q̇r =


ẋr

ẏr

θ̇r

 =


cos θr 0

sin θr 0

0 1


[
vr

ωr

]
. (7)

其中: (xr, yr)为参考轨迹的位置坐标, θr为参考轨迹
中虚拟WMR的偏航角, vr、ωr分别为参考线速度和

参考角速度.
WMR轨迹跟踪误差[2]定义如下:

qe =


xe

ye

θe

 =


cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1



xr − x

yr − y

θr − θ

 . (8)

将跟踪误差 (8)对时间求导,化简可得WMR的
运动学误差模型[2]为

q̇e =


ẋe

ẏe

θ̇e

 =


−vc + vr cos θe + ωcye

vr sin θe − ωcxe

ωr − ωc

 , (9)

其中vc和ωc分别为虚拟的线速度和角速度.
假设1 参考线速度vr和参考角速度ωr存在且

有界,同时满足0 ⩽ |vr| ⩽ vmax
r , 0 ⩽ |ωr| ⩽ ωmax

r ,其
中vmax

r 、ωmax
r 为适当的正常数.

2 运动学速度控制器设计

为便于WMR的运动学速度控制器设计,首先,
将运动学误差模型(9)分为一个角速度误差子系统

θ̇e = ωr − ωc (10)

和一个位置误差子系统
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ẏe = vr sin θe − ωcxe;
(11)

然后,对子系统 (10)和 (11)分别设计速度控制器,并
证明运动学误差系统的固定时间稳定性.

2.1 角速度误差子系统控制器设计

定理1 针对角速度误差子系统 (10),如果控制
器设计如下:

ωc = ωr + k1⌈θe⌋ρ1 . (12)

其中: ρ1 =
m1 + n1

2
+

m1 − n1

2
sign(|θe| − 1),m1 >

1, 0 < n1 < 1,常数k1 > 0.则子系统 (10)的角度误差
变量θe将在固定时间内收敛到原点.
证明 将控制器(12)代入子系统(10),可得

θ̇e = −k1⌈θe⌋ρ1 . (13)

选取一个正定的Lyapunov函数V1 = θ2e ,对V1

求导并将式 (13)代入,可得 V̇1 = −2k1V
1+ρ̄1

2
1 ,其中

ρ̄1 =
m1 + n1

2
+

m1 − n1

2
sign(V1 − 1).根据引理1

可知,角度误差变量θe在固定时间内收敛到原点,收
敛时间满足

T1 ⩽ 1

k1

m1 − n1

(m1 − 1)(1− n1)
.

所以, WMR的虚拟角速度ωc能在固定时间内跟踪上

参考角速度ωr. 2
2.2 位置误差子系统控制器设计

由定理1可知,当 t > T1时,角度误差变量θe =

0, ωc = ωr,则位置误差子系统(11)可转化为ẋe = −vc + vr + ωrye,

ẏe = −ωrxe.
(14)

定理2 针对子系统(14),选取如下积分滑模面:

s1 = ξ +
w t

0
l1⌈ξ⌋γ1dτ. (15)

其中: l1 > 0; γ1 =
a1 + b1

2
+
a1 − b1

2
sign(|ξ|−1), a1 >

1, 0 < b1 < 1.辅助变量ξ定义为

ξ̇ = ẋe + λ1 tanhxe − λ2 tanh ye+

λ3xeye tanh ye + k2⌈xe⌋ρ2 . (16)

其中:λ1、λ2、λ3均为正数且满足λ1 ⩾ λ2; k2 > 0;

ρ2 =
m2 + n2

2
+

m2 − n2

2
sign(|xe| − 1),

m2、n2均为正常数且满足m2 > 1, 0 < n2 < 1.如果
控制器设计为

vc = λ1 tanhxe − λ2 tanh ye + k2⌈xe⌋ρ2 + ωrye+

λ3xeye tanh ye + l1⌈ξ⌋γ1 + k3⌈s1⌋ρ3 + vr.

(17)

其中: k3 > 0; ρ3 =
m3 + n3

2
+

m3 − n3

2
sign(|s1| −

1),m3、n3均为正常数且m3 > 1, 0 < n3 < 1.则误差
变量xe、ye在固定时间收敛到原点附近的邻域内.
证明 证明过程分为3步: 1)当 t > T1时,滑模

面s1和变量 ξ̇能在固定时间内收敛到原点; 2)误差变
量xe、ye能够在固定时间内收敛到原点附近的邻域

内; 3)当0 ⩽ t ⩽ T1时,分析误差变量xe、ye的有界性.
1) 当 t > T1时,选取一个正定的Lyapunov函数

V2 = s21,对V2求导并代入式(16)和(17),可得

V̇2 = − 2s1(vr− vc+ ωrye +λ1 tanhxe+ k2⌈xe⌋ρ2−

λ2 tanh ye + λ3xeye tanh ye + l1⌈ξ⌋γ1) =

− 2k3V
1+ρ̄3

2
2 ,

其中 ρ̄3 =
m3 + n3

2
+

m3 − n3

2
sign(V2 − 1).根据引

理1可知,滑模面 s1将在固定时间内收敛到原点,收
敛时间满足

Ts1 ⩽ 1

k3

m3 − n3

(m3 − 1)(1− n3)
.

当 s1 = 0时,根据引理3可知,积分滑模面 (15)
中的辅助变量ξ及其导数 ξ̇将在固定时间内收敛到原

点,收敛时间为T2 ⩽ 1

l1

a1 − b1
(a1 − 1)(1− b1)

.

2) 当 t > T1 + Ts1 + T2时,变量 ξ̇ = 0,则式 (16)
可化简为

ẋe = − λ1 tanhxe + λ2 tanh ye−

λ3xeye tanh ye − k2⌈xe⌋ρ2 . (18)

选取一个正定的Lyapunov函数V3 = x2
e,对V3求

导并将式(18)代入,有

V̇3 ⩽

− 2λ1xe tanhxe + 2λ2xe tanh ye − 2k2xe⌈xe⌋ρ2 ⩽

− 2λ1|xe|+ 2λ2|xe| − 2k2|xe|1+ρ2 + 2λ1ϑ1 ⩽

− 2k2V
1+ρ̄2

2
3 + ϑ̄1.

其中: ρ̄2 =
m2 + n2

2
+

m2 − n2

2
sign(V3 − 1); ϑ̄1 =

2λ1ϑ1,ϑ1为正常数.
由引理2可得,误差变量xe能在固定时间收敛到

原点附近的邻域内,收敛时间

T3 ⩽ 1

k2ϕ1

m2 − n2

(m2 − 1)(1− n2)
,

其中0 < ϕ1 < 1.收敛集合满足

∆1 ∈
{
xe|V3(xe) ⩽

min
{( ϑ̄1

k2(1− ϕ1)

) 2
m2+1

,
( ϑ̄1

k2(1−ϕ1)

) 2
n2+1

}}
.

由式 (18)可知,变量 ẋe是一致连续的,根据Barbalat引
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理[28]可得 lim
t→∞

ẋe = 0,则当 t < T1 + Ts1 + T2 + T3

时,变量 ẋe是有界的.因此,存在一个原点附近的邻
域∆2使得误差变量ye收敛到∆2内.所以,误差变量
xe、ye能在固定时间T1+Ts1 +T2+T3内收敛到原点

附近的邻域内.
3)当0 ⩽ t ⩽ T1时,分析子系统 (11)的误差变量

xe、ye的有界性.
选取有限时间有界函数[29]为 V̄ =

1

2
x2
e +

1

2
y2e ,对

V̄ 求导并将式(11)代入,可得
˙̄V ⩽ 2|vr||xe|+ (λ1 + λ2)|xe|+ λ3x

2
e|ye|+

l1|ξ|γ1 |xe|+ k2|xe|ρ2+1 + k3|s1|ρ3 |xe|+

|ωr||ye||xe|+ |vr||ye|. (19)

令η1 =
√
x2
e + y2e ⩾ η > 1,则有 |xe||ye| ⩽ η21 ,

|xe| ⩽ η1, |ye| ⩽ η1成立.于是,存在常数满足如下
条件: p1, p2, p3 > 0使得 |ξ|γ1 ⩽ p1η1, |s1|ρ3 ⩽ p2η1,
|xe|ρ2 ⩽ p3η1,则有

˙̄V ⩽ η41(3v
max
r + λ1 + λ2 + λ3 + l1p1+

k2p3 + k3p2 + ωmax
r ) =

ϱ1V̄
2,

其中ϱ1 = 4(3vmax
r + λ1 + λ2 + λ3 + l1p1 + k2p3 +

k3p2 + ωmax
r ).

如果0 ⩽ η1 ⩽ 1,则存在一个常数ϱ2 > 0使得式

(19)满足 ˙̄V ⩽ ϱ2.对于任意的位置误差变量xe、ye有
˙̄V ⩽ ϱ1V̄

2 + ϱ2,解得

V̄ ⩽ V̄ (0) +

√
ϱ2
ϱ1

tan(√ϱ1ϱ2t),

其中 V̄ (0)为 V̄ 的初始值.所以,当0 ⩽ t ⩽ T1时,子系
统(11)的误差变量xe、ye是有界的. 2

由定理1和定理2可知,本节所设计的固定时间
运动学速度控制器ζc = [vc, ωc]

T确保了WMR运动
学误差系统(9)的固定时间稳定性.

3 轨迹跟踪控制器设计

3.1 轮式移动机器人动力学模型

WMR的动力学模型[10]描述为

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q)τd = B(q)τ −ATλ.

(20)

其中: q ∈ Rn×1为广义坐标,M(q) ∈ Rn×n为对

称的正定惯性矩阵,C(q) ∈ Rn×n为向心矩阵和科

里奥利矩阵,G(q) ∈ Rn×1为重力向量, τd ∈ Rn×1

为未知但有界的外部干扰,B(q) ∈ Rn×(n−m)为输

入转换矩阵, τ ∈ R(n−m)×1为控制输入向量,λ ∈
Rm×1为约束力向量,A(q) ∈ Rm×n为非完整性约

束相关向量.动力学模型中相关变量定义如下:

M(q) =


m 0 0

0 m 0

0 0 I

 , AT(q) =


− sin θ

cos θ
0

 ,

B(q) =
1

r0


cos θ cos θ
sin θ sin θ

R0 −R0

 , τ =

[
τr

τl

]
,

G(q) = 0, C(q, q̇) = 0,

λ = −m(ẋc cos θ + ẏc sin θ)θ̇.

其中:m、I分别为WMR的质量和惯性矩阵, τl 和 τr

分别为WMR两驱动轮的直流电机所产生的力矩.
对式(6)求导,有

q̈ = J̇(q)ζ + J(q)ζ̇. (21)

将式(21)代入(20),化简可得

ζ̇ = N1τ + δ. (22)

其中:N1 = (JT(q)M(q)J(q))−1JT(q)B(q),外部
干扰δ = −(JT(q)M(q)J(q))−1JT(q)τd.
假设2 假设WMR的动力学系统中所受到的外

部干扰δ有界,即满足∥δ∥ ⩽ L,其中L为正常数.

3.2 固定时间干扰观测器设计

针对动力学系统(22),引入如下辅助变量[22]:

s2 = ζ −ϖ, (23)

变量ϖ̇ = N1τ + α tanh s2 + βsigγ2(s2).其中:α ⩾
L;β > 0; γ2 =

a2 + b2
2

+
a2 − b2

2
sign(||s2|| − 1), a2、

b2均为正数且满足a2 > 1, 0 < b2 < 1.
定理3 针对动力学系统 (22),如果干扰观测器

设计为

δ̂ = α tanh s2 + βsigγ2(s2), (24)

则干扰观测器 (24)可精确估计外部干扰δ,观测误差
δ̃ = δ − δ̂可在固定时间收敛到原点附近的邻域内.
证明 选取一个正定的Lyapunov函数

V4 = sT
2 s2. (25)

对式(23)求导并将式(22)代入,可得

ṡ2 = δ − α tanh s2 − βsigγ2(s2). (26)

对式(25)求导并将式(26)代入,有

V̇4 = − 2αsT
2 tanh s2 − 2βsT

2 sigγ2(s2) + 2sT
2 δ ⩽

− 2α∥s2∥+ 2L∥s2∥ − 2β∥s2∥1+γ2 + 4αϑ2 ⩽

− 2βV
1+γ̄2

2
4 + ϑ̄2.

其中: γ̄2 =
a2 + b2

2
+

a2 − b2
2

sign(V4 − 1); ϑ̄2 =
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4αϑ2,ϑ2为正常数.
根据引理2知,辅助变量s2在固定时间收敛到原

点附近的邻域内,且收敛邻域满足集合

∆3 =
{
s2|V4(s2) ⩽

min
{( ϑ2

β(1−ϕ2)

) 2
a2+1

,
( ϑ2

β(1−ϕ2)

) 2
b2+1

}}
,

收敛时间为Td ⩽ a2 − b2
βϕ2(a2 − 1)(1− b2)

,其中0 < ϕ2

< 1.
由式(24)可知,干扰观测误差

δ̃ = δ − α tanh s2 − βsigγ2(s2) = ṡ2.

当t ⩾ Td时,根据式 (26)可知变量 ṡ2是有界的.所以,
干扰观测误差 δ̃能在固定时间Td内收敛到原点附近

的邻域∆4内,且收敛邻域满足

∆4=∥ṡ2∥⩽
{
L+α tanh(

√
2∆3)+βsigγ̄2(

√
2∆3)

}
,

其中

γ̄2 =
a2 + b2

2
+

a2 − b2
2

sign(
√

2∆3 − 1). 2
3.3 固定时间轨迹跟踪控制设计

为设计动力学系统 (22)的控制输入τ ,使WMR
的实际速度ζ能够准确地跟踪上ζc,可定义速度误差
变量为e = ζc − ζ.
定理4 对于动力学系统 (22),选取如下积分滑

模面:

s3 = e+
w t

0
l2⌈e⌋γ3dτ. (27)

其中: γ3 =
a3 + b3

2
+

a3 − b3
2

sign(∥e∥ − 1), a3 >

1, 0 < b3 < 1; l2 > 0.如果动力学控制器设计为

τ =
1

N1
(ζ̇c + l2⌈e⌋γ3 + k4⌈s3⌋ρ4 + l3 tanh s3 − δ̂).

(28)

其中: ρ4 =
m4 + n4

2
+
m4 − n4

2
sign(||s3||−1),m4、n4

均为正数且满足m4 > 1, 0 < n4 < 1; l3 > ∆4; k4 >

0.则动力学系统(22)是固定时间稳定的.
证明 选取正定的Lyapunov函数V5 = sT

3 s3,并
对V5求导,有

V̇5 =

2sT
3 (−k4⌈s3⌋ρ4 − l3 tanh s3 + δ̂ − δ) ⩽

− 2k4∥s3∥1+ρ4 − 2l3∥s3∥+ 4l3ϑ3 + 2∥s3∥∥δ̃∥ ⩽

− 2k4V
1+ρ̄4

2
5 + ϑ̄3.

其中: ρ̄4 =
m4 + n4

2
+

m4 − n4

2
sign(V5 − 1); ϑ̄3 =

4l3ϑ3,ϑ3为正常数.
根据引理2知,滑模面s3在固定时间收敛到原点

所在的邻域内,收敛邻域满足

∆5 =
{
s3|V5(s3) ⩽

min
{( ϑ3

k4(1− ϕ3)

) 2
m4+1

,
( ϑ3

k4(1− ϕ3)

) 2
n4+1

}}
,

收敛时间为

Ts3 ⩽ m4 − n4

k4ϕ3(m4 − 1)(1− n4)
,

其中0 < ϕ3 < 1.即s3为实际滑模面,则速度误差变
量e将沿着滑模面s3收敛到原点

[30].因此,动力学系
统 (22)是固定时间稳定的,控制器 (28)实现了WMR
的轨迹跟踪控制. 2
4 仿真结果分析

为验证本文所设计的固定时间轨迹跟踪控制

方案的有效性与优越性,针对WMR轨迹跟踪控制
系统,将本文的跟踪控制方案与文献 [31]的跟踪控
制方案进行仿真对比分析. WMR的物理参数设置
如下:m = 4 kg, r = 0.035m,R0 = 0.115m,
I = 2.5 kg · m2. WMR的参考轨迹设置为 xr =

0.5 sin(0.135t), yr = 0.5 sin(0.27t),则参考线速度和
角速度分别为vr =

√
ẋ2
r + ẏ2r , ωr =

ẋrÿr − ẍrẏr
v2r

.

WMR在地面坐标系中的初始位置设置为 [x0, y0,

θ0]
T = [0.2, 0,π/6]T, [xr0, yr0, θr0]

T = [0, 0,

0.674 7]T;外部干扰设置为 τd = [−0.2 sin(0.5t),
−0.5 cos(0.5t),−0.3 sin(0.5t)]T.本文控制方案的主
要参数设置为α = 0.15,β = 20, k1 = 0.683, k2 =

0.001, k3 = 0.5, k4 = 0.2,λ1 = 0.001,m1 = a2 =

79/55,n1 = 81/99.
WMR的轨迹跟踪对比结果如图2所示.仿真结

果表明,本文控制方案与文献 [31]均能实现WMR的
轨迹跟踪控制,但当轨迹跟踪控制系统稳定后,本文
控制方案所生成的轨迹能够更接近于参考轨迹.

0 0.3 0.6-0.3-0.6

X / m

0.2

0

-0.2

-0.4

Y
/
m

0.02094
0.01672

0.01685

!"#$ %&#$ &' #$[31]

图 2 轨迹跟踪对比结果

图3所示的轨迹跟踪误差xe、ye、θe对比结果表

明,本文控制方案的跟踪误差不仅收敛速度快,而且
精度高、变化范围小,从而进一步验证了本文所设计
轨迹跟踪控制方案的优越性.
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图 3 跟踪误差对比结果

动力学系统 (22)的观测误差收敛曲线如图4所
示.仿真结果表明,观测误差能快速收敛到一个小的
范围内且不存在抖振现象,实现了对外部干扰信息的
快速、准确估计.
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图 4 观测误差收敛曲线

图5和图6分别为动力学系统 (22)的控制力矩仿
真结果与文献 [31]的控制力矩仿真结果.对比图5和
图6可知,本文轨迹跟踪控制器的控制力矩初始值较
小,更有利于执行器的正常运行.通过上述分析,更加
准确地验证了本文所设计的WMR轨迹跟踪控制方
案的有效性与优越性.
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图 5 本文控制力矩仿真结果
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图 6 文献 [31]的控制力矩仿真结果

5 结 论

本文研究存在外部干扰的WMR轨迹跟踪控制
问题,提出了一种固定时间轨迹跟踪控制方案.首先,
将WMR的运动学误差模型分为一个角速度误差子
系统和一个位置误差子系统.针对角速度误差子系
统,设计了一种固定时间控制器,使角度误差在固定
时间内收敛到原点;针对位置误差子系统,基于新颖
的积分滑模面设计了一个固定时间控制器,并严格证
明了位置误差子系统的固定时间稳定性.然后,针对
WMR的动力学模型,通过设计连续的固定时间干扰
观测器对外部干扰信息进行估计,根据滑模控制方法
设计了固定时间轨迹跟踪控制器,并利用Lyapunov
方法严格地证明了动力学系统的固定时间稳定性,实
现了存在外部干扰情况下的WMR轨迹跟踪控制.最
后,通过仿真对本文所提出的轨迹跟踪控制方案进行
了验证,得到了满意的效果.
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