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欠驱动TORA系统的自耦PID控制策略

熊屹林, 曾喆昭†

(长沙理工大学电气与信息工程学院，长沙 410076)

摘 要: 针对欠驱动旋转激励平移振荡器 (translational oscillations with a rotational actuator, TORA)系统的控制问
题,使用一种自耦PID (self-coupling proportional-integral-differential, SCPID)控制方法.该方法首先利用坐标变换
使 TORA系统的质心映射为 Huygens振动中心,以实现新系统控制输入解耦,避免零动态不稳定问题;然后对
Huygens振动中心设计平移位置的SCPID控制器,同时获得小球偏转角度的虚拟指令,进而设计小球偏转角度的
SCPID控制器,从而实现TORA系统的平衡点跟踪控制;最后在复频域对闭环控制系统的稳定性进行严格的数学
分析和证明.仿真及与其他方法的结果对比表明,所设计的控制算法简单高效,在欠驱动控制系统领域具有实际
的应用价值.
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Research on a self-coupling PID control strategy for an underactuated
TORA system
XIONG Yi-lin, ZENG Zhe-zhao†

(School of Electrical & Information Engineering，Changsha University of Science and Technology，Changsha 410076，
China)

Abstract: Aiming at the control problems of translational oscillations with a kind of rotational actuator (TORA) system, a
self-coupling proportional-integral-differential (SCPID) control method is used. Firstly, the centroid of the TORA system
is mapped to the vibration center of Huygens by coordinate transformation, so that the control input of the new system
is decoupled and zero dynamic instability is avoided. Then the SCPID controller for the translation position is designed
with the Huygens vibration center, the virtual command of the ball deflection angle is obtained at the same time, and
the SCPID controller of the ball deflection angle is designed, so as to realize the equilibrium point tracking control of
the TORA system. Finally, the stability of the closed-loop control system is analyzed and proved strictly in complex
frequency domain. Simulation results and comparison with other methods show that the control algorithm designed is
simple and efficient, and has practical application value in the field of underactuated control system.
Keywords: underactuated TORA system；coordinate transformation；Huygens vibration center；self-coupling PID
control；robust stability

0 引 言

欠驱动系统指一类控制量个数少于自由度个数

的系统,具有重量轻、能耗小、造价低、灵活度强等突
出特点,被广泛地应用于航空航天[1-5]、国防军工[6-8]、

机械制造[9-10]等领域.
具有旋转激励的平移振荡器 (translational

oscillations with a rotational actuator, TORA)系统是
一类典型的欠驱动系统,具有强耦合、非线性、自然不

稳定等特点,常被作为双自旋航天器的简化模型用于
研究自振现象,后来又被当作一种典型的非线性基准
系统,验证有关控制方法的控制性能.对于TORA系
统的控制而言,现有的控制方法主要可分为两大类:
基于全状态反馈的控制策略[11-16]和基于输出反馈的

控制策略[17-22].全状态反馈控制方法是依赖于模型
信息的控制方法,需要使用速度传感器检测位移速度
和角速度信息,在参数时变或存在外部扰动情况下,
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还需要干扰观测器进行状态估计,使得控制系统更为
复杂;基于输出反馈的控制策略尽管免去了速度传
感器,但也利用了部分模型信息,而且控制器涉及参
数较多,其数值大小对控制品质较为敏感,需要反复
测试才能镇定,因而控制器的增益鲁棒性较差.
自耦 PID (self-coupling proportional-integral-

differential, SCPID)控制理论[23-24]是一类新型的控

制理论,与现有控制方法相比,主要的优势如下:
1) SCPID控制器不仅保留了传统PID控制器简

单实用、不依赖于被控模型的优势,且比例、积分、微
分3个增益由一个速度因子统一驱动,科学建立了基
于速度因子的PID增益镇定规则 (量纲换算规则),解
决了传统PID增益镇定困难的问题.

2) 由过渡过程时间 tr来镇定速度因子,简单实
用[24]: 1 SCPID的速度因子镇定规则为zc = 10α/tr,
1 < α ⩽ 10; 2 SCPD (self-coupling proportional-
differential) 与 SCPI (self-coupling proportional-
integral)的速度因子镇定规则为 zc = 20α/tr, 1 <

α ⩽ 10.
3) SCPID (包括SCPD与SCPI)控制系统都是临

界阻尼系统,不仅保证了控制系统的稳定性,而且具
有良好的动态响应特性.

4)根据总扰动概念的定义, SCPID控制理论可将
任意复杂的非线性系统等价映射为线性扰动系统,因
而基于SCPID理论的线性系统和非线性系统的控制
是一致的.

本文的主要工作是将SCPID控制策略应用于欠
驱动TORA系统,具体方法是:首先通过坐标变换将
TORA系统的质心映射为Huygens振动中心,消除小
球转矩对Huygens振动中心的影响,有效避免欠驱动
TORA系统零动态不稳定的问题;然后对Huygens振
动中心设计位置跟踪的SCPID控制器,同时获得小
球旋转角度的虚拟指令;最后根据获得的角度虚拟
指令和角度信息设计小球旋转角度的SCPD控制器,
实现欠驱动TORA系统的平衡点跟踪控制.在相同
模型参数、初始条件下与其他方法进行对比,验证了
本文控制方法的有效性和优越性.

1 问题㛼Ჟ

1.1 TORA模型

考虑旋转小球可在垂直平面内转动的TORA系
统,如图1所示,其模型[11,22]为Mmẍ+ εθ̈ cos θ − εθ̇2 sin θ + k0x = 0,

εẍ cos θ + (Jm + J)θ̈ + εg sin θ = τ.
(1)

其中:Mm = M + m, ε = mr, Jm = mr2;M和m分

别是平移振荡小车和旋转小球的质量;x是平移振荡
小车偏离平衡点位置的位移; r与θ分别是旋转小球

的转动半径与转动角度 (逆时针方向为正,与垂直向
下所形成的夹角); J是旋转小球关于质心的转动惯
量; k0是弹簧的弹性系数; τ是系统的输入转矩.
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图 1 TORA系统

TORA系统有两个自由度x和θ,却只有一个控
制输入 τ ,因而是一类典型的欠驱动系统,且存在强
非线性与耦合.为了便于分析,设状态变量分别为
x1 = x,x2 = ẋ,x3 = θ,x4 = θ̇,则系统 (1)可表示
为如下系统的形式:

ẋ1 = x2,

ẋ2 =
f1(x1, x3, x4)

p(x3)
− ε cosx3

p(x3)
τ,

ẋ3 = x4,

ẋ4 =
f2(x1, x3, x4)

p(x3)
+

Mm

p(x3)
τ.

(2)

其中

p(x3) = Mm(Jm + J)− ε2 cos2 x3,

f1(x1, x3, x4) =

(Jm + J)(εx2
4 sinx3 − k0x1) + ε2g sinx3 cosx3,

f2(x1, x3, x4) =

ε(−εx2
4 sinx3 + k0x1) cosx3 − εMmg sinx3.

1.2 TORA模型映射

由系统(2)可知,由于TORA系统输入转矩τ与小

球的转动角x3 = θ存在强耦合作用,会引起小车位
移输出存在振荡现象,使得系统控制更为复杂.为此,
本文对系统(2)做如下坐标变换:

z1 = x1 +
ε

Mm
sinx3,

ż1 = z2 = x2 +
ε

Mm
x4 cosx3.

(3)

则系统(2)可以映射为如下系统的形式:
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ż1 = z2,

ż2 = − k0
Mm

z1 + b1 sinx3,

ẋ3 = x4,

ẋ4 =
f2(x1, x3, x4)

p(x3)
+ b2τ.

(4)

其中: b1 =
εk0
M2

m

, b2 =
Mm

p(x3)
.

显然,上述坐标变换使TORA系统 (2)的不稳定
质心位置x1 = x映射到具有平坦输出的Huygens
振动中心z1.由于新TORA系统 (4)的输出是平坦的,
即经过映射后,式 (4)第2通道中不再含有转矩 τ ,因
而有效避免了非最小相位TORA零动态不稳定的问
题.由于系统 (4)与系统 (2)是等价映射,由TORA新
系统 (4)设计的控制器 τ可以实现对系统 (2)的有效
控制.

2 TORA控制系统设计
2.1 TORA系统的基本控制原理

为了便于分析,设虚拟控制器uz为

uz = sinx3, (5)

则TORA系统(4)可简化为如下系统的形式:

ż1 = z2,

ż2 = − k0
Mm

z1 + b1uz,

ẋ3 = x4,

ẋ4 = x5 + b20τ.

(6)

其中: b1 =
εk0
M2

m

和b20 =
Mm

Mm(Jm + J)− ε2
均是常

数;x5 =
f2(x1, x3, x4)

p(x3)
+ (b2 − b20)τ是扩张状态.

因为 TORA系统的期望轨迹是 x1d = 0与

x3d = 2nπ (n = 0,±1, . . .),所以当x3 = 0时, b20 =
Mm

p(x3 = 0)
=

Mm

Mm(Jm + J)− ε2
.

根据式(5)可得x3的虚拟指令为

x3r = arcsinuz, (7)

其中 |uz| ⩽ 1.
考虑到TORA系统中小球的旋转角度θ = 0与

θ = 2nπ (n ∈ ±1,±2, · · · )在实际物理空间中表示相
同的物理状态,为了避免小球出现循环旋转的现象,
要求对小球转动角的虚拟指令修改如下:

x3r = x3d + arcsinuz, (8)

其中x3d是小球的期望角度.
显然,只要设计好小车位移的虚拟控制器uz ,即

可获得小球转动角的虚拟指令式 (8),据此可设计
TORA系统的转矩控制器τ ,从而实现欠驱动TORA
系统的平衡点跟踪控制.
2.2 位移虚拟控制器设计

设计Huygens振动中心的位移虚拟控制器uz的

目的是获得小球旋转角的虚拟指令x3r = x3d +

arcsinuz ,具体方法如下.
设TORA系统的期望质心位置为x1d = 0,小球

的期望转动角为x3d = 0或2nπ (n ∈ ±1,±2, . . .),从
而可得Huygens振动中心位移坐标的期望输出与实
际输出分别为

z1d = x1d +
ε

Mm
sinx3d = 0, (9)

z1 = x1 +
ε

Mm
sinx3, (10)

其中x1 = x和x3 = θ分别是小车实际位移与小球实

际旋转角输出.
设位置跟踪误差 e11 = z1d − z1,积分 e10 =w t

0
e11dt,微分e12 = ė11 = ż1d − z2.结合系统 (6),可

得TORA系统中Huygens振动中心位置的受控误差
系统为 

ė10 = e11,

ė11 = e12,

ė12 = z̈1d +
k0
Mm

z1 − b1uz.

(11)

根据文献 [23-24]的SCPID控制理论思想,本文
设计Huygens振动中心的位移虚拟控制器SCPID为

uz = uzp + uzi + uzd. (12)

其中积分控制力uzi、比例控制力uzp和微分控制力

uzd如下: 
uzi = z3c1e10/b1,

uzp = 3z2c1e11/b1,

uzd = 3zc1e12/b1.

(13)

zc1 > 0是SCPID控制器的速度因子, b1 =
εk0
M2

m

.

为了避免因积分饱和引起超调与振荡现象,要
求对积分控制力uzi和总控制力uz分别进行限幅处

理.由式(5)可知 |uz| ⩽ 1,因此要求 |uzi| < 1.
经过对uzi与uz进行限幅处理后,再根据式(8)即

可获得小球旋转角的虚拟指令:x3r = x3d+arcsinuz .

2.3 旋转角控制器设计

设计小球旋转角控制器的目的是获得TORA系
统的控制输入转矩τ .根据式 (12)的位移虚拟控制器
uz获得小球旋转角的虚拟指令x3r = x3d + arcsinuz
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后,设旋转角跟踪误差为e31 = x3r − x3,则有误差的
微分为e32 = ė31 = ẋ3r −x4.由于旋转角的平衡点是
零点,在忽略积分环节的情况下,结合系统 (6),可得小
球旋转角受控误差系统为ė31 = e32,

ė32 = d2 − b20τ,
(14)

其中d2 = ẍ3r − x5是总扰动.
根据文献[23-24]的自耦PID控制理论思想,在忽

略积分环节的情况下,本文设计小球旋转角控制器
SCPD为

τ = (z2c2e31 + 2zc2e32)/b20. (15)

其中: zc2 > 0是 SCPD控制器的速度因子, b20 =
Mm

Mm(Jm + J)− ε2
.

考虑到实际物理系统均存在输入饱和情况,设
TORA系统的最大输入转矩为 τmax,则要求 |τ | ⩽
τmax.

2.4 控制系统分析

2.4.1 小车位移虚拟控制系统鲁棒性分析

定理 1 设总扰动d1 = z̈1d +
k0
Mm

z1有界,即

|d1| ⩽ ε1,则当且仅当zc1 > 0时,小车位移闭环控制
系统(11)是鲁棒稳定的,且稳态误差有界(|e11(∞)| <
ε1/z

2
c1),具有良好的抗扰动鲁棒性.
证明 将式 (12)与 (13)代入 (11)的受控误差系

统,可得小车位移的SCPID控制系统为
ė10 = e11,

ė11 = e12,

ė12 = d1 − z3c1e10 − 3z2c1e11 − 3zc1e12.

(16)

其中d1 = z̈1d +
k0
Mm

z1是总扰动.

由于SCPID控制系统 (16)实际上是一个在总扰
动d1激励下的扰动感知误差系统,总扰动d1的任何

变化都会引起SCPID形成的控制力产生反相的变化
来抵消总扰动的影响,因而控制系统 (16)也可以称为
扰动感知控制系统.对系统 (16)取拉普拉斯变换,并
整理得

E11(s) =
s

(s+ zc1)3
D1(s). (17)

定义系统传输函数为

H1(s) =
E11(s)

D1(s)
=

s

(s+ zc1)3
. (18)

当zc1 > 0时,由于H1(s)在复频域的左半平面有一个

三重实极点sp = −zc1 < 0,系统 (18)或 (16)是稳定
的;又因为zc1与被控对象的模型无关,因而系统 (18)

或(16)是鲁棒稳定的.
由系统(18)可得单位冲激响应为

h1(t) = t(1− 0.5zc1t)e−zc1t, t > 0. (19)

因而系统(16)或(17)的时域解为

e11(t) = h1(t) ∗ d1(t) =
w t

0
h1(τ)d1(t− τ)dτ, (20)

其中“∗”表示卷积积分运算.
当 |d1| ⩽ ε1时,必有如下不等式:

|e11(t)| ⩽ ε1
w t

0
|h1(τ)|dτ. (21)

因而有稳态误差为

|e11(∞)| ⩽ ε1
w ∞

0
|h1(τ)|dτ. (22)

经计算得w ∞

0
|h1(τ)|dτ =

4

e2z2c1
< 1/z2c1,

其中e ≈ 2.71是自然对数的底.因而有

e11(∞)| < ε1/z
2
c1. (23)

由式 (23)可知,当总扰动有界时,稳态误差有界,
且随速度因子呈平方倍降低,因此增大速度因子有利
于提高稳态精度和抗扰动能力. 2
2.4.2 小球旋转角控制系统鲁棒性分析

定理2 设总扰动d2 = ẍ3r − x5有界,即 |d2| ⩽
ε2,则当且仅当zc2 > 0时,小球旋转角控制系统 (14)
是鲁棒稳定的,且稳态误差有界(|e21(∞)| ⩽ ε2/z

2
c2),

具有良好的抗扰动鲁棒性.
定理2的证明与定理1类似,不再赘述.

2.5 速度因子镇定

由定理1和定理2可知:当且仅当zc1 > 0、zc2 >

0时,欠驱动TORA系统的小车位移控制系统与小球
旋转角控制系统是鲁棒稳定的,表明SCPID和SCPD
控制器的速度因子都具有很大的整定裕度,而且速度
因子越大,控制系统的稳态精度越高、抗扰动鲁棒性
越强.然而,由式 (8)所示的小球旋转角虚拟指令x3r

是由SCPID控制器的虚拟控制力uz形成的,因此要
求小球旋转角SCPD控制器的速度因子zc2大于小车

位移SCPID控制器的速度因子zc1,为此可设两个速
度因子的关系如下:

zc2 = (4 ∼ 10)zc1, (24)

其中zc1 > 0.

3 仿真验证与分析

为了验证本文控制方法的有效性,并与文献 [22]
进行比较分析,设欠驱动TORA系统的相关参数与
文献 [22]完全相同,如表1所示,并设采样频率fs =
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1 000Hz, g = 9.8m · s−2,最大输入转矩 τmax =

0.25N · m.

表 1 系统参数取值

参数 取值 单位

M 1.360 8 kg
m 0.096 kg
r 0.059 2 m
k0 186.3 N · m
J 2.175 × 10−5 kg · m2

给定TORA系统的期望输出分别为x1d = 0和

x3d = 0或2nπ (n ∈ ±1,±2, . . .),则Huygens振动中
心位移坐标的实际输出与期望输出分别为

z1 = x1 +
ε

Mm
sinx3,

z1d = x1d = 0.

在后文的仿真1和仿真2中,两个控制器的速度
因子分别设置为

zc1 = 0.8, zc2 = 8zc1 = 6.4.

欠驱动TORA控制系统整体组成结构如下.
1) SCPID控制器:

uz = uzp + uzi + uzd.

其中

uzp = 3z2c1e11/b, uzd = 3zc1e12/b1,

uzi = z3c1e10/b1, |uzi| ⩽ 0.5, |uz| ⩽ 1;

b1 = εk0/M
2
m ≈ 0.5.

2) SCPD控制器:

τ = (z2c2e31 + 2zc2e32)/b20.

其中

e31 = x3r − x3, e32 = ė31,

x3r = x3d + arcsinuz,

b20 =
Mm

Mm(Jm + J)− ε2
≈ 1 880,

τ | ⩽ 0.25.

文献[22]所给出的输出反馈控制器如下:

τ = −kp sin(0.5θ)− kd tanhϑ+mgr sin θ.

其中

ϑ = ϕ+ b sin θ,

ϕ̇ = −akd tanh(ϕ+ b sin θ),

a = 450, b = 2;

kp = 0.12, kd = 0.066.

下列仿真实验是基于Matlab 2018b仿真平台进
行的.

仿真1 设x1d = 0和x3d = 0分别表示TORA

系统中小车的期望位移和小球旋转角的期望角度,

TORA系统初始状态分别为x−
1 = 0.025m,x−

j = 0

(j = 2, 3, 4).图2是引用文献 [22]的插图,本文控制

方法的仿真结果如图3所示.
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图 2 文献 [22]的控制结果 (仿真1)

由图 2和图 3可知,本文控制方法的响应速度

不仅比文献 [22]快了 1 s,而且稳态跟踪精度高 (位

移跟踪与角度跟踪的最大绝对误差分别为 |e11| <

10−6, |e31| < 2× 10−4).

仿真 2 避免循环现象的控制实验.根据文献

[22],设期望位移与期望角度分别为x1d = 0,x3d =

8π; TORA系统的初始状态为x−
1 = x−

2 = x−
4 = 0,

x−
3 = 24 rad.本文控制方法的仿真结果如图4所示,

图5是引用文献[22]的插图.

由图 4和图 5可知,本文控制方法不仅响应速

度快 (比文献 [22]快了1 s),而且稳态跟踪精度高 (位

移跟踪与角度跟踪的最大绝对误差满足 |e11| <

5 × 10−7, |e31| < 3 × 10−4),进一步表明了本文控制

方法的有效性.
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图 5 文献 [22]的控制结果 (仿真2)

仿真3 速度因子取值对SCPID控制性能的影
响.设x1d = 0和x3d = 0分别表示TORA系统中小车
的期望位移和小球旋转角的期望角度, TORA系统初
始状态分别为x−

1 = 0.025m,x−
j = 0 (j = 2, 3, 4).分

别设两组速度因子的取值如表2所示,控制结果如图
6所示.

表 2 两组速度因子取值

参数 case1 case2

zc1 0.5 2
zc2 2 20

由图6可知,速度因子取值case1(zc1 = 0.5, zc2 =

4zc1 = 2)与case2(zc1 = 2, zc2 = 10zc1 = 20)都实

现了有效的控制,表明SCPID的速度因子具有很大
的镇定裕度,具有良好的鲁棒稳定性.

4 结 论

本文针对欠驱动TORA系统的控制问题,使用了
一种自耦PID控制理论方法,在复频域分析了闭环控
制系统的鲁棒稳定性和抗扰动鲁棒性,获得了稳态误
差的上界,其科学意义在于增大速度因子有利于提高
稳态精度和抗扰动能力.仿真实验的结果表明,本文
所提控制方法简单有效,具有良好的动态品质和稳态
性能,同时是大范围鲁棒稳定的控制方法,在欠驱动
非线性系统控制领域具有科学意义与应用价值.
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图 6 两组速度因子的控制结果
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