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基于从众行为的改进Hegselmann-Krause观点动力学分析

张善祺1, 刘 兵1†, 柴 利2
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摘 要: 在许多社交场景中,个体往往因为从众行为而改变自己的观点.为了探究从众行为对个体观点演化的影
响,提出具有群体压力的改进Hegselmann-Krause (HK)模型.与已有模型不同,所提出模型中每个个体对其余个体
的影响程度并不总是相同.首先,在此基础上,通过理论分析该模型的收敛性,并给出该模型的收敛时间及其与信
任边界、群体压力大小等因素的关系;然后,考虑到群体中存在合作和对抗2种关系,进一步提出具有群体压力的
改进符号HK模型,验证该模型的收敛性,并给出其收敛时间以及与信任边界、群体压力大小等因素的关系;最后,
仿真分析信任边界和群体压力对所提出 2种模型的观点演化过程和收敛时间的影响,并验证所提出模型的有效
性.结果表明,信任边界与群体压力越大,群体内个体的观点收敛越快.
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Analysis of modified Hegselmann-Krause opinion dynamics based on
conformity
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Abstract: In many social scenarios, individuals tend to change their opinions due to conformity behavior. To
investigate the impact of conformity behavior on the evolution of individual opinions, this paper proposes a modified
Hegselmann-Krause (HK) model with group pressure. Unlike the existing model, the weights of individuals influenced
by their neighbors are not always the same. Thus, the convergence properties of this model are theoretically analyzed,
and the model’s convergence time, as well as its relationship with confidence bound and group pressure, are given.
Considering both cooperative and antagonistic relationships in groups, this paper further proposes a modified signed HK
model with group pressure and proves its convergence. This model’s convergence time is also given, as well as its
relationship with confidence bound and group pressure, are also given. Finally, simulations are given to study the effect
of confidence bound and group pressure on the evolution of opinion and the convergence time of the proposed two
models. The validity of the two proposed models is also verified. The results show that the higher the confidence bound
and group pressure, the faster the convergence of individual opinions in groups.
Keywords: opinion dynamics；bounded confidence；HK model；conformity；bipartite consensus；opinion evolution

0 引 䀰

近年来,在社会学、控制理论、经济学、物理学等
多个学科的结合下,观点动力学这一交叉领域发展迅
速,已成为一个新的研究热点[1].随着多智能体系统
以及复杂网络相关理论的发展,研究者们探索观点形
成背后的机制,得到了一系列研究成果[2-4].
观点动力学以社交网络为载体,试图通过建立

数学模型,分析社交网络中个体观点的演化过程.为
了实现这一目标,研究者们提出了一系列经典的观
点动力学模型, DeGroot模型是其中之一[5].在该模
型中,个体当前时刻的观点由自身及其邻居上一时
刻观点的加权平均形成,最终群体的观点值将达成
一致.随着研究者们的大量工作,这一模型得到了
进一步的发展.考虑到群体中的个体对其初始观点
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有不同的固执程度,文献 [6]在DeGroot模型基础上,
提出了Fredkin-Johnson (FJ)模型.文献 [7]将DeGroot
模型与社会权力理论相结合,分析了个体的社会权
力在问题序列中的演化过程.文献 [8]基于DeGroot
模型,建立了考虑决策者角色差异的舆情演化模型.
注意到,在DeGroot模型中,个体的观点受到其在网
络上所有邻居观点的影响.然而,在现实生活中,个
体更倾向于与其观点相近的个体进行交互[9].由于
DeGroot模型无法描述这种情景,学者们提出了有
界信任模型,以探究个体间的信任对群体观点演化
的影响.在有界信任模型中,最具代表性的2个模型
为 Hegselmann-Krause (HK) 模 型[10] 和 Deffuant-
Weisbuch (DW)模型[11],其中,在HK模型中,个体只
接受其信任边界内其他个体的观点,个体当前时刻的
观点为其信任边界内所有个体上一时刻观点的算术

平均值.由于个体的邻居集随着个体观点值的变化
而改变,该模型的网络是时变且状态相关的.此外,随
着信任边界的改变,群体的观点值将出现极化、分簇
或是达成一致等现象.文献 [12]研究了具有惯性的
HK模型,个体当前时刻的观点由自身上一时刻的观
点与信任边界内个体上一时刻的观点平均值加权平

均得到,当惯性系数为 1时,个体始终保持自身观点
不变.文献 [13]研究了具有自适应信任边界的HK模
型,在该模型中,每个个体的左右信任边界不同、异质
且时变,对于模型中的某个个体,若上一时刻其一侧
信任边界内个体数量为0,则当前时刻该侧信任边界
的上界将增加.
需要注意的是,在以上工作中,作者通常假设个

体表达的观点与其内心想法一致.然而,当个体处于
某些特定的情境或身处某些群体时,其表达的观点
往往与内心想法不一致[14],社会心理学将这一现象
解释为从众行为.研究结果表明,从众行为体现在实
际生活的许多场景中,如:在许多西方国家,就餐后给
小费已形成一种隐形的社会规范,多数人给小费的
原因是受到该约束的影响,而不是餐馆的实际服务
质量[15];对于苏联解体和阿拉伯之春这样的重大政
治事件,其发生时会显得很突然,甚至不可思议,但是,
事后调查发现,在事件的导火索点燃前,许多人内心
对政权的支持已发生了动摇,但是由于从众行为的影
响,其表达的观点仍然是支持当前政权[16-17]. Asch[18]

在1951年关于从众行为的开创性工作表明,面对无
可争议的事实,一些个体的观点会由于群体所施加
压力的影响而扭曲.随后,许多学者基于Asch[18]的

工作,建立了观点动力学模型,探究从众行为对观点

演化过程的影响,如文献 [19]建立了一个包含从众
个体和反从众个体的观点动力学模型,结果表明,在
全连通网络中,从众个体越多,系统越稳定,而在复杂
网络如小世界网络中则相反.最近,文献 [20]研究了
具有群体压力的HK模型,该模型中个体的观点由上
一时刻其信任边界内个体的观点和群体压力共同决

定.注意到,在以上基于HK模型的工作中,个体对群
体观点的影响程度均相等,然而,在实际社交情景中,
由于资历/地位的不同,群体中每个个体对其余个体
的影响程度往往并不相同[21],如一些科学家在其研
究领域享有比其他研究者更高的声誉,其提出的观点
将在同领域研究者中具有更大的影响力[22].

在上述文献提出的观点动力学模型中,通常仅考
虑个体间的合作性.而在现实生活中,个体间的关系
包含了合作性和对抗性[23],如在第 1次世界大战中,
若将每个国家看作一个个体,同盟国/协约国内的国
家间是合作关系,而同盟国与协约国的国家间是对抗
关系[24];在棒球、足球、篮球等体育运动中,相同队伍
的个体间是合作关系,而不同队伍的个体间是对抗关
系[25].为了同时描述合作/对抗性对群体观点演化的
影响,文献 [26]将符号图引入DeGroot模型中,提出了
Altafini模型,结果表明,当满足结构平衡图时,个体观
点达成二分一致.文献 [27]通过在领导-跟随框架下
对Altafini模型加入同质外界输入,实现了在符号网
络下对该模型的牵制控制.文献 [28]在Altafini模型
的基础上考虑多智能体系统的通信约束,提出了一种
基于量化器的控制协议,使得多智能体系统实现了二
分实用一致.文献 [29]将符号图引入有界信任模型,
提出了3种连续时间下的符号有界信任模型.基于文
献 [29]的工作,文献 [30]考虑了2种离散时间下的符
号HK模型.然而,以上工作均未考虑群体压力对个
体观点演化的影响.
基于以上分析,本文研究具有群体压力的改进有

界信任观点动力学模型,主要内容如下.
1)提出具有群体压力的改进HK模型,描述从众

压力作用下,该模型中群体观点的演化过程.不同于
文献 [20]的工作,所提出模型中每个个体对其余个体
的影响程度各不相同.当群体中任意个体对其余个
体的影响程度相同时,该模型将退化为文献 [20]所提
出的模型.

2)提出具有群体压力的改进符号HK模型,描述
从众压力作用下,该模型中群体观点的演化过程.当
群体中不存在群体压力,且任意个体对其余个体的影
响程度相同时,该模型将退化为文献 [30]所提出的模
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型.
3)通过理论分析,表明所提出的2种观点动力学

模型的收敛性,并给出其收敛所需的最大收敛时间及
其与信任边界和群体压力系数的关系.

4)通过仿真,分析信任边界和群体压力对观点演
化过程以及收敛时间的影响,并验证理论分析中,信
任边界越大,群体压力越大,收敛时间越快这一结论.

1 模型介绍

本节首先介绍HK模型,进而提出具有群体压力
的改进HK模型.

1.1 HK模型

在HK模型中, Hegselmann等[10]假设群体中的

每个个体均具有信任边界,个体观点受其信任边界内
所有个体观点的共同影响,且群体中每个个体的影响
权重相同,其数学模型可表示为

xi(k + 1) =
1

|Ni(k)|
∑

j∈Ni(k)

xj(k). (1)

其中:xi(k) ∈ [0, 1]为个体 i在 k时刻的观点值;
Ni(k) = {j ∈ V

∣∣|xi(k) − xj(k)| ⩽ ε}为在k ⩾ 0时,
个体 i的邻居集,包括个体 i自身, |Ni(k)|为个体 i在k

时刻的邻居个数,V = {1, 2, . . . , n}为群体内的所有
个体, ε∈(0, 1]为信任边界.

1.2 具有群体压力的改进HK模型

在HK模型中,个体表达的观点与其内心想法一
致.然而, Asch[18]的实验表明,个体观点的表达往往
会受到从众因素的影响,即当群体进行交流时,群体
内个体的观点会受到群体压力的影响,从而表达出与
内心想法不一致的观点,如当一个旅行者或移民来
到一个陌生的地方,往往会通过观察他人的行为来
决定自己该如何行动[31],这也是从众行为在实际生
活中的体现.因此,本文考虑具有群体压力的有界信
任观点动力学模型,其中每个个体的观点由其信任边
界内的所有个体观点和群体观点共同决定,如图1所
示.在该模型中,个体 i的观点更新可理解为是两阶

段的过程:在第 1阶段,与HK模型类似,每个个体与
其信任边界内的所有个体进行表达观点的交换,形成
其内心观点 x̂i;在第 2阶段,由于受到群体压力的影
响,个体 i的表达观点由其内心观点 x̂i和群体的表达

观点xavg的共同影响而形成,其数学模型描述如下式
所示:

xi(k + 1) = (1− α)x̂i(k) + αxavg(k). (2)

其中: x̂i(k)=
(( ∑

j∈Ni(k)

wjxj(k)
)/ ∑

j∈Ni(k)

wj

)
∈ [0, 1]

为个体 i与其信任边界内的个体进行交流后,形成的

内心观点;xavg(k)=
((∑

j∈V

wjxj(k)
)/∑

j∈V

wj

)
∈ [0, 1]

为k时刻的群体表达观点,wj > 0为个体 j的权重系

数,表示个体j的表达观点对其他个体表达观点的影

响程度;α ∈ [0, 1]为群体压力系数,表示群体表达观
点对个体i表达观点的影响程度.

!"1:
#$%&
'()

!"2:
*+%&
'()

,- '
*+%&

i

x ki( )

w i

,- '#$%&i x ki ( )
!

./01
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2-3145α
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N i k i( ) \{ }
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图 1 观点动力学模型 (2)观点演化示意图

2 收敛性分析

本节将分析具有群体压力的改进HK模型 (2)的
收敛性问题.
在模型 (2)中,群体中所有个体的观点将在有限

时间内达成一致.该结论可由如下定理表示.
定理1 观点动力学模型(2)满足如下性质.
1)若群体中不存在群体压力,即α=0,则观点动

力学模型(2)中所有个体的表达观点将在有限时间内
收敛.

2)若群体中存在群体压力,即α ∈ (0, 1],则观点
动力学模型(2)中所有个体的表达观点将在有限时间
内达成一致.
证明 首先对定理1的性质1)进行证明.当群体

中不存在群体压力时,由文献 [32]可知,群体中的个
体表达观点将在有限时间内收敛.
下面证明定理1的性质2) .定义集合{xi(k), i ∈

V, k ⩾ 0}内的最大值和最小值分别为 xmax(k)、

xmin(k),权重系数集合{wi > 0, i ∈ V }中的最小值为
wmin,∆x(k)=xmax(k)− xmin(k)为群体中个体表达观

点值的最大差异.
性质2)的证明分为以下2种情况.
情况1 当初始时刻群体内任意2个个体的表达

观点值之差在信任边界内,即∆x(0)⩽ ε时,由邻居集
Ni(i ∈ V )的定义可知,此时所有个体互为邻居,对于

任意 i、j ∈V ,有xi(1)=xj(1)=

∑
ℓ∈V

wℓxℓ(0)∑
ℓ∈V

wℓ

.此时,模

型(2)中所有个体的表达观点在k=1时达成一致.
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情况2 当初始时刻群体内至少存在2个个体的
表达观点值之差大于信任边界,即∆x(0)>ε时,在集
合{xi(0), i∈V }中,存在q、l∈V ,有

xq(0) < xmax(0)− ε, (3)

xl(0) > xmin(0) + ε. (4)

故xavg(0)可由式(3)重写为

xavg(0) ⩽ xmax(0)−
wmin∑

j∈V

wj

ε. (5)

由式(2)和(5),对于xi(i∈V ),有

xi(1) = (1− α)

∑
j∈Ni(0)

wjxj(0)∑
j∈Ni(0)

wj

+ αxavg(0) <

xmax(0)− α
wminε∑
j∈V

wj

.

进而,得到

xmax(1) < xmax(0)− α
wminε∑
j∈V

wj

. (6)

同理,由式(2)和(4),得到

xmin(1) > xmin(0) + α
wminε∑
j∈V

wj

. (7)

将式(6)减去(7),有

∆x(1) < ∆x(0)− 2αwminε∑
j∈V

wj

.

若∆x(1)>ε,则得到

∆x(2) < ∆x(1)− 2αwminε∑
j∈V

wj

.

同理,若∆x(k)>ε, k⩾2,则有

∆x(k + 1) < ∆x(0)−
(2αwminε∑

j∈V

wj

)
(k + 1), (8)

注意到,在任意 k ⩾ 0时刻,有xi(k) ∈ [0, 1].因此,
∆x(0)⩽1,式(8)可进一步写为

∆x(k + 1) < 1−
(2αwminε∑

j∈V

wj

)
(k + 1). (9)

由式 (9)可知,随着迭代次数k的增加,群体中个体表
达观点值的最大差异∆x(k)单调递减.当∆x(k) ⩽ ε

时,由上述情况1可知,模型 (2)中所有个体的表达观
点将在有限时间内达成一致. 2
下面将求解具有群体压力的改进HK模型 (2)的

收敛时间.

定理2 观点动力学模型(2)满足:
1)若群体中不存在群体压力,即α = 0,则经过

T >n+ 2
((1− ε)

ε
·
(∑

j∈V

wj

wmin

)2)
,观点动力学模型(2)

中所有个体的表达观点将收敛.
2)若群体中存在群体压力,即α ∈ (0, 1],则经过

T >

(1− ε)
∑
j∈V

wj

2αwminε
+ 1,观点动力学模型(2)中所有个

体的表达观点将达成一致.
证明 下面先证明α= 0时,观点动力学模型 (2)

的收敛时间.
此时,模型(2)可改写为

xi(k + 1) =

∑
j∈Ni(k)

wjxj(k)∑
j∈Ni(k)

wj

.

对模型中所有个体按初始时刻表达观点值由小至大

排序并编号,即x1(0)⩽x2(0)⩽ . . .⩽xn(0).
由文献 [32]可知,个体表达观点值的大小顺序不

随时间改变,即对于任意 i、j ∈ V, k > 0,若xi(0) ⩽
xj(0),则xi(k)⩽xj(k).
对于个体1,在任意k ⩾ 0时刻,其演化过程遵循

以下3种情况.
1)N1(k)={1}.
2)N1(k) = {1, 2, . . . ,m}(1<m⩽ n),且N1(k) =

Nj(k)(j∈{2, 3, . . . ,m}).
3)N1(k) = {1, 2, . . . ,m}(1<m⩽ n),且N1(k) ̸=

Nj(k)(j∈{2, 3, . . . ,m}).
下面将分别对3种情况进行说明.
对于情况1) ,显然有x1(k + 1)=x1(k),其表达观

点值在k + 1时刻保持不变.
对于情况 2) ,在 k时刻,个体 {1, 2, . . . ,m}(1 <

m ⩽ n)的邻居集相等,因此,邻居集内所有个体的表
达观点值将在k + 1时刻达成一致.
对于情况 3) ,考虑所有个体收敛最慢的情况,

即m = 2,由于N1(k) ̸= N2(k),存在个体 s ∈
{N2(k)\N1(k)},个体1、个体2和个体s的位置如图2
所示.

0 1

1 2

ε

N
2

N
1

s

2 ε

图 2 个体1、个体2和个体s的位置示意图

由于个体s满足xs(k)− x1(k)>ε,有
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x2(k + 1) >

∑
j∈N2(k)\{s}

wjx1(k) + ws(x1(k) + ε)

∑
j∈N2(k)

wj

>

x1(k) +
wminε∑
j∈V

wj

. (10)

令δ(k) = x2(k) − x1(k),则x2(k + 1) = x1(k +

1) + δ(k + 1),由式(10),得到

x1(k + 1) > x1(k) +
wminε∑
j∈V

wj

− δ(k + 1).

进而,得到

x1(k) +
wminε∑
j∈V

wj

− δ(k + 1) <

x1(k + 1) =
w1x1(k) + w2x2(k)

w1 + w2
<

x2(k) = x1(k) + δ(k). (11)

故由式(11),有

δ(k) + δ(k + 1) >
wminε∑
j∈V

wj

.

而对于x1(k)(k > 0),有

x1(k + 1) =

x1(k) +
w2δ(k)

w1 + w2
> x1(k) +

wminδ(k)∑
j∈V

wj

.

进而,得到

x1(k + 2) > x1(k) +
wmin∑

j∈V

wj

(δ(k) + δ(k + 1)) >

x1(k) +
( wmin∑

j∈V

wj

)2

ε.

因此,由上式可知

x1(0) < x1(2h)−
(( wmin∑

j∈V

wj

)2

ε
)
· h,

其中h为个体1更新的次数.
由于0 ⩽ x1(0) < x2(0) ⩽ 1,经过h =

(1− ε)

ε
×

(∑
j∈V

wj

wmin

)2

次,有x1(⌈2h⌉)⩾ 1 − ε.此时,N1(⌈2h⌉) =

{1, 2, . . . , n},其中 ⌈·⌉为向上取整,在下一时刻模型
(2)中所有个体的表达观点将收敛.

需要说明的是,本证明考虑了表达观点值最小个
体 (即个体1)的表达观点值由x1(0)逐渐增加至1,其

余所有个体的表达观点值也达到1的情况,此时的收
敛时间T为模型 (2)收敛所需的最长时间.当模型 (2)
出现分簇或极化现象时,由于所有个体的表达观点值
将收敛为数个观点簇,此时所有个体的表达观点值收
敛所需的时间将小于T .
情况2)最多出现n次,情况3)最多出现

(1− ε)

ε
×

(∑
j∈V

wj

wmin

)2

次.综上所述,当α = 0时,经过T > n +

2
((1− ε)

ε
·
(∑

j∈V

wj

wmin

)2)
,观点动力学模型 (2)中所有

个体的表达观点将收敛.
接着证明当群体内存在群体压力时观点动力学

模型(2)的收敛时间.
类似于定理1的证明,根据初始时刻群体内表达

观点值的最大差异是否大于信任边界,证明分为2部
分.

1)当∆x(0) ⩽ ε时,由Ni的定义可知,此时群体
内每个个体的邻居集相同,均为群体内的所有个体,
因此所有个体的表达观点值将在下一时刻达成一致.

2)当∆x(0)> ε时,由式 (10)可知,群体内表达观
点值的最大差异由∆x(k)>ε变为∆x(k)⩽ ε,所需要

的时间为T >

(1− ε)
∑
j∈V

wj

2αwminε
.经过T时刻,观点动力

学模型(2)中群体内表达观点值的最大差异将小于等
于信任边界,因此在下一时刻模型 (2)中所有个体的
表达观点将达成一致.
综上所述,观点动力学模型 (2)收敛所需的时间

为T ⋆>

(1− ε)
∑
j∈V

wj

2αwminε
+ 1. 2

注1 由定理2可知,模型 (2)中信任边界ε以及

群体压力系数α越大,所有个体表达观点的收敛时间
越短.

3 具有群体压力的改进符号HK模型
在社交网络的某些情景下 (如两党制或双寡头

竞争),群体会分化为2个敌对的阵营.处于相同阵营
的个体间彼此互相信任,而处于不同阵营的个体间互
不信任.研究者们利用合作性和对抗性来描述该现
象[23,26,29].文献 [26]给出了合作性/对抗性与多智能
体系统中个体的关系,即个体间的影响若为正,则表
示个体间为合作关系;反之,则表示个体间为对抗/竞
争关系.由于在模型 (2)中任意个体对其余个体的影
响均为正,模型 (2)中个体间只存在合作性而不存在
对抗性.因此,本文在所提出观点动力学模型 (2)的基
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础上,进一步提出具有群体压力的改进符号HK模型,
即

xi(k + 1) = (1− α)x̂i(k) + αxi,avg(k). (12)

其中:Ni(k)= {j ∈ V
∣∣|xi(k) − xj(k)|⩽ ε}为在k⩾ 0

时刻个体 i的邻居集,包括个体 i自身,xi(k) ∈ [−1, 1]

为 个 体 i 在 k 时 刻 的 表 达 观 点; x̂i(k) =∑
j∈Ni(k)

sgn(xj(k)xi(k))wjxj(k)∑
j∈Ni(k)

wj

∈ [−1, 1],xi,avg(k) =

∑
j∈V

sgn(xj(k)xi(k))wjxj(k)∑
j∈V

wj

∈ [−1, 1],wj > 0为个体

j的权重系数;α∈ [0, 1]为群体压力系数,表示群体表
达 观 点 对 个 体 i 表 达 观 点 的 影 响 程 度;
sgn(xj(k)xi(k))wj为个体 j的表达观点对其他个体

表达观点的影响程度,符号函数sgn(·)满足

sgn(z) =


1, z > 0;

0, z = 0;

− 1, z < 0.

注 2 在模型 (12)中,xi(k)为个体 i在k时刻的

表达观点,其中xi(k)的符号 sgn(xi(k))为个体 i所属

阵营.不妨假设当 sgn(xi(k)) > 0时,个体 i属于友

方阵营;当 sgn(xi(k)) < 0时,个体 i属于敌方阵营.
|xi(k)|为个体 i在k时刻的表达观点值,即个体 i对当

前所属阵营的支持程度.
注3 若将模型 (2)中个体 i的观点值取值区间

放大至 [−1, 1],则由于在个体 i的信任边界内2个阵
营的个体对其影响均为正,从而可能导致个体 i观点

的符号由正变为负,即个体 i从友方阵营变为敌方阵

营;或由负变为正,即个体 i从敌方阵营变为友方阵

营.而在模型 (12)中,由于引入了符号函数,在个体 i

的信任边界内且与 i属于不同阵营的所有个体对其

影响均为负,从而导致个体 i观点的符号将不会改变,
即个体i将始终支持其最初时刻所属阵营.
下面给出二分一致性的定义.
定义1 [26] 对于式 (12)所表示的观点动力学模

型,若对于任意i∈V ,满足 lim
k→∞

|xi(k)|=β>0,则称模
型(12)实现了二分一致性.

上述定义可解释为对于任意 i、j ∈ V ,令x⋆
i =

lim
k→+∞

xi(k), x
⋆
j = lim

k→+∞
xj(k),若sgn(xi

⋆xj
⋆) > 0,则

xi
⋆=xj

⋆;若sgn(xi
⋆xj

⋆) < 0,则xi
⋆=−xj

⋆.
接着给出模型(12)的2个性质.
定理3 具有群体压力的改进符号HK模型 (12)

有如下性质.
1)对于个体i∈V ,若xi(0) ̸=0, α=0,则观点动力

学模型 (12)中个体表达观点将在有限时间内收敛,即
对于个体 i、j ∈ V ,当sgn(xi

⋆xj
⋆)> 0时,有xi

⋆ = xj
⋆

或 |x⋆
i − x⋆

j |>ε;当sgn(xi
⋆xj

⋆)<0时,有xi
⋆=−xj

⋆或

|x⋆
i − x⋆

j |>ε.
2)对于个体 i∈ V ,若xi(0) ̸= 0, α ∈ (0, 1],则观点

动力学模型 (12)中个体的表达观点将在有限时间内
达成二分一致.
证明 首先对定理3的性质1)进行证明.当群体

中不存在群体压力,即α = 0时,观点动力学模型 (12)
可变形为

xi(k + 1) =

sgn(xi(k)) ·

∑
j∈Ni(k)

sgn(xj(k))wjxj(k)∑
j∈Ni(k)

wj

. (13)

对式(13)左右两侧同乘sgn(xi(k)),有

sgn(xi(k))xi(k + 1) =∑
j∈Ni(k)

sgn(xj(k))wjxj(k)∑
j∈Ni(k)

wj

. (14)

由注2可知,模型 (12)中个体表达观点的符号在演化
过程中始终不变.故式(14)可变形为

sgn(xi(k + 1))xi(k + 1) =∑
j∈Ni(k)

sgn(xj(k))wjxj(k)∑
j∈Ni(k)

wj

.

令yi(k)=sgn(xi(k))xi(k),有

yi(k + 1) =

∑
j∈Ni(k)

wjyj(k)∑
j∈Ni(k)

wj

. (15)

定义y⋆i = lim
k→+∞

yi(k),由文献 [32]可知,对于模型 (15)

中的个体 i、 j ∈ V ,有 yi
⋆ = yj

⋆,即 sgn(xi
⋆)xi

⋆ =

sgn(xj
⋆)xj

⋆,或 |yi⋆ − yj
⋆| > ε,此时个体 i、j互不为

彼此的邻居,由邻居集Ni的定义有 |x⋆
i − x⋆

j |>ε.
接着证明定理3的性质2),根据初始时刻群体内

个体表达观点最大差异绝对值的大小,分为以下2种
情况进行证明.

1)定义M(k) = max
i∈V

{|xi(k)|}且群体内个体表达
观点最大差异的绝对值为 |∆x(k)| = |xmax(k)−
xmin(k)|.当 |∆x(0)| ⩽ ε时,由Ni的定义可知,此时群
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体内所有个体互为邻居.若任意 i ∈ V 满足xi(0) ̸= 0,
则对于任意i、j∈V ,有

|xi(1)| = |xj(1)| =

∑
ℓ∈V

wℓ|xℓ(0)|∑
ℓ∈V

wℓ

,

即观点动力学模型 (12)中所有个体的表达观点将在
k=1时刻达成二分一致.

2)当 |∆x(0)| > ε时,在集合{xi(0), i ∈ V } 中,存
在q∈V ,有

xq(0) < M(0)− ε, (16)

则对于任意i∈V,其对应的 |xi,avg(0)|可由式(16)重写
为

|xi,avg(0)| <

wq(M(0)− ε) +
∑

j∈V \{q}

wjM(0)

∑
j∈V

wj

⩽

M(0)− wminε∑
j∈V

wj

, (17)

其中wmin为群体中所有个体权重系数的最小值.
由式(12)和(17),对于xi(i∈V ),有

|xi(k + 1)| <

(1− α)

∑
j∈Ni(0)

wjM(0)

∑
j∈Ni(0)

wj

+ α|xi,avg(0)| ⩽

M(0)− α
wminε∑
j∈V

wj

.

由M(k)定义,可知

M(1) < M(0)− α
wminε∑
j∈V

wj

.

进而,有

|∆x(1)| =

|xmax(1)− xmin(1)| < 2M(0)− 2α
wminε∑
j∈V

wj

.

若 |∆x(1)|>ε,则有

|∆x(2)| < 2M(1)− 2α
wminε∑
j∈V

wj

.

同理,若 |∆x(k)|>ε, k⩾2,则得到

|∆x(k + 1)| < 2M(0)−
(
2α

wminε∑
j∈V

wj

)
(k + 1). (18)

由于M(0)⩽1,式(18)可进一步写为

|∆x(k + 1)| < 2−
(
2α

wminε∑
j∈V

wj

)
(k + 1). (19)

由式 (19)可知,对于任意k⩾ 0,若 |∆x(k)|>ε,则随着
迭代次数的增加,群体内表达观点最大差异的绝对
值 |∆x(k)|单调递减;当 |∆x(k)| ⩽ ε时,由前述证明可
知,观点动力学模型 (12)将在有限时间内达成二分一
致. 2
下面给出具有群体压力的改进符号HK模型

(12)的收敛时间.
定理4 对于个体i∈V ,若xi(0) ̸=0, α∈ (0, 1],则

经过T >

(2− ε)
∑
j∈V

wj

2αwminε
+ 1,观点动力学模型 (12)中

的表达观点将达成二分一致.
证明 类似于定理3中性质2)的证明,根据初始

时刻群体内个体表达观点最大差异绝对值的大小是

否大于信任边界,证明分为以下2部分.
1)当 |∆x(0)|⩽ ε时,由Ni的定义可知,此时群体

内所有个体互为邻居,若任意 i ∈ V 满足xi(0) ̸= 0,则
群体内所有个体的表达观点将在k=1时刻达成二分

一致.
2)当 |∆x(0)| > ε时,由式 (19)可知,群体内表达

观点绝对值的最大差异单调递减至信任边界内所需

要的时间为T >

(2− ε)
∑
j∈V

wj

2αwminε
.

经过T时刻,观点动力学模型 (12)中群体内表
达观点绝对值的最大差异将小于等于信任边界.再
由定理4第1部分的证明可知,模型 (12)中所有个体
的表达观点将在下一时刻达成二分一致.综上所
述,观点动力学模型 (12)收敛所需的时间为T ⋆ >

(2− ε)
∑
j∈V

wj

2αwminε
+ 1. 2

注4 由定理4可知,模型 (12)中信任边界ε和群

体压力系数α越大,所有个体表达观点的收敛时间越
短.

4 仿真实验

本节将通过仿真实验,分析信任边界ε和群体压

力系数α对群体表达观点的演化过程和收敛时间的

影响,并验证所提出模型的有效性.
选取由50个个体组成的群体,令个体的初始观

点x(0)在定义域内均匀分布,即在模型 (1)和模型 (2)
中,x(0) ∈ [0, 1],在模型 (12)中x(0) ∈ [−1, 0)

∪
(0, 1],

权重系数wj>0随机生成.为了消除观点的变化对实
验结果的干扰,初始表达观点将保持不变.本节所有
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结果均在模型收敛后获得.

4.1 信任边界的影响

为了分析信任边界对群体内个体的表达观点演

化过程的影响,分别设群体压力系数α = 0.2,信任边
界ε=0.1, 0.2, 0.3.

图3(a)∼图3(c)表明,对于HK模型 (1),信任边界
在群体内个体表达观点的最终演化状态中起决定性

作用,随着信任边界增大,群体内个体的表达观点分

别产生分簇、极化、一致等现象.由图3(d)∼图3(f)可
见,与模型 (1)不同,在不同的信任边界下,改进HK
模型 (2)中群体内个体的表达观点均达成一致.由图
3(g)∼图 3(i)可见,对于改进符号HK模型 (12),在不
同的信任边界下,群体内个体的表达观点均达成二分
一致.此外,由图3可见,在相同的初始观点下,信任边
界越大, 3种模型中群体内个体的表达观点收敛得越
快.
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图 3 信任边界对观点动力学模型 (1)、模型 (2)和模型 (12)中观点演化过程的影响

4.2 群体压力的影响

为了分析群体压力对群体内个体的表达观点演

化过程的影响,分别设信任边界ε=0.05,群体压力系
数α=0, 0.05, 0.1.
由图 4可见,对于模型 (2)和模型 (12),群体压力

的存在与否对群体内个体表达观点的最终演化状态

起决定性作用,随着群体压力系数的增大, 2个模型中
所有个体的最终表达观点分别出现由分簇变为达成

一致和由分簇达成二分一致的现象,且群体压力越

大,群体内个体的表达观点收敛越快.

4.3 信任边界和群体压力对收敛时间的影响

为了分析信任边界和群体压力对收敛时间的影

响,分别设群体压力系数α∈ [0, 1],信任边界ε∈ [0.05,

0.35].
由图5可见,对于模型 (2)和模型 (12),信任边界ϵ

和群体压力系数α越大,模型中所有个体表达观点的
收敛时间越短,仿真结果与定理2以及定理4结论相
符.
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图 4 群体压力对模型 (2)和模型 (12)中观点演化过程的影响
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图 5 模型 (2)和模型 (12)收敛时间热力图

5 结 论

本文提出了2个具有群体压力的有界信任观点
动力学模型,分别描述了在合作网络以及合作对抗网
络中,群体压力对于观点演化过程的影响;然后,分别
给出了2种模型群体内所有观点收敛的充分条件,得
到了 2种模型所需的最大收敛时间;最后,通过仿真
讨论了群体压力以及信任边界对于群体内观点演化

过程的影响,并验证了所提出模型的有效性.

在现实社会中,群体中的个体往往同时对不止一
个话题表达观点,且这些观点是互相独立的,这需要
在多维视角下研究观点动力学的演化过程.另一方
面,实际生活经验表明,在观点的传播中,个体并不总
是能够明确他人的观点,因而会出现对他人观点,包
括群体观点的误解,如著名的“多元无知”现象.在这
些方向上,有待更进一步的深入研究.
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