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套代数框架下网络控制系统的鲁棒稳定性分析
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摘 要: 研究级联双端口网络控制系统在被控对象、控制器和双端口通信信道中同时存在扰动的稳定性问题.当
网络控制系统通过一系列双向通信信道进行信号传输时,系统建模为通过级联双端口网络进行连接.由于通信过
程中会发生信息的失真和干扰,考虑双端口信道传输矩阵中的H∞范数有界扰动以及被控对象和控制器中的gap
型扰动,得到基于通信信道扰动服从范数有界时闭环系统与网络控制系统鲁棒稳定之间的关系,同时也以几何不
等式的方式给出判定网络控制系统鲁棒稳定性的充分条件.数值算例表明结论是有效的.
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Robust stability analysis for the networked control systems within the
framework of nest algebra
ZHANG Xiu-juan, XU Xiao-ping†
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Abstract: In this paper, the robust stability of cascaded two-port networked control system with disturbance in the
plant, controller and two-port communication channel is studied. Cascading two-port connections occur when signals in
a networked control system are transmitted over a series of two-port communication channels. Considering the
distortion and interference occurring in communication, we consider H∞ norm bounded disturbances in the two-port
channel transmission matrix and gap disturbances in the plant and controller. The relationship between the robust
stability of the closed-loop system and the networked control system is obtained based on the norm bounded
communication channel perturbation, and a sufficient condition for the robust stability of the networked control system
is given by means of geometric inequality. The numerical example shows the effectiveness of our conclusion.
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0 引 言

双端口网络最初是由电路理论引入[1-2],文献 [3]
将网络描述为线性时变系统,网络控制系统本质上便
是一个双端口网络.双端口网络控制系统虽然不是
一个新概念,但近年来在控制领域引起了越来越多的
关注.标准的闭环系统在被控对象与控制器之间有
完美的信息交换,双端口网络控制系统与标准闭环系
统的不同之处在于信号通过不完美通信通道进行信

息传输与交换.信息在传输或者交换过程中会出现
信息失真和干扰,相对而言更符合实际应用,这也是
本文研究该系统的主要原因.
为了解决系统稳定性问题,在线性系统上定义

适当的度量是刻画扰动的基础.利用gap度量及其变
化进行不确定性动力学建模是一种自然且数学可处

理的方法,文献 [4-7]对gap、点态gap和v-gap均有较
为深入的研究.为了简单起见,本文采用 gap度量刻
画被控对象和控制器的扰动,大多数结果仍然与 v-
gap和点态gap的结论一致.只要扰动能被量化,鲁棒
镇定问题便能用数学语言表述出来.标准闭环系统
的鲁棒镇定问题见图1,在过去的几十年里已经有了
深入研究[5, 8-10].考虑到被控对象和控制器具有 gap
型扰动,通信信道扰动服从范数有界,本文借鉴文献
[4, 9]中标准闭环系统的稳定性结论得到网络控制系
统的稳定以及鲁棒稳定的条件.
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图 1 标准闭环系统

素分解与有限维空间中系统稳定性之间的联

系理论,在 20世纪 70年代至 80年代已经相当成
熟[1, 8-9].算子理论的背景下,一个离散时不变线性系
统是一个 (可能无界)线性算子,它表现为希尔伯特空
间上的无穷维下三角矩阵,系统的稳定性等价于算子
的有界性,所有稳定系统的集合实际上是一个套代
数[11].素分解和强表示是研究这类系统稳定问题的
恰当工具. Liu等[12-14]描述了线性系统素分解、强表

示与系统稳定之间的关系.本文将基于套代数框架,
在素分解的基础上,利用系统图的定义和二次约束
理论分析双端口网络控制系统的稳定性条件.有限
维空间中,网络控制系统已先后被研究[15-16],其稳定
性与鲁棒稳定性均已有了相对成熟的结论.无穷维
空间中, Liu[17]利用积分二次约束给出了网络控制系
统鲁棒稳定的充分条件, Yu等[18]利用反三角不等式

的形式给出了无穷维空间中网络控制系统鲁棒稳定

的充要条件,这是在无穷维空间中分析网络控制系统
的重大突破.本文基于以上研究成果,给出相对更简
单的几何不等式以判断网络控制系统鲁棒稳定的条

件.数值算例表明结论是有效的.

1 预备知䇶

令H =
{
(x0, x1, . . .) :

∞∑
i=0

|xi|2 < ∞, xi ∈ C
}

为复无穷维Hilbert空间,是传统的输入输出空间,其
中H × H代表空间H与它自身的乘积. H中内积和
范数分别定义为

⟨x, y⟩ =
∞∑
i=0

xiȳi, ∥x∥ = ⟨x, x⟩ 1
2 .

He = {(x0, x1, . . .) : xi ∈ C}为H的拓展完备空间.
令 B(H)表示从空间H到其本身的所有有界

线性算子构成的空间,T 的算子范数为 ∥T∥ =

sup
x∈H,∥x∥=1

∥Tx∥,最小模为µ(T ) = inf
x∈H,∥x∥=1

∥Tx∥.如

果T存在有界逆,则等式µ(T ) =
1

∥T−1∥
成立.对于

T ∈ B(H),T的伴随记为T ∗,定义如下: ⟨Tx, y⟩ =

⟨x, T ∗y⟩,∀x, y ∈ H.如果T = T ∗,则称T为自伴算

子.如果对于所有的x ∈ H均有⟨Tx, x⟩ ⩾ 0,则称自
伴算子T是正定的,记为T ⩾ 0.如果存在一个ε > 0

使得对于所有的x ∈ H均有不等式⟨Tx, x⟩ ⩾ ε∥x∥2

成立,则称上述T是严格正定的,记为T > 0.当T ⩽

0或T < 0,可被同样定义.
N是Hilbert空间H中包含{0}和H的闭子空间,

如果它在交和闭张中是闭的,则称N是一个套.由N
定义的套代数记为

T (N ) = {T ∈ B(H) : TN ⊆ N, ∀N ∈ N}.

对于n ⩾ 0,在H或He上定义的正交投影如下:

Pn(x0, x1, . . . , xn, . . .) = (x0, x1, . . . , xn, 0, . . .).

记P−1 = 0且P∞ = I . {Pn : −1 ⩽ n ⩽ ∞}与系
统关联性的物理定义有紧密关系,如果线性变换L对

于所有的−1 ⩽ n ⩽ ∞有PnLPn = PnL,则称线性
变换L在He上是关联的. He上的线性系统是He上

的关联线性变换,其关于预解拓扑是连续的.如果线
性系统限制在He空间上是一个有界算子,则称该线
性系统是稳定的.
令 L 表示 He上所有线性系统构成的集合,其

满足标准的加法和乘法.记 S 是稳定线性系统全体
构成的代数,它是一个包含单位算子的弱闭代数,同
时在算子理论中也被认为是套 {I − Pn : −1 ⩽ n ⩽
∞}决定的套代数.

2 线性系统预备知䇶

定义1 [7] 设L是定义在D(L) ⊆ H上的算子,
其中D(L) = {x ∈ H : Lx ∈ H}. L的图记为G(L),

G(L) =
{[

I

L

]
x : x ∈ D(L)

}
⊆ H ⊕ H;L的逆图

记为G′(L) =
{[

L

I

]
x : x ∈ D(L)

}
⊆ H ⊕ H.如果

G(L)是H ⊕ H的闭子空间,则称L是闭的,其中⊕代
表两个H空间的直和.
文献 [11]中Theorem 5.3.4表明,任意的L ∈ L都

是一个闭算子.
对于L,C ∈ L,考虑由系统L和控制器C组成的

标准反馈图 [L,C],见图1.其闭环系统方程为[
u1

u2

]
=

[
I C

L −I

][
e1

e2

]
.

如果内部输入e =

[
e1

e2

]
可以被表示为外部输入u =[

u1

u2

]
的关联函数,则称该系统是适定的.其等价于要

求

[
I C

L −I

]
是可逆的,且其逆为如下转移算子矩阵:

H(L,C) =

[
(I + CL)−1 C(I + LC)−1

L(I + CL)−1 −(I + LC)−1

]
.

若算子矩阵H(L,C)中的每一项都在S中,则称
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闭环系统是稳定的.在此条件下,鲁棒稳定裕度为

bL,C := ∥L#C∥−1 =
∥∥∥[I

L

]
(I + CL)−1[I − C]

∥∥∥−1

.

定义2 [11] 令M̂, N̂ ,M,N ∈ S ,L ∈ L.有:

1)

[
M

N

]
为L ∈ L的右表示指G(L) = Ran

[
M

N

]
.

若M,N在S中是右互素的,即存在X,Y ∈ S满足

[Y X]

[
M

N

]
= I ,则称

[
M

N

]
为L的强右表示.如果[

M

N

]
是等距算子,则称其为标准的强右表示.

2) [−N̂ M̂ ]为L ∈ L的左表示指 G(L) =

Ker[−N̂ M̂ ].若 M̂ , N̂在S 中是左互素的,即存在

X̂ , Ŷ ∈ S满足 [−N̂ M̂ ]

[
−X̂

Ŷ

]
= I ,则称 [−N̂ M̂ ]

为L的强左表示.如果 [−N̂ M̂ ]是余等距的,则称其
为标准的强左表示.

如果L有强表示,则它一定有正规强表示.

引理1 [11] 如果M,N ∈ S ,则

[
M

N

]
是L ∈ L的

一个强右表示,当且仅当:

1)存在X,Y ∈ S ,使得 [Y X]

[
M

N

]
= I;

2)M在L中是可逆的.

注1 引理1表明

[
M

N

]
是L的强右表示当且仅

当NM−1是L的右素分解.同样地, [−N̂ M̂ ]是L的

强左表示当且仅当M̂−1N̂是L的左素分解.
如果存在C ∈ L使得闭环系统 [L,C]是稳定的,

则称线性系统L是可镇定的.
引理2 [11] 假设L ∈ L,且存在M,N,X, Y, M̂,

N̂ , X̂, Ŷ ∈ S使得

[
M

N

]
和 [−N̂ M̂ ]分别是L的强右

表示和强左表示,满足双Bezout等式[
Y X

−N̂ M̂

][
M −X̂

N Ŷ

]
=

[
M −X̂

N Ŷ

][
Y X

−N̂ M̂

]
=

[
I 0

0 I

]
.

关联线性系统C使得L可被稳定当且仅当它有

强右表示

[
Ŷ −NQ

X̂ +MQ

]
和强左表示 [−(X+QM̂) Y −

QN̂ ],其中Q ∈ S .
Liu等[14]证明了系统是可稳定的只要它有单素

分解,其主要的结论如下.
引理3 [14] 令L ∈ L,如下说法是等价的: 1) L是

可稳定的; 2) L有右素分解; 3) L有左素分解.
gap度量在鲁棒控制理论研究中占有非常重要

的地位,下面是关于gap度量的一些概念和主要引理.

定义3 [11] 令M1和M2是Hilbert空间H的闭
子空间,PM1

和PM2
分别为相应的正交投影.从M1

到M2的方向gap为 δ⃗(M1,M2) = ∥PM⊥
2
PM1

∥,M1

与M2之间的gap为δ(M1,M2) = max{δ⃗(M1,M2),

δ⃗(M2,M1)}.
给定系统L ∈ L和 L̃ ∈ L,则系统L与 L̃之间的

gap定义为其图之间的gap ,即

δ(L, L̃) = δ(G(L),G(L̃)).

记以L为中心r ∈ [0, 1)为半径的gap球为

B(L, r) := {L̃ ∈ L : δ(L, L̃) ⩽ r}.

令M1和M2是Hilbert空间H的闭子空间,如果
δ(M1,M2) < 1,则有

δ(M1,M2) = δ⃗(M1,M2) = δ⃗(M2,M1).

引理4 [11] 给定两个可镇定系统L ∈ L和C ∈
L,如下结论等价:

1) [L,C]是稳定的;
2)G(L)+G′(C) = H×H且G(L)

∩
G′(C) = {0};

3) δ(G′(C)⊥,G(L)) < 1.
成对存在的二次约束条件在镇定受扰动系统中

起到非常重要的作用,定义如下.
定义4 [14] 给定算子Φ = Φ∗ ∈ B(H),有:
1)系统L ∈ L满足由Φ决定的严格二次约束,记

为L ∈ SQC(Φ),指存在ϵ > 0使得⟨Φw,w⟩ ⩾ ϵ∥w∥2,
∀w ∈ G(L).

2) 系统L满足由Φ决定的二次约束,记为L ∈
QC(Φ),指⟨Φw,w⟩ ⩾ 0, ∀w ∈ G(L).

3) 同样地,系统C满足互补的严格二次约束,记
为C ∈ SQCc(Φ),指存在ϵ > 0使得 ⟨Φv, v⟩ ⩽ −ϵ∥v∥2,
∀v ∈ G′(C).

4) 系统 C满足互补的二次约束,记为 C ∈
QCc(Φ),指⟨Φv, v⟩ ⩽ 0, ∀v ∈ G′(C).

3 级联双端口网络控制系统

本节主要介绍受扰动后存在不确定性的双端口

网络控制系统.双端口网络T 在文献 [3, 6, 18-19]关
于不同参数有不同的表示,如阻抗参数、导纳参数、混
合参数、传输参数等.令u、v为下行信号,w、y为具有
适当维数的上行信号.如图2所示,由右素分解表示
的被控对象L = NM−1和控制器C = V U−1通过级

联的双端口网络相互通信.考虑到L的输入和输出,
其图中的每个元素可以表示为[

u

y

]
=

[
M

N

]
x, x ∈ H.
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图 2 具有级联双端口的网络控制系统

考虑双端口网络{Tk}nk=1的传递表示,如果第k

级存在不确定性∆k ∈ S ,则相应的传输算子矩阵表
示为Tk = I + ∆k.对于k ∈ [1, n − 1],可以将级联
双端口网络的前k级与被控对象L联系在一起,剩余
n − k级与控制器C关联在一起.将图2中的双端口
网络控制系统等效转换为标准闭环系统 [Lk, Ck],如
图3所示.

uk

yk

Tk

wk

qk

vk

Tn

T
1

C

L

uk

yk

pk

Lk
Ck

Tk+1 wk

...

+

+

图 3 等效的标准闭环系统

图3中信号表示为[
uk

yk

]
= Tk . . . T1

[
u

y

]
= (I +∆k) . . . (I +∆1)

[
u

y

]
,

[
vk

wk

]
= T−1

k+1 · · ·T
−1
n

[
v

w

]
=

(I +∆k+1)
−1 . . . (I +∆n)

−1

[
v

w

]
.

[Lk, Ck]进一步解释如下:如果将L和{Tj}kj=1视为具

有扰动{∆j}kj=1的被控对象Lk,则Lk = NkM
−1
k 可

由其图确定为

GLk
=

[
Mk

Nk

]
H = Tk . . . T1GL =

(I +∆k) . . . (I +∆1)GL.

同样地,C和{Tj}nj=k+1视为具有扰动{∆j}nj=k+1的

控制器Ck,Ck = VkU
−1
k 可由其逆图确定为

G′
Ck

=

[
Vk

Uk

]
H = T−1

k+1 . . . T
−1
n G′

C =

(I +∆k+1)
−1 . . . (I +∆n)

−1G′
C .

为方便起见,将k = 0和k = n作为整个双端口网络

和L以及C组成的情况,很明显L0 = L,Cn = C.

下面介绍与系统图相关的两种特殊的不确定性

集合,不确定性邻域定义如下.
定义5 [16] 设L = NM−1是一个右素分解,以L

为中心,以r ∈ [0, 1)为半径的两个不确定邻域定义为

N1(L, r) =
{
L̃ = ÑM̃−1 :

[
M̃

Ñ

]
= (I +∆)

[
M

N

]
,

∆ ∈ S, ∥∆∥ ⩽ r
}
,

N2(L, r) =
{
L̃ = ÑM̃−1 :

[
M̃

Ñ

]
= (I +∆)−1

[
M

N

]
,

∆ ∈ S, ∥∆∥ ⩽ r
}
.

可以看出,N1(L, r)对应于被控对象侧的扰动邻域,

N2(L, r)对应于控制器侧的扰动邻域.且有[20]

N1(L, r)
∪
N2(L, r) ⊂ B(L, r). (1)

双端口网络控制系统的稳定性常用下述方法定

义.
定义6 [16] 如果所有同时注入的信号pk和qk ∈

H, k = 0, 1, . . . , n,使得所有端口上的信号uk、yk、vk、

wk(k = 0, 1, . . . , n)都在H中,则称图3中双端口网络
控制系统是稳定的.

简单地说,为了验证双端口网络控制系统的稳定

性,从所有可能的输入注入有能量限制的信号,然后

检查所有的输出信号是否有能量限制.因此,判断稳

定性的步骤可以简化如下.
引理 5 [17] 双端口网络控制系统是稳定的当

且仅当等效闭环系统 [Lk, Ck]是稳定的, k = 0, 1,

. . . , n.

4 级联双端口网络控制系统的稳定性

本节利用系统 [L0, C0]的稳定性表征双端口网

络控制系统的稳定性.
定理1 如果 [L0, C0]是稳定的,且∆i ∈ S , ∥∆i∥

⩽ ri,其中ri ∈ [0, 1), i = 1, 2, . . . , n,则级联双端口网
络控制系统是稳定的.

证明 由引理3可知,存在M,N, M̂, N̂ ,U, V ∈
S,使得L0 = NM−1 = M̂−1N̂ ,C0 = V U−1.因

为 [L0, C0]是稳定的,意味着M̂U − N̂V 是可逆的且

M̂U − N̂V ∈ S ,同时满足双Bezout等式[
Y X

−N̂ M̂

][
M −X̂

N Ŷ

]
=

[
M −X̂

N Ŷ

][
Y X

−N̂ M̂

]
=

[
I 0

0 I

]
, (2)

其中X,Y, X̂, Ŷ ∈ S .
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由式(2)可知, [−N̂ M̂ ]

[
M

N

]
= 0,下述不等式显

然成立:

[M∗ N∗]

[
−N̂∗

M̂∗

]
[−N̂ M̂ ]

[
M

N

]
= 0 ⩽ 0.

取Φ = −

[
−N̂∗

M̂∗

]
[−N̂ M̂ ],易知Φ是一个自伴算子,

根据二次约束的定义可知L0 ∈ QC(Φ).又

[V ∗ U∗]

[
−N̂∗

M̂∗

]
[−N̂ M̂ ]

[
V

U

]
> 0,

可得C0 ∈ SQCc(Φ).
定义Φi = (T−1

1 . . . T−1
i )∗Φ(T−1

1 . . . T−1
i ), i = 1,

2, . . . , n.因为C0 ∈ SQCc(Φ),根据定义可知存在ϵ >

0,使得⟨Φx, x⟩ ⩽ −ϵ∥x∥2, ∀x ∈ G′(C0).又因为

⟨ΦiTi . . . T1x, Ti . . . T1x⟩ = ⟨Φx, x⟩ . . .− ϵ∥x∥2 ⩽

− ϵ · µ(Ti . . . T1)
2 · ∥T−1

i . . . T−1
1 x∥2, ∀x ∈ G′(C0),

有Ti . . . T1x ∈ G′(Ci),且Ci ∈ SQCc(Φi),其中最后
一个不等式成立是因为µ(T ) = 1/∥T−1∥.同理可得
Li ∈ QC(Φi),这意味着对于∀v ∈ G(Li),有 ⟨Φiv, v⟩
⩾ 0,且存在 ϵ > 0,对于∀w ∈ G′(Ci),有 ⟨Φiw,w⟩ ⩽
−ϵ∥w∥2.由此可知

ϵ∥w∥2 ⩽ ⟨Φiv, v⟩ − ⟨Φiw,w⟩ =

⟨Φi(w + v), w + v⟩ − 2Re⟨Φi(w + v), w⟩ ⩽

∥Φi∥ · ∥w + v∥2 + 2∥Φi∥ · ∥w + v∥ · ∥w∥ ⩽

∥Φi∥ · ∥w + v∥2 + 2∥Φi∥2 · ∥w + v∥2

ϵ
+

ϵ

2
∥w∥2.

进而有

∥w + v∥2 ⩾ η2i ∥w∥2, ∀w ∈ G′(Ci), ∀v ∈ G(Li), (3)

其中ηi =
ϵ√

2ϵ∥ϕi∥+ 4∥ϕi∥2
.因为∥Φi∥ ⩾ ϵ,易知

0 < ηi ⩽ 1/
√
6.

对于任意x ∈ H × H, ∥x∥2 = 1,均有PG′(Ci)x ∈
G′(Ci);−PG(Li)PG′(Ci)x ∈ G(Li).由式(3)可得

∥PG′(Ci)x− PG(Li)PG′(Ci)x∥2 ⩾ η2i ∥PG′(Ci)x∥2.

其等价于

∥PG′(Ci)x∥2 − ∥PG(Li)PG′(Ci)x∥2 ⩾ η2i ∥PG′(Ci)x∥2.

因此有

∥PG(Li)PG′(Ci)x∥2 ⩽ (1− η2i )∥PG′(Ci)x∥2 ⩽ 1− η2i .

由方向gap的定义可得

δ⃗(G(Li),G′(Ci)
⊥) = δ⃗(G′(Ci),G(Li)

⊥) =

∥PG(Li)PG′(Ci)∥ ⩽
√
1− η2i . (4)

由于T1, . . . , Tn,T−1
1 , . . . , T−1

n 是关联的,有

G(Li) = Ti . . . T1G(L),

G′(Ci) = T−1
i+1 . . . T

−1
n G′(C).

因为 [L0, C0]是稳定的,由引理 4可知G(L0) +

G′(C0) = H×H,那么有

G′(Ci) + G(Li) =

(Ti . . . T1)(T
−1
1 . . . T−1

n G′(C) + G(L)) =

(Ti . . . T1)(G′(C0) + G(L0)) = H×H.

其等价于

δ⃗(G′(Ci)
⊥,G(Li)) < 1. (5)

结合式 (4)和 (5)可以得出, δ(G(Ci)
⊥,G(Li)) < 1.由

引理4可知,对于1 ⩽ i ⩽ n, [Li, Ci]是稳定的.根据引
理5可知级联双端口网络控制系统是稳定的. 2
注2 由定理2的证明可知,当仅知道 [L0, C0]稳

定,且信道的传输扰动范数小于1时,可以得到网络
控制系统的稳定性.与文献 [21]不同,本文利用二次
约束研究双端口网络控制系统的稳定性问题.
套代数框架下,如下引理是利用反正弦函数不等

式描述系统鲁棒稳定性的一个充分条件.
引理6 [22] 假设名义系统 [L,C]是稳定的,对于

rl, rc ∈ [0, 1),如果有arcsin rl+arcsin rc < arcsin bL,C ,
则对于所有的 L̃ ∈ B(L, rl)和 C̃ ∈ B(C, rc),受扰动
系统 [L̃, C̃]是稳定的.
根据引理6可以推导出如下充分性结论.
引理 7 假设名义系统 [L,C]是稳定的,对于

rl, rc ∈ [0, 1),如果rl + rc < bL,C ,则对于所有的 L̃ ∈
B(L, rl)和C̃ ∈ B(C, rc),受扰动系统 [L̃, C̃]是稳定的.

证明 因为 rl, rc ∈ [0, 1),显然有 rl
√
1− r2c +

rc
√

1− r2l ⩽ rl + rc.又因为rl + rc < bL,C ,不等式
两边同时作用arcsine函数,可以得到

arcsin rl + arcsin rc ⩽ arcsin(rl + rc) < arcsin bL,C .

根据引理6,对所有的 L̃ ∈ B(L, rl)和 C̃ ∈ B(C, rc),
[L̃, C̃]是稳定的. 2
下面给出利用几何思想刻画双端口网络控制系

统稳定性的一个充分条件.
定理2 假设 [L,C]是稳定的,对于∆i ∈ S ,存

在ri ∈ [0, 1),使得∥∆i∥ ⩽ ri, i = 1, 2, . . . , n.如果
n · max

1⩽i⩽n
ri < bL,C ,则双端口网络控制系统是稳定的.

证明 应用引理3可知,存在M、N、U、V ∈ S ,
使得L = NM−1,C = V U−1,则Lk = NkM

−1
k 可由

其图确定为
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GLk
=

[
Mk

Nk

]
H = (I +∆k) · · · (I +∆1)GL.

同样地,受扰动控制器Ck = VkU
−1
k 可由其逆图确定

为

G′
Ck

=

[
Vk

Uk

]
H = (I +∆k+1)

−1 . . . (I +∆n)
−1G′

C .

由适定性假设可知,第k个受扰动的被控对象Lk =

NkM
−1
k 是适定的,受扰动的控制器Ck = VkU

−1
k 也

是如此.为方便起见,记L0 = L,Cn = C,由式(1)得

Lk ∈ N1(Lk−1, rk) ⊂ B(Lk−1, rk),

Ck ∈ N2(Ck+1, rk+1) ⊂ B(Ck+1, rk+1),

通过迭代利用gap度量的三角不等式[12],有

δ(Lk, L) ⩽
k∑

j=1

δ(Lj , Lj−1) ⩽
k∑

j=1

rj ,

δ(Ck, C) ⩽
n∑

j=k+1

δ(Cj−1, Cj) ⩽
n∑

j=k+1

rj .

进而有

δ(Lk, L) + δ(Ck, C) ⩽
n∑

j=1

rj ⩽ n · max
1⩽i⩽n

ri < bL,C .

由引理 7可知,对于 k = 0, 1, . . . , n,等价的闭环系
统 [Lk, Ck]是稳定的,即双端口网络控制系统是稳定
的. 2
利用上述思想,当被控对象、控制器和通信信道

同时存在扰动时,考虑网络控制系统的鲁棒稳定性.
定理3 假设 [L,C]是稳定的,对于∆i ∈ S ,存在

ri ∈ [0, 1),使得∥∆i∥ ⩽ ri, i = 1, 2, . . . , n.对于所有
的L̃ ∈ B(L, rl)和C̃ ∈ B(C, rc),其中rl, rc ∈ [0, 1),如

果rl + rc +

n∑
i=1

ri < bL,C ,则双端口网络控制系统是

鲁棒稳定的.
证明 令rl、rc、ri满足上述条件,记受扰动的被

控对象和控制器分别为 L̃和 C̃,则其右素分解分别为
L̃ = ÑM̃−1, C̃ = Ṽ Ũ−1.令[

Mk

Nk

]
= (I +∆k) . . . (I +∆1)

[
M̃

N

]
,[

Vk

Uk

]
= (I +∆k+1)

−1 . . . (I +∆n)
−1

[
Ṽ

Ũ

]
.

由适定性假设可知,第k个受扰动的被控对象 L̃k =

NkM
−1
k 是适定的.受扰动的控制器 C̃k = VkU

−1
k 也

是如此.为方便起见,记L̃0 = L̃, C̃n = C̃.由式(1)得

L̃k ∈ N1(L̃k−1, rk) ⊂ B(L̃k−1, rk),

C̃k ∈ N2(C̃k+1, rk+1) ⊂ B(C̃k+1, rk+1).

通过迭代利用gap度量的三角不等式[12],有如下不等
式成立:

δ(L̃k, L̃) ⩽
k∑

j=1

δ(L̃j , L̃j−1) ⩽
k∑

j=1

rj ,

δ(C̃k, C̃) ⩽
n∑

j=k+1

δ(C̃j−1, C̃j) ⩽
n∑

j=k+1

rj .

因为L̃ ∈ B(L, rl), C̃ ∈ B(C, rc),应用三角不等式得

δ(L̃k, L) ⩽ rl +

k∑
j=1

rj , δ(C̃k, C) ⩽ rc +

n∑
j=k+1

rj .

进而有

δ(L̃k, L) + δ(C̃k, C) ⩽ rl + rc +
n∑

j=1

rj < bL,C .

由引理7可知,对于k = 0, 1, . . . , n,等价的闭环系统
[L̃k, C̃k]是稳定的,因此双端口网络控制系统是鲁棒
稳定的. 2
5 数值算例

考虑如下线性系统L和控制器C = −I以及通

信信道扰动∆i:

L =



1

2 2

3 2 3

3 2 4

3 2 5
. . . . . . . . .


,

∆i =



0
. . .

0

− i

i+ 1
0
. . .


.

显然双端口网络Ti = I + ∆i可以表示为第 i行

第 i列的元素为
1

i+ 1
、主对角线上其余元素为1的算

子矩阵.基于第3节中C与C0之间的关系,可得

C0 =



−2

−3

−4
. . .

−(n+ 1)

−1
. . .


.

易知C0存在左素分解C0 = Û−1
0 V̂0,其中 V̂0 = −I ,且
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Û0 =



1/2

1/3

1/4
. . .

1/(n+ 1)

1
. . .


.

下面根据L与L0的关系,得到L0的右素分解L0 =

L = N0M
−1
0 ,其中

N0 =



1

2 1

3 1 1
3

2

2

3
1

1
1

2
1

3

4

2

5
1

. . . . . . . . .
3

n− 2

2

n− 1
1

. . . . . . . . .



,

M0 =



1

1/2

1/3
. . .

1/n
. . .


.

由引理2可知 [L0, C0]是稳定的.应用定理1,网络控
制系统是稳定的.
利用网络控制系统的稳定性定义核验定理1的

有效性.基于双端口网络信号之间的关系可以得到
[Li, Ci]的矩阵表示,对于i = 1, 2, . . . , n− 1, n,有

Li =



1

2
2

3

2

3
3

4

1

2

3

4
3

5

2

5

4

5

. . . . . . . . .
3

i+ 1

2

i+ 1

i

i+ 1
3 2 i+ 1

3 2 i+ 2
. . . . . . . . .



,

Ci =



−1
. . .

−1

−(i+ 2)
. . .

−(n+ 1)

−1
. . .



.

可知Li存在右素分解Li = NiM
−1
i ,其中

Ni =



1
4

3
1

3

2

3

4
1

9

10

8

15
1

. . . . . . . . .

A B 1

3i

i− 1

2(i+ 1)

i
1

3(i+ 1)

i

2

i+ 1
1

. . . . . . . . .



,

Mi =



2
3

2
4

3
. . .

i+ 1

i
1

i+ 1
1

i+ 2
. . .



.

其中:A =
3(i− 1)

(i+ 1)(i− 2)
, B =

3(i− 1)

(i+ 1)(i− 2)
.同

时,选择Ci的一个特殊的左素分解Ci = Û−1
i V̂i,其中

V̂i = −I ,且有

Ûi =



1
. . .

1
1

i+ 2
. . .

1

n+ 1
1
. . .



.
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由引理2可知对于 i = 0, 1, . . . , n − 1, [Li, Ci]是稳定

的.根据稳定性的定义,上述算例中所构成的网络控
制系统是稳定的.由本节证明可知,利用定理1判断
网络控制系统的稳定性比借助定义判断其稳定更简

单.

6 结 论

在套代数的框架下,本文给出了描述双端口网络
控制系统稳定性的几个充分条件.利用二次约束和
gap度量等工具,得到双端口网络控制系统的稳定性
判据.同时,讨论了双端口网络控制系统在被控对象
和控制器具有gap型扰动、通信信道扰动服从范数有
界的条件下,该系统鲁棒稳定性的一个充分条件.最
后,通过数值算例表明了定理1结果的有效性.
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