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摘 要: 研究一类具有多种不确定性的非线性系统的全局输出反馈调节问题.所研究系统的一个显著特点是非
线性项被未知增长率和多项式形式的输出函数的乘积界定,难点是在输出受不确定参数摄动的情况下如何抑制
非线性项.提出一种改进的双增益方法来设计输出反馈控制器,可以确保闭环系统所有信号全局一致有界并且原
系统状态收敛到零.最后,采用质量弹簧机械系统的输出反馈镇定问题来说明控制策略的有效性.
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Abstract: This paper investigates the global output feedback stabilization problem for a class of nonlinear systems
with multiple uncertainties. A distinctive characteristic of the system to be studied is that nonlinearities are bounded by
multiplying unknown growth rates with a polynomial form of the output function. The crucial difficulty is how to dominate
the nonlinearities effectively on the hypothesis that the output is perturbed by uncertain parameters. An improved dual
gain approach is proposed to design the output feedback controller which ensures that all signals of closed-loop systems
are globally uniformly bounded and the original system states converge to zero. Finally, the output feedback stabilization
problem of a mass-spring mechanical system is used to illustrate the effectiveness of the control strategy.
Keywords: output feedback regulation；unknown growth rate；output uncertainty；dual gain method；global stabilization；
nonlinear systems

0 引 䀰

非线性系统的控制设计一直是控制理论领域中

的研究热点和难点,并在机器人、航空航天和生物化
学等领域有着广泛的应用[1],虽然借助于多种新型观
测器,如K滤波器[1]、齐次观测器[2],研究人员实现了
对多数系统状态的重构,但是目前还没有统一的方
法实现状态观测器的构造[1,3-4].最近,增加幂次积分
法[5]和非分离原理[6]等方法的提出促进了非线性系

统输出反馈镇定的研究,如针对具有不同结构和限制
的非线性系统获得了许多有意义的结论[7-11].
值得注意的是,上述研究并未考虑系统输出中传

感器的不确定性.事实上,由于量测技术和设备的限
制,传感器可能无法准确地检测实际中系统的输出,
这意味着传感器灵敏度并不总是一个常数,它与标称
值之间存在偏差;即灵敏度误差,文献 [12]中考虑的
磁轴承悬挂系统便是一个经典的例子,用于距离测量
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的红外传感器的灵敏度误差是±10 %.另一个经典
的例子是机械系统[13], 弹簧性能由于磨损而恶化,弹
簧系数也随之变化,此时输出与状态之间的关系很难
获得.这些例子为进一步深入探索全局输出反馈镇
定问题开辟了新的途径.最近,受现有结果[6-7,14]的启

发,文献 [15]在该方向迈出了重要一步:提出了一种
双增益方法来实现一类具有未知灵敏度的非线性系

统的全局镇定.应当注意的是,其要求非线性函数的
增长率是精确已知的.事实上,在许多应用中,系统不
可避免地会同时遭受未知的传感器不确定性和未知

增长率的影响[16].因此,一个值得进一步探讨的研究
问题自然被提出:当传感器不确定性和未知增长率
同时存在时,如何通过输出反馈来实现该类系统的全
局镇定?

就作者所知,目前对上述问题的研究较少.另外
从实际的角度来看,该研究也是十分必要的.解决问
题时会遇到如下主要困难:灵敏度误差的存在导致
系统输出不能直接用于构造观测器,这意味着文献
[6-7,14]中观测器的构造方法失效,而控制器的设计
需要系统输出,因此确定可行的灵敏度误差范围决定
着控制设计的合理性.本文将克服这些困难,设计出
期望的控制器来实现系统的全局镇定.

本文的工作主要包括:
1)与现有文献 [6,14-15]相比,本文同时考虑了传

感器的不确定性和未知增长率,并且减弱了对非线性
项函数的限制,这使得研究的系统模型更一般,适用
范围更加广泛,实际意义更加鲜明.

2)优于文献 [15]中的常数增益,本文在设计过程
中引入的动态增益在设定参数后能够实现自动调节,
这为控制器的使用者提供了更大的便利,具有很好的
理论和实际意义.

3)本文提出的控制方案为解决输出反馈稳定问
题提供了一个有趣的视角,优于现有文献 [5-11],实现
了有传感器灵敏度与无传感器灵敏度的设计和分析

的统一.

1 问题陈述与亴备知䇶

本文研究如下非线性系统:
ẋi = xi+1 + fi(t, x, u), i = 1, 2, . . . , n− 1;

ẋn = u+ fn(t, x, u);

y = θ(t)x1.

(1)

其中:x = [x1, . . . , xn]
T ∈ Rn, u ∈ R和y ∈ R分

别是系统状态、控制输入和可量测输出;系统的初
始条件为x(t0) = x0; fi : R+ × Rn × R → R(i =

1, 2, . . . , n)和θ : R+ → R均为连续函数.
本文的控制目标是设计一个输出反馈控制器

u(t),实现系统 (1)的全局镇定.为实现该目标,需要做
如下假设.
假设1 存在参数 θ̄ > 0,使得 |1− θ(t)| ⩽ θ̄ < 1,

其中 θ̄是允许的灵敏度误差.
假设2 对于i = 1, 2, . . . , n,存在未知常数c ⩾ 0

和已知常数p > 0,使得

|fi(t, x, u)| ⩽ c(1 + |y|p)(|x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|).

假设1是解决非线性系统输出反馈问题常用的
条件,它指明了传感器灵敏度θ(t)的变化范围,请参
考文献 [15, 17]中关于假设1的具体说明.下面,用一
个注记来阐释假设2的合理性.
注1 假设2表明系统 (1)具有不可测状态增长

且增长率是输出多项式与未知常数的乘积,这使得
系统 (1)本质上不同于文献 [7]中增长率精确已知
的情况,意味着系统 (1)包含更严重的未知性和强非
线性.当c(1 + |y|p)被常数c取代时,假设2可弱化为
文献 [6, 15]中非线性系统输出反馈控制中常见的假
设,这些假设被视为保证系统稳定的关键条件.特别
地, c(1 + |y|p)项不是严格的,它可以定义实际中的诸
多函数,诸如多项式函数、全局利普希茨函数以及满
足多项式增长条件的函数,这也使得系统 (1)的适用
范围更广泛.
接下来,给出本文用到的两个重要引理[15,18].
引理 1 [15] 设常数 q ∈ [1,+∞),对于任意的

xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n,有下式成立:

(|x1|+ . . .+ |xn|)q ⩽ nq−1(|x1|q + . . .+ |xn|q).

引理 2 [18] 设m,n是正常数, ν(x, y)是正实值
函数,对于任意的x ∈ R, y ∈ R有下式成立:

|xmyn| ⩽ m

m+ n
ν(·)|x|m+n +

n

m+ n
ν(·)−m

n |y|m+n.

2 主要结果

定理1 如果系统 (1)满足假设1和假设2,则存
在输出反馈控制器

u = −(L1M)nb1y −
n∑

i=2

Bi(L1M)n−i+1x̂i;
˙̂xi = x̂i+1 − Li

1aix̂1, i = 1, 2, . . . , n− 1;

˙̂xn = u− Ln
1anx̂1.

(2)

其中: x̂ = [x̂1, . . . , x̂n]
T ∈ Rn是系统状态x的估计;

a1, . . . , an, b1, . . . , bn和M是有明确定义的正常数;
L1满足如下方程:
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L̇1 = −ρ1L
2
1 + ρ2(1 + |y|p)2L1, L1(0) = 1. (3)

ρ1, ρ2是满足ρ2 ⩾ ρ1的正常数,可以保证:
1)闭环系统的状态在区间 [t0,+∞)上全局有界;
2) lim

t→+∞
x(t) = lim

t→+∞
x̂(t) = lim

t→+∞
u(t) = 0.

证明 定理的证明分4步.
step 1:误差动态分析.定义估计误差如下:

εi =
xi − x̂i

Lv+i−1
1

, i = 1, 2, . . . , n, (4)

其中常数v满足0 < v ⩽ 1/4p.由式 (1)和 (2)可将误
差方程改写为如下形式:

ε̇ = L1Aε− L̇1

L1
Bε+

L1

Lv
1

Nx1 + F. (5)

其中

A =


−a1 1 . . . 0

...
...

. . .
...

−an−1 0 . . . 1

−an 0 . . . 0

 , N =


a1

a2
...
an

 , ε =


ε1

ε2
...
εn

 ,

B =


v

v + 1

. . .

v + n− 1

 , F =



f1
Lv

1

f2

Lv+1
1
...

fn

Lv+n−1
1


.

根据文献 [18]中的引理1,存在正常数a1, . . . , an使得

A是Hurwitz矩阵以及正定对称矩阵P满足

ATP + PA ⩽ −I, d1I ⩽ BP + PB ⩽ d2I, (6)

其中d1, d2为正常数.考虑正定径向无界函数V1 =

εTPε,不难导出

V̇1 ⩽ − L1∥ε∥2 −
L̇1

L1
εT(BP + PB)ε+

2εTPF + 2
L1

Lv
1

εTPNx1. (7)

接下来对式 (7)右端的部分项进行估计.根据引理2,
可以得到

2
L1

Lv
1

εTPNx1 ⩽

L1

2
∥ε∥2 + 2L1∥P∥2 · ∥N∥2 x2

1

L2v
1

. (8)

由式(3)和(6)可以得到

− L̇1

L1
εT(BP + PB)ε ⩽

− d1ρ2(1 + |y|p)2∥ε∥2 + d2ρ1L1∥ε∥2. (9)

由式 (3)还可得L1 ⩾ 1.否则存在t′ ∈ (t0,+∞),使得

L1(t) < 1.注意到L1(t0) = 1并且L1(t)是连续函

数,从而存在 t′′ ∈ [t0, t
′),使得L1(t) < L1(t

′′) = 1,

∀t ∈ (t′′, t′].结合式 (3)和ρ2 ⩾ ρ1, 容易得到 L̇1(t) >

0, ∀t ∈ [t′′, t′].这表明L1(t) > L1(t
′′) = 1,∀t ∈

(t′′, t′],显然矛盾,从而L1 ⩾ 1成立.由此和假设2不
难得到∣∣∣ fi

Lv+i−1
1

∣∣∣ ⩽ c(1 + |y|p)
Lv+i−1

1

i∑
j=1

|xj |, i = 1, 2, . . . , n.

(10)

从而有

2εTPF ⩽ 2∥ε∥ · ∥P∥ · ∥F∥ ⩽

2nc∥ε∥ · ∥P∥(1 + |y|p)
n∑

i=1

|xi|
Lv+i−1

1

. (11)

将式(8), (9)和(11)代入(7),得到如下不等式:

V̇1 ⩽

−
(L1

2
− d2ρ1L1

)
∥ε∥2 − d1ρ2(1 + |y|p)2∥ε∥2+

2nc∥ε∥ · ∥P∥(1 + |y|p)
n∑

i=1

|xi|
Lv+i−1

1

+

2L1∥P∥2 · ∥N∥2 x2
1

L2v
1

. (12)

step 2:组合系统分析.考虑如下组合系统:
ẋ1 = x2 + f1(t, x, u);

˙̂xi = x̂i+1 − aiL
i
1x̂1, i = 1, 2, . . . , n− 1;

˙̂xn = u− anL
n
1 x̂1.

(13)

引入如下坐标变换:

ξ1 =
x1

Lv
1

;

ξi =
x̂i

Lv+i−1
1 M i−1

, i = 2, 3, . . . , n;

ū =
u

Lv+n
1 Mn

.

(14)

其中M ⩾ 1是待定常数.借助于式 (14),将式 (13)改
写为

ξ̇1 = ML1ξ2 − v
L̇1

L1
ξ1 + L1ε2 +

f1
Lv

1

;

ξ̇i = ML1ξi+1 − (v + i− 1)
L̇1

L1
ξi +

L1ai
M i−1

ε1−

L1ai
M i−1

ξ1, i = 2, 3, . . . , n− 1;

ξ̇n = ML1ū− (v + n− 1)
L̇1

L1
ξn +

L1an
Mn−1

(ε1 − ξ1).

(15)

设计如下形式的输出反馈控制:
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ū = −b1y

Lv
1

−
n∑

i=2

biξi, (16)

其中b1, . . . , bn是待定正常数.将式(16)代入(15)得

ξ̇ = L1MDξ − L̇1

L1
Bξ + L1H(ε1 − ξ1) + L1Jε2+

L1MZb1(1− θ)ξ1 +K, (17)

D =


0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

−b1 −b2 . . . bn

 , J =


1

0
...
0

 , Z =


0

0
...
1

 ,

H =


0
a2
M
...
an

Mn−1

 , K =



f1
Lv

1

0
...
0

 , ξ =


ξ1

ξ2
...
ξn

 .

根据文献 [18]中的引理1,存在正常数b1, . . . , bn

使得D是Hurwitz矩阵以及正定对称矩阵Q满足

DTQ+QD ⩽ −I, d3I ⩽ QB +BQ ⩽ d4I, (18)

其中d3和d4是正常数.考虑正定径向无界函数V2 =

ξT qξ,不难导出

V̇2 ⩽

− L1M∥ξ∥2 − L̇1

L1
ξT(QB +BQ)ξ + 2ξTQK+

2L1b1(1− θ)ξTQMZξ1 + 2L1ξ
TQJε2+

2L1ξ
TQH(ε1 − ξ1). (19)

下面对式 (19)中右端的部分项进行估计.根据式 (3)
和(18)不难得到

− L̇1

L1
ξT(QE + EQ)ξ ⩽

− d3ρ2(1 + |y|p)2∥ξ∥2 + d4ρ1L1∥ξ∥2. (20)

注意到∥J∥ = ∥Z∥ = 1和∥H∥ ⩽ ∥N∥,由引理2可得

2L1ξ
TQH(ε1 − ξ1) ⩽

8L1∥Q∥2 · ∥N∥2 · ∥ξ∥2+

2L1∥Q∥ · ∥N∥ · ∥ξ∥2 + L1

8
∥ε∥2, (21)

2L1ξ
TQJε2 ⩽ L1

8
∥ε∥2 + 8L1∥Q∥2 · ∥ξ∥2, (22)

2L1b1(1− θ)ξTQMZξ1 ⩽

2L1b1M |1− θ| · ∥Q∥ · ∥ξ∥2. (23)

由假设2、引理2和式(19)不难得到

2ξTQK ⩽ m1∥ξ∥2 +
1

2
(1 + |y|p)2∥ξ∥2, (24)

其中m1 = 2c2∥Q∥2.将式(20)∼ (24)代入(19),得到

V̇2 ⩽

d4ρ1L1∥ξ∥2 +
L1

4
∥ε∥2 + 2L1∥Q∥ · ∥N∥ · ∥ξ∥2+

(8L1∥Q∥2 +m1 + 8L1∥Q∥2 · ∥N∥2)∥ξ∥2−

d3ρ2(1 + |y|p)2∥ξ∥2 + 1

2
(1 + |y|p)2∥ξ∥2−

L1M(1− 2b1|1− θ| · ∥Q∥)∥ξ∥2. (25)

step 3:参数确定.由式(4)和(14)可以得到∣∣∣ xi

Lv+i−1
1

∣∣∣ ⩽ |εi|+ |M i−1ξi|, i = 1, 2, . . . , n. (26)

由式(26)和引理1不难得到

2βεTPF ⩽

∥ε∥ · ∥P∥(1 + |y|p)
n∑

i=1

(|εi|+M i−1|ξi|) ⩽

m2(∥ε∥2 + ∥ξ∥2) + (1 + |y|p)2

2
(∥ε∥2 + ∥ξ∥2), (27)

其中m2 = 9c2n3M2(n−1)∥P∥2.将式 (27)代入 (12),
并结合式(14),可以得到

V̇1 ⩽

−
(L1

2
−d2ρ1L1 −m2

)
∥ε∥2 + 1

2
(1 + |y|p)2∥ξ∥2+

m2∥ξ∥2 − (d1ρ2 − 1)(1 + |y|p)2∥ε∥2+

2L1∥P∥2 · ∥N∥2 · ∥ξ∥2. (28)

选择允许的灵敏度误差 θ̄满足条件: θ̄ < θ∗ =

min
{
1,

1

2b1∥Q∥

}
.由假设1,可以得到

1− 2b1|1− θ| · ∥Q∥ ⩾ 1− 2b1θ̄∥Q∥ ≜ σ. (29)

显然0 < σ < 1成立,式(25)可以写为

V̇2 ⩽ 2L1∥Q∥ · ∥N∥∥ξ∥2 + d4ρ1L1∥ξ∥2 +
L1

4
∥ε∥2+

(8L1∥Q∥2 +m1 + 8L1∥Q∥2 · ∥N∥2)∥ξ∥2−

d3ρ2(1 + |y|p)2∥ξ∥2 + 1

2
(1 + |y|p)2∥ξ∥2−

L1Mσ∥ξ∥2. (30)

考虑正定径向无界函数Ve(ε, ξ) = V1(ε)+V2(ξ),
结合式(28), (30)和M ⩾ 1,不难得到

V̇e ⩽

− (1 + |y|p)2
(
(d1ρ2 − 1)∥ε∥2 + (d3ρ2 − 1)∥ξ∥2

)
−

L1M
(
σ − d4ρ1 + k1

M
− m1 +m2

L1

)
∥ξ∥2−

L1

(1
4
− d2ρ1 −

m2

L1

)
∥ε∥2, (31)

其中k1 = 8∥Q∥2(1+ ∥N∥2)+2∥P∥2 · ∥N∥2+2∥Q∥ ·
∥N∥.
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为了确保 V̇e ⩽ 0,下面给出参数的具体选择过

程.首先,为使不等式σ − (d4ρ1 + k1)/M ⩾ σ/8成

立,选择合适的M满足M ⩾ 8(d4ρ1 + k1)/(7σ),又因

M ⩾ 1,从而有M ⩾ max{1, 8(d4ρ1 + k1)/(7σ)},由

d1ρ2 − 1 ⩾ 0, d3ρ2 − 1 ⩾ 0 和ρ2 ⩾ ρ1,可以得到ρ2

⩾ max{ρ1, 1/d1, 1/d3},由1/4−d2ρ1 ⩾ 1/8和ρ1 > 0,

得到0 < ρ1 ⩽ 1/(8d2).此时,式(31)可改写为

V̇e ⩽ − L1M
(σ
8
− m1 +m2

L1

)
∥ξ∥2−

L1

(1
8
− m2

L1

)
∥ε∥2. (32)

下面,按照如下方式确定L1,令
1

8
− m2

L1
⩾ σ

16
,
σ

8
− m1 +m2

L1
⩾ σ

16
.

又因L1 ⩾ 1,从而得到

L1 ⩾ max
{
1,

16m2

2− σ
,
16(m1 +m2)

2− σ

}
.

由上述参数的选择和式(32),显然下式成立:

V̇e ⩽ − σ

16
∥ε∥2 − σ

16
∥ξ∥2. (33)

step 4: 稳定性分析.考虑变换后的闭环系统

(1)∼ (3),由解的存在性和连续性可知闭环系统的状

态X(t) ≜ [ε(t), ξ(t), L1(t)]
T在区间 [t0, Tf )上有定

义,其中Tf > 0可能是有限常数或者是正无穷.为

方便下面的证明,记Y (t) ≜ [ε(t), ξ(t)]T.

1) X(t)的有界性.由Ve(t)的定义和式 (33)可

知,Ve(t)是非递增的非负函数,从而对于∀t ∈ [t0, Tf )

有

Ve(t) ⩽ Ve(0) ⩽ λ1∥ε(t0)∥2 + λ2∥ξ(t0)∥2, (34)

正数λ1, λ2分别是矩阵P和Q的最大特征值.由式

(34)可知,对于 ∀t ∈ [t0, Tf ),Ve(t)有界.结合Ve(t)

的定义,不难得到ε(t)和 ξ(t)在 [t0, Tf )上有界.由式

(14)和ξ1的有界性可知,对于∀t ∈ [t0, Tf ),存在正常

数C,使得

|y| ⩽ |θ(t)| · |x1| ⩽ (1 + θ̄)|ξ1|Lv
1 ⩽ CLv

1. (35)

结合式(3),引理1和0 < v ⩽ 1/4p,可以推出

L̇1 ⩽ − ρ1L
2
1 + 2ρ2(1 + C2pL2pv

1 )L1−

L
3
2
1 (ρ1L

1
2
1 − 2ρ2(1 + C2p)),

这表明L1⩽
4ρ22(1 + C2p)2

ρ21
, ∀t∈ [t0, Tf ).因此,L1(t)

在区间 [t0, Tf )上有界.事实上,Tf = +∞,这里采用
反证法证明.假设Tf < +∞,则Tf是有限逃逸时

间,即当 t = Tf时,状态X(t)中至少一个分量趋于

∞.然而,解的连续性保证了X(t)在 t = Tf时的有

界性,因此X(t)在 [t0, Tf )上有界,这是矛盾的,从而
Tf = +∞.综上所述,X(t)在区间 [t0,+∞)上全局有

界.
2) lim

t→+∞
x(t) = lim

t→+∞
x̂(t) = lim

t→+∞
u(t) = 0.事

实上,由式(33)可以推出w +∞

t0
Y T(s)Y (s)ds =

w +∞

t0
(ε2(s) + ξ2(s))ds ⩽

− 16

σ

w +∞

t0
V̇e(s)ds < +∞. (36)

由式 (5), (15)和Y (t)在 [t0,+∞)上的有界性可推出

Ẏ (t)在 [t0,+∞)上一致有界,从而 Y (t)在 [t0,+∞)

上一致连续,Y T(t)Y (t)亦然.由文献 [1]中引理A.6
可以推出 lim

t→+∞
Y T(t)Y (t) = 0,从而 lim

t→+∞
ξi(t) =

0, lim
t→+∞

εi(t) = 0, i = 1, 2, . . . , n.再根据式 (4), (14)
和L1(t)有界性可得 lim

t→+∞
x(t) = lim

t→+∞
x̂(t) = 0.从

而结合式 (2)和L1(t)的有界性可推出 lim
t→+∞

u(t) =

0. 2
3 仿真㇇例

考虑质量弹簧机械系统[19]的控制问题

z̈ + Ff (ż) + Fsp(z) = F.

其中: z表示物体的位移,Ff (ż) = a1ż表示因摩擦产

生的阻力,Fsp(ż) = a2z表示弹簧的恢复力,F表示施
加到物体的驱动力.

假设a1和a2是未知的正常数且对于 i = 1, 2满

足0 < |ai| ⩽ ã,其中 ã > 0是已知的.在反馈控制
设计中,位移z由位移传感器测量,但传感器因制造
原因可能存在±10%的灵敏度误差[20],因此,通过令
x1= z, x2 = ż和u = F ,得到

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u+ a2x1 − a1x2,

y = θ(t)x1,

其中θ(t)在区间[0.9, 1.1]内连续变化.
根据定理1证明过程,选取a1 = 1, a2 = 2, ã =

2.5, 这表明当c ⩾ 2.5时,系统满足假设2.选取b1 =

0.25, b2 = 1,此时0.1 = θ̄ < θ∗ < 0.439 3,系统满足
假设1.进一步选取ρ1 = 0.05, ρ2 = 5.5,M = 23, v =

1/8并选择初值 [x1(0), x2(0), x̂1(0), x̂2(0)]
T = [−2,

3, 1,−1]T,通过Matlab仿真可以得到如图1∼图4所
示结果.
图1∼图4展示了系统仿真的结果:图1和图2说

明x(t)和 x̂(t)在 [0,+∞)上全局有界并且收敛到0,即
本文的控制方法能够实现系统的全局镇定;图3说
明实际控制u(t)收敛到0;图4说明动态增益L1(t)在
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[0,+∞)上全局有界.
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图 1 状态x1(t)和估计状态 x̂1(t)的轨迹
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图 2 状态x2(t)和估计状态 x̂2(t)的轨迹
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图 3 控制u(t)的轨迹
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图 4 动态增益L1(t)的轨迹

4 结 论

本文研究了一类具有多种不确定性的非线性系

统的全局输出反馈调节问题,提出了一种改进的双增
益方法来设计输出反馈控制器,确保闭环系统所有信
号全局一致有界并且原系统状态收敛到零.最近,时
滞镇定问题也备受研究者的关注,获得了许多有意义
的结果[21].因此,含有时变时滞的非线性系统的输出
反馈镇定问题有待进一步探索.
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