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基于指数保性能的比例-积分-时滞滑模观测器设计

李习康1, 许 璟1†, 牛玉刚1, 贾廷纲2

(1. 华东理工大学能源化工过程智能制造教育部重点实验室，上海 200237；
2. 上海电气自动化集团，上海 200070)

摘 要: 传统状态观测器仅基于当前观测误差重构系统状态,未充分利用系统历史观测数据.针对存在匹配扰动
的二阶不确定线性系统,设计一种比例-积分-时滞滑模观测器,实现不确定线性系统状态的鲁棒确切估计.首先,
设计带记忆滑模函数,形式为历史观测误差和当前观测误差的线性组合,设计参数包括滑模面增益和人工时滞两
部分,将滑模面中的时滞项基于泰勒级数展开,将截断误差表示为积分形式;然后,设计带记忆输出反馈等效控制
律,采用时滞依赖型Lyapunov泛函,进行滑模动态指数稳定性分析和观测补偿;接着,将观测器参数设计转化为多
目标优化问题,优化目标包括:系统状态衰减率、控制代价、高频噪声不灵敏度,基于粒子群算法,在上述3个优化
目标间实现设计参数优化整定,在“快、准、稳”方面进行合理折衷选择;最后,在无源网络系统中,验证所提出滑模
观测器的可行性和有效性.
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Abstract: Traditional state observers reconstruct the system state only based on the current observation errors, which
ignore the system historical observation datas. For the perturbed second-order uncertain linear system, a proportional-
integral-retarded sliding mode observer is proposed, which achieves robust and accurate estimation of system states. First,
the memory sliding mode function is designed as the linear combination of historical and current observation errors, the
design parameters include sliding mode surface gain and artificial time delay. Second, the delayed measurements in the
sliding mode surface are expanded based on the Taylor series, and the truncation error is expressed as integral. The
memory output feedback equivalent control law is designed based on the delayed dependent Lyapunov functional. On
this basis, the dynamic exponential stability analysis and error compensation of sliding mode are performed. Then, the
design of observer gains is transformed into a multi-objective optimization problem, with optimization goals: decay rate,
control effort, and high-frequency noise insensitivity. Based on the particle swarm algorithm, the optimization of design
parameters is realized between the above three optimization goals, and a reasonable compromise among the competitive
goals including the rapidness, accuracy and stability. Finally, the feasibility and effectiveness of the proposed sliding
mode observer is verified in a passive network system.
Keywords: proportional-integral-retarded；sliding mode observer；exponential stability；particle swarm algorithm

0 引 言

传统的观测器,如Luenberger观测器[1]、 降阶

Luenberger观测器[2],对于系统的参数不确定性以

及外部扰动的鲁棒性不足,其观测性能极易受到高
频噪声影响[3].为了提高观测器的设计灵活度和鲁
棒性,文献 [4]提出了比例-积分观测器 (proportional-
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integralobserver, PIO)的设计方法,采用估计误差的当
前信息和历史信息来提高观测精度. PIO继承了PI控
制的结构,其结构简单、设计灵活度高,通过添加观测
误差的积分项,提升了系统参数变化的不灵敏度,有
助于消除静差.但是从扰动抑制的角度看, PIO仅对
阶跃扰动有效[5],对于实际应用中更常见的高频传感
器噪声收效甚微.
滑模观测器具有独特的特性,即基于系统实际输

出与观测器输出间误差产生一组滑模动态,确保滑模
观测器产生一组与系统的实际输出相匹配的状态估

计[6].文献 [7]针对二阶非线性系统,首次提出了二阶
滑模观测器的概念,并设计了基于极点配置的观测器
增益整定方法.文献 [8]设计了超螺旋滑模观测器,基
于可测的位置信息重构了速度信息,实现了有限时间
确切观测.然而,对于二阶系统而言,螺旋算法或超螺
旋算法是基于输出的微分项进行构造的,需要与微
分估计器一同使用[9],但是,微分器的使用会导致高
频测量噪声的进一步放大[10].同时,随着系统阶数的
提升,其观测器结构更趋复杂,设计参数数目更趋增
加[11].高阶问题为观测器参数的整定带来诸多困难
和挑战.
近年来,一些学者尝试使用时滞项来替代微分器

在控制器/观测器中的作用[12-13]:将时滞作为设计参
数,发挥时滞在系统稳定性和鲁棒性等方面的正面作
用.文献 [14]使用当前和过去的测量信号,通过有限
差分来近似估计输出微分,验证了时滞足够小的前提
下,时滞型静态输出反馈控制器与状态反馈控制器具
有相近的控制精度和准度.文献 [15]通过泰勒展开
式实现了输出导数的静态估计,不同于文献 [14],该
方法在Lyapunov稳定性分析时实现了截断误差的补
偿,获得了更高的控制精度和控制品质.

受到上述时滞型输出反馈控制的启发,本文设计
带记忆比例-积分-时滞输出滑模观测器,在原有观测
器中注入时滞反馈,设计带记忆输出反馈控制律,实
现误差系统的有限时间指数稳定.与现有部分研究
成果相比,本文的主要内容如下.

1)所提出的带记忆滑模观测器无需额外的滤波
器对测量信号进行滤波,无需额外的微分器对输出的
微分进行估计,充分利用系统过去时刻以及当前时刻
的输出信息,观测器可实现性更高;

2)在观测器的设计中,将时滞作为观测器的设计
参数,给出误差系统滑动模态指数稳定性的证明,并
基于此得到观测增益的整定公式;

3)通过粒子群算法在衰减速率、控制代价以及

抑制高频测量噪声能力3个相互竞争的参数间进行
参数最优化选择.

1 系统模型与问题᧿述

考虑如下二阶不确定线性系统:{
ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + d(x, t)),

y(t) = Hx(t).
(1)

其中:A、B为系统矩阵,满足HB = 0,HAB ̸= 0;
x(t) ∈ R2×2为系统状态; y(t) ∈ R2×1为系统输出;
u(t) ∈ R1×2为待设计控制律; d(x, t) ∈ R1×2为系统

外部扰动和外界不确定性.
为了便于下文观测器的设计分析,给出下列假设

条件和相应引理.
假设1 d(x, t)是一个有界扰动,满足

|d(x, t)| ⩽ d∗, d∗ > 0, (2)

其中d∗ > 0为已知上界.
假设2 [7] 对于任意tm∈ [t− h− τ, t],输出误差

的二阶微分 ëy(tm)在时间间隔 [t − h − τ, t + τ ]上是

有界的: ∥ëy(tm)∥ ⩽ ε.其中: ε为一个给定的标量,且
τ >0.
为了得到本文的主要结论,将采用下述引理和定

义.
引理 1 [13] 定义向量 g =

w b

a
f(s)x(s)ds,其中

a ⩽ b, f : [a, b] → [0,∞),x(s) ∈ Rn.对于任意n阶

矩阵R>0,以下不等式均成立:

g′Rg ⩽
w b

a
f(s)ds

w b

a
f(s)x(s)Rx(s)ds.

定义1 [16](指数稳定) 若存在µ > 0,α > 0使得

系统任意的解均满足下式:

∥x(t)∥ ⩽ µ∥x(0)||e−αt, t ⩾ 0,

则该系统是指数稳定的.其中x(0)为初始状态.

1.1 比例-积分-时滞滑模观测器设计

针对系统(1)设计如下滑模观测器:
˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t)− Lẽy(t)+

Bvn(t) + ei(t),

ŷ(t) = Hx̂(t).

(3)

其中: ei(t) = KI

[
0

w t

0
e−ϑ(t−s)ey(s)ds

]T
;L =[

0 0

l1 l2

]
; x̂(t)、ŷ(t)分别为x(t)、y(t)的估计;h为待

设计的时滞参数; ey(t) = ŷ(t) − y(t); ey(t − h) =

ŷ(t − h) − y(t − h); ẽy(t)= [ey(t) ey(t − h)]T; vn(t)
为待设计的滑模切换项,用来抑制系统不确定性和外
部扰动;KI∈R2×2为误差积分项增益,积分项有助于
减少稳定误差;ϑ=10−5为给定常数.
注1 ϑ是用于Lyapunov稳定性分析的辅助变
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量,其取值大小与给定衰减速率有关.在不等式放缩
的过程,在保证参数求解可行域尽可能大的情况下,
综合考虑,选择ϑ的取值为0.000 01.

定义状态观测误差ex(t)=x(t)− x̂(t),由系统(1)
和观测器(3)得到如下误差系统:

ėx(t) = Aex(t)− Lẽy(t) +Bvn(t)−
Bd(x, t)ei(t),

ey(t) = H(x̂1(t)− x1(t)).

(4)

1.2 滑模面设计和估计误差分析

为了实现对系统 (1)的确切估计,设计如下带记
忆输出滑模面:

s(t) = Cẽy(t), (5)

其中C=[c1 c2].
注2 带记忆滑模面相对于现有的一些滑模面

具有以下优势: 1)结构简单、参数整定方便; 2)充分
利用系统过去时刻和当前时刻的输出信息,只需要
系统过去时刻的值来对系统状态的一阶微分进行估

计; 3)引入人工时滞,平滑高频测量噪声,改善系统性
能.
由泰勒级数展开理论[17],得到{

ey(t− h) = ey(t)− hėy(t) + δ1(t),

ėy(t− h) = ėy(t)− hëy(t) + γ1(t).
(6)

其中: δ1(t) =
w t

t−h
(s − t + h)ëy(s)ds, γ1(t) =w t

t−h
ëy(t)ds−

w t

t−h
ëy(s)ds.

将式(6)改写为以下形式:{
ẽy(t) = Mex(t) + δ(t),

˙̃ey(t) = Mėx(t) + γ(t).
(7)

其中: δ(t) = col{0, δ1(t)}, γ(t) = col{0, γ1(t)},M =[
1 0

1 −h

]
.

结合式(4)和(7),对带记忆滑模动态(5)关于时间
t求导,得到

ṡ(t) = C ˙̃ey(t) =

Nxex(t) + Iv(vn(t)− d(x, t))− Cδδ(t)+

Cγ(t) + CMei(t).

其中:Nx=CM(A−LM), Iv=CMB,Cδ=CML.令
ṡ(t)=0,可得到如下等效控制律:

veq(t) = −I−1
v Nxex(t) + d(x, t) + I−1

v Cδδ(t)−

I−1
v Cγ(t)− I−1

v CMei(t). (8)

由于测量条件限制,难以获得ex(t)的实时测量值,必
须引入状态估计器.基于当前和过去一系列的测量
输出,可得到ex(t)的实时估计.由式(7),得到

ex(t) ≈ M−1ẽy(t). (9)

将式 (9)代入 (8),可得到基于带记忆输出反馈的等效
控制律,即

ṽeq(t) = −I−1
v NxM

−1ẽy(t)− I−1
v Cγ(t)+

d(x, t) + I−1
v Cδδ(t)− I−1

v CMei(t). (10)

2 可达性分析

用滑模切换函数替换式 (10)中的观测误差和扰
动项得到趋近模态下的控制律如下式所示:

vn(t) = −I−1
v NxM

−1ẽy(t)− I−1
v ρ sign(s(t))−

I−1
v CMei(t), (11)

其中ρ为切换增益,通过切换项来抑制系统不确定性
以及观测误差所带来的影响.
在假设2成立的情况下,得到

w t

t−h
ëy(t)ds⩽hε=

O(h).因此, γ(t)≈
w t

t−h
ëy(s)ds.同理,得到

δ(t) ⩽ δ∗, γ(t) ⩽ γ∗. (12)

其中: δ∗=
εh2

2
, γ∗=hε.

下述定理将证明系统 (4)在控制律 (11)的作用
下,滑动模态在有限时间内到达滑模面(5)上.
定理1 对于系统(4),若下式的条件成立:

ρ ⩾ ∥NxM
−1∥δ∗ + ∥Iv∥d∗ + ∥C∥γ∗ + k0,

则观测误差 ẽy(t)将在有限时间内到达并维持在滑模

面s(t)={Cẽy(t)=0}的小邻域内.

证明 设计Lyapunov函数为Vs(t) =
1

2
s2(t).将

Vs(t)关于时间t求导,得到

sT(t)ṡ(t) = sT(t)(Nxex(t)− Cδδ(t) + Ivvn(t)+

Cγ(t) + CMei(t)− Ivd(x, t)) ⩽
− ρ|s(t)|+ ∥s(t)∥ · ∥Cδ +NxM

−1∥×
∥δ(t)∥+ ∥s(t)∥ · ∥Iv∥ · ∥d(x, t)∥+
∥s(t)∥ · ∥C∥ · ∥γ(t)∥. (13)

将式(2)和(12)代入(13),有

sT(t)ṡ(t) ⩽ −|s(t)|(ρ− ∥Cδ +NxM
−1∥δ∗−

∥Iv∥d∗ − ∥C∥γ∗) ⩽ −ε|s(t)|, (14)

其中ε=ρ− ∥Cδ +NxM
−1∥δ∗ − |Iv|d∗ − ∥C∥γ∗.

由式 (14)可知,选择合适的参数ρ,使得ε > 0,滑
模动态可在有限时间收敛至滑模面(5)上[18]. 2
3 稳定性分析

在趋近模态可达性分析后,下面分析误差系统在
带记忆输出反馈控制律的指数稳定性.将输出反馈
等效控制律(10)代入误差系统(4),得到

ėx(t) = Aex(t)− (L+BI−1
v Nc)ẽy(t)+
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BI−1
v Cγ(t)−BI−1

v CMei(t). (15)

式(15)等价于

ėx(t) = Acex(t)−Aγγ(t)−Aδδ(t)−

Ak

w t

0
e−ϑ(t−s)ey(s)ds.

其中

Ac = Ac0 −Ac1LM, Aδ = Aδ0 +Aδ1L,

Ac0 = (I −BΠ0)A, Ac1 = D −BΠ0D,

Aγ = BI−1
v C, Π0 = I−1

v CM,

Aδ0 = BΠ0AM−1, Aδ1 = D − 2BΠ0D,

D = [0 1]T, Ak = BΠ0KI −KI.

下述定理将证明系统(4)的滑动态指数稳定性.
定理2 对于给定的标量β > 0,时滞h > 0,衰

减速率α > 0以及滑模面增益C,若存在以下对称阵
X ∈R2×2、U ∈R2×2、K ∈R1×2、W ∈R1×2以及标

量zk、vk,使得以下线性矩阵不等式成立,则误差系统
(4)可实现指数稳定:

∆ = [∆ij ] < 0,[
−βI MX − UM

⋆ −I

]
< 0,

X > 0, zk > 0, vk > 0. (16)

其中

∆11 = He(Ac0X −Ac1KM) + 2αX,

∆12 = −Aδ0MX −Aδ1KM,

∆13 = −AγX, ∆14 = −KM ,

∆15 = h
1
2XTF T

c0
− h

1
2MTKTF T

c1
,

∆16 = XT, ∆22 = −4(2X −M−1VM−T ) ·m1,

∆25 = −h
1
2XTMTF T

δ0
− h

1
2MTKTF T

δ1
,

∆33 = −(2X − Z) ·m2, ∆35 = −h
1
2XTF T

γ ,

∆44 = −2(ϑ− α)

ϑ
(−2X +W),

∆55 = −
1∑

k=0

(zk + hvk), ∆66 = −W,

m1 =
e−2αh

h2
, m2 =

e−2αh

h
,

Z = diag{z0, z1}, V = diag{v0, v1}.

则观测器的增益L、KI可通过L = KU−1和KI =

(BI−1
v CM)−1 ·KM ·X−1计算得到.
证明 选取Lyapunov-Krasovskii函数为

V (ex, ext) =

V1(ex, t) + V2(ext, t) + V3(ext, t) + V4(ext, t).

其中

V1(ex, t) = eTx(t)Pex(t),

V2(ext, t) =
w t

t−h
(s− t+ h)2e−2α(t−s)w1(s)ds,

V3(ext, t) =
w t

t−h
(s− t+ h)e−2α(t−s)w2(s)ds,

V4(ex, t) =
w t

0
e−2ϑ(t−s)eTx(s)Wex(s)ds.

对V1(ex, t)、V2(ex, t)、V3(ex, t)、V4(ex, t)关于时间 t

求导并相加,得到

V̇ + 2αV ⩽ eTx(t)(PAc +AT
cP + 2αP +W )ex(t)−

2eTx(t)PAγγ(t)− 2eTx(t)PAδδ(t)−

2eTx(t)PAk

w t

0
e−ϑ(t−s)e(s)ds−

γT(t)Qγ(t) ·m2 − 4δT(t)Rδ(t)m1+

hηT(t)F̄ TΓF̄η(t) +
2(α− ϑ)

ϑ
×

w t

0
e−ϑ(t−s)eTx(s)dsW

w t

0
e−ϑ(t−s)ex(s)ds.

其中: η(t) = col{ex(t), δ(t), γ(t)},Γ =
1∑

k=0

(hrk + qk),

F̄ = [Fc −Fδ −Fγ ].采用舒尔补引理[19],可得到
V̇ +2αV ⩽0等价于Ω⩽0. Ω是由以下元素组成的对
称矩阵:

Ω11 = AcX +XAT
c + 2αX +XTWX,

Ω12 = −AδMX, Ω13 = −AγX,

Ω14 = −AkX, Ω15 = h
1
2XTF T

c ,

Ω22 = −4Λ1 ·m1, Ω25 = −h
1
2XTMTF T

δ ,

Ω33 = −Λ2 ·m2, Ω35 = −h
1
2XTF T

γ ,

Ω44 = −2(ϑ− α)

ϑ
XTWX, Ω55 = −Γ−1.

其中:Λ1 = XTMTRMX ,Λ2 = XTQX . 2
4 粒子群算法辅助寻优

在第3节中,定理2的求解依赖于预先选择的衰
减速率α,滑模面增益c1、c2,人工时滞h.一个性能良
好的系统,往往具有较大的衰减速率、较低的控制代
价和相对于高频噪声的鲁棒性 (h越大,抑制高频测
量噪声的能力越强;h越小,抑制高频测量的能力越
弱).分别对应以下3个目标函数.

1)系统衰减速率: f1(α)=
1

α2
;

2)控制代价: f2(c1, c2)=c1 + c2;
3)抑制高频测量噪声的能力: f3(h)=

1

h2
.

在约束 (16)成立的情况下,将上述3个优化指标
转化为统一的目标函数,有

min f(α, c1, c2, h) =

ρ1f1(α) + ρ2f2(c1, c2) + ρ3f3(h). (17)

约束条件为LMIs (16).其中: ρi为权重系数,满足ρi>

0, ρ1 + ρ2 + ρ3=1.
注3 式 (17)中的权重系数的选择与期望的性
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能指标有关:权重系数ρ1对应衰减速率,权重系数ρ2

对应控制代价,权重系数ρ3对应抑制高频测量噪声

的能力.权重系数的大小对应相应性能指标在优化
过程中的占比.
定理2中的优化参数β、h选取不当,会导致LMIs

的可解性降低.粒子群优化算法是一种启发式全局
优化技术,一种基于群智能的演化计算方法,其源于
鸟群群体运动行为的研究.群体中的每个微粒代表
待解决问题的一个候选解,算法通过粒子间信息素的
交互作用发现复杂搜索空间中的最优区域[20].相比
于遗传算法,粒子群优化算法搜索速度快、计算复杂
度更低.在仿真过程中利用粒子群优化算法来处理
多目标非线性优化问题 (17),从而确定滑模观测器设
计参数(α、c1、c2、h)的最优组合.

5 仿真分析

为了验证所提出算法的有效性,考虑单输入-单
输出二阶微分方程,有

LC
d2uo

dt2
+RC

duo

dt
+ uo(t) = ui(t) + d(t).

转换为如下状态空间形式:{
ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + d(t)),

y(t) = Hx(t).

其中:A=

[
0 1

−1 −1

]
,B=

[
0

1

]
,H=[1 0],选取外部

扰动为d = 0.06 sin(t).带记忆滑模观测器结构如式
(3)所示,观测器中的h、ck、α的值需要通过粒子群算

法进行确定.
设置粒子群的最大迭代次数为50代,变量的上

下限分别为 [1, 1, 1, 1]、[0.1, 0.1, 0.000 1, 0.01],选择惯
性因子ω=5,单个粒子的学习因子、社会学习因子分
别为τ1=τ2=2.通过粒子群算法迭代得到: c1=0.46、

c2=0.1、h=1、α=0.22.分别将滑模面增益、时滞、衰
减速率代入LMIs,求解LMIs得到观测器增益为: l1 =

−0.381 6, l2=0.444 7,KI=

[
−637.1 −97.9

−99.0 −51.3

]
.

在图1∼图3中, e1、e2分别为二阶系统的2个状
态变量与观测器的2个状态变量间的差值,由图1可
见,观测误差e1与e2在带记忆输出(11)注入的作用下
可在较短时间内收敛至 0.此外,通过比较无积分项
加入与加入积分项可以看出,积分项的存在可进一步
消除静差,系统响应速度更快.

由图 2可见:在测量信号 y(t)中加入高频噪声

n(t) = 0.5 cos (500 t)后,观测误差e1中测量噪声的幅

值为0.002,抑制效果明显;而在观测误差e2中噪声的

幅值接近e1的3倍,原因在于测量噪声在进行一次微

(a) ( )'()*e t1

t / s

( )b ( )'()*+,-.#e t2

t / s
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图 1 观测误差
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图 2 观测误差 (存在测量噪声)
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图 3 指数衰减速率对比

分后幅值被放大,但是幅值仍然处于较低水平,结果
表明所提出观测器对高频测量噪声具有较为显著的

抑制作用.
图3为系统误差e1与常值指数衰减函数x(t) =

1.5e−0.22t对比.由图3可见,在带记忆输出反馈控制
策略作用下,系统误差在存在外部扰动情况下以期望
指数形式快速收敛.

6 结 论

本文研究了一类不确定二阶线性系统的滑模观

测问题.首先,为实现对系统状态的鲁棒确切观测,提
出了一种带记忆输出反馈滑模观测器,滑模面的构成
是基于系统的当前输出以及过去输出的信息,并在观
测器中引入了滑模切换项来抑制系统外部扰动以及
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不确定性;然后,利用Lyapunov理论验证了误差系统
的指数稳定性,并通过粒子群算法对设计参数进行辅
助寻优,实现了对系统状态准确跟踪.所提出观测器
无需额外的滤波器、微分器,同时将时滞作为设计参
数,观测器参数整定更为灵活.仿真结果表明,带记忆
输出反馈滑模观测器可在较短时间内跟踪系统状态,
同时对高频测量噪声具有明显的抑制作用.
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