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基于实例与目标相关性的多目标稀疏回归算法

何杜博, 孙胜祥†

(海军工程大学管理工程与装备经济系，武汉 430033)

摘 要: 针对传统多目标回归算法无法处理输入与多输出间的非线性关系,且忽视了数据点在输入与输出之间的
结构信息,导致算法泛化性能受限、缺乏稳健性等问题,提出一种基于实例与目标相关性的多目标稀疏回归 (multi-
target sparse regression with instances and targets correlations, MTR-ITC)算法.首先,通过嵌入潜变量空间来对复杂
的输入与输出以及输出间的关联结构解耦,并利用核技巧和稀疏回归学习输入输出间的非线性关系和输出间的
相关结构;然后,引入流形正则化项探索不同实例在输入与输出变量间的相关性,确保模型输出与真实结果在局部
和全局结构的一致性,以提升模型泛化性能;最后,提出一种交替优化算法来对目标函数进行求解,使其能快速收
敛至全局最优.在基准测试数据集上的实验表明,所提算法在不同MTR数据集上均具有较好的测试性能.
关键词: 多目标回归；稀疏学习；流形学习；交替优化算法；核方法；实例相关性

中图分类号: TP273 文献标志码: A

DOI: 10.13195/j.kzyjc.2022.1653

引用格式: 何杜博,孙胜祥.基于实例与目标相关性的多目标稀疏回归算法 [J]. 控制与决策, 2024, 39(5): 1478-
1486.

Multi-target sparse regression with instance and target correlations
HE Du-bo, SUN Sheng-xiang†

(Department of Management Engineering and Equipment Economics，Naval University of Engineering，Wuhan 430033，
China)

Abstract: To address the problem that traditional multitarget regression algorithms only focus on the linear correlation
between input features and target outputs, but ignore the structural information between different instances, i.e., instance
correlation and target correlation, which leads to limited performance of the algorithm, we propose a multi-target sparse
regression algorithm based on instance and target correlation (MTR-ITC). First, we construct latent variable space to
decouple the complex input-output and output correlation structures, and impose sparse constraints on the corresponding
coefficient matrices to explicit encoding and sparse learning of inter-target correlations in the latent variable space. Then,
manifold learning is introduced to explore the correlation between different instances in the input and output space
to ensure that the model output is consistent with the real results in terms of local and global structure. Finally, an
alternating optimization algorithm is proposed to solve the objective function optimally and converge it to the global
optimum efficiently. Experiments on the benchmark test dataset show that the MTR-ITC improves the performance of
the algorithm compared to existing representative algorithms, and its good convergence makes it possible to iterate and
converge to the global optimum rapidly.
Keywords: multi-target regression；sparse learning；manifold learning；alternating optimization algorithm；kernel
method；instance correlations

0 引 䀰

近年来,多目标回归 (multi-target regression,
MTR)已经广泛应用于数据挖掘[1-3]、计算机视觉[4]、

医疗诊断[5]等多个具有复杂输出结构的领域研究中.
MTR与迁移学习在学习框架上具有一定的相似之
处,两者都可以通过协作学习和知识共享等方式来提
升算法在目标域上的性能表现,这使得MTR在机器

学习领域中越来越流行[6].
MTR面临的挑战在于对输入与输出间的关系建

模,以及对不同目标间的相关性进行探索.为了探索
目标变量之间的相关性,传统MTR模型主要通过对
系数矩阵施加不同形式的正则化或低秩约束来挖掘

目标间的相关关系,这些方法依赖于线性回归的框
架或某些特定的相关性假设[7].然而,在许多真实的
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回归问题中,其输入与输出特征间往往呈现出较强
的非线性关系,不同数据集中的目标变量间的依赖
关系差异较大,这就导致了传统MTR模型难以对输
入与输出特征间的关系以及不同目标变量间的关联

结构进行有效学习.同时, MTR问题中的数据往往呈
现出较高的维度,多个输出目标间具有一定的耦合
关联.为了更好地利用其数据点之间的结构关系,通
常假设数据点分布在一个低维的非线性子空间中,即
流形[8].基于流形学习来构建相应的回归模型,可以
有效利用特征空间中不同样本点蕴含的结构信息来

提升算法性能,同时还可以避免异常样本的干扰和过
拟合.因此,本文提出一种基于实例与目标相关性的
多目标稀疏回归(multi-target regression with instances
and targets correlation, MTR-ITC)算法.通过引入核技
巧,使所提算法可以灵活处理非线性关系;利用潜变
量空间的嵌入来对目标间的相关结构进行显式编码

和稀疏学习,以便准确高效地挖掘不同目标变量间的
相关结构;同时,基于流形学习来有效利用实例间的
相关信息进行建模,从而提升所提算法的回归性能.

1 相关工作

1.1 多目标回归

由于MTR探索了不同目标变量间的相关信
息,使其在预测多个具有相关性的变量时,可以
获得比单目标回归方法更好的预测性能.与多标
签分类 (multi-label classification, MLC)方法的划分
相同[9], MTR方法一般可以划分为两类: 1)问题转
换 (problem transformation, PT)类方法; 2)算法适应
(algorithm adaptation, AA)类方法.

PT类方法是将MTR问题拆解成多个单目标回
归子问题,并基于传统的单输出回归模型,如k近邻

回归、决策树、支持向量回归等,对子问题进行独立
求解.鉴于MLC与MTR在学习任务上的相似性[10],
受多标签学习方法中的堆叠泛化和分类链的思想启

发,文献 [11]提出了单目标堆栈 (stacked single-target,
SST)算法和集成回归链 (ensemble of regressor chain,
ERC);文献 [12]基于乘积量化方法将输出空间随机
离散化,进而通过集成多标签学习模型来处理MTR
问题;文献 [13]利用决策树集成在结构性输出预测
问题上的性能优势,通过树嵌入丰富原始特征集,
提出了一种深度树集成 (deep tree-ensemble, DTE)方
法;文献 [14]将泛化后的决策树作为基模型,利用不
同的集成框架,对多目标输出进行随机选择 (random
output selection, ROS),通过集成得到一个新的集成拓
展MTR模型;文献 [15]通过结合子空间投影与负相
关学习来训练专家,进而提出一种新的混合专家模

型来处理MTR问题.以上方法虽然较基准模型能有
一定的性能提升,但对目标相关性的考虑仍然是局部
的,其性能往往取决于选择的传统回归模型,且当数
据集规模较大或输入特征维度较高时,其训练产生的
时间成本也会迅速增加.
不同于PT类方法, AA类方法侧重于构造一个

多输出结构框架,并在该框架中同时处理输入输
出关系以及目标间相关性,使模型可以同时考虑以
上因素.文献 [16]基于 ℓ2正则化设计了新的损失函

数,使得单输出结构的支持向量回归模型可以拓展
至多输出支持向量回归 (multi-output support vector
regressor, MSVR)模型,并提出了一种迭代加权最小
二乘算法来对参数进行求解;文献 [17]提出一种多元
回归校正 (calibrated multivariate regression, CMR)模
型,不仅可以挖掘不同回归任务之间的相关性,同时
可以依据不同任务上的噪声水平对其进行正则化校

准,使其在样本较少时仍然能够实现较好的性能表
现;文献 [18]开发了一种可以对结构化多任务进行
学习和预测的多目标回归树 (multi-target regression
trees, MTRT)和多输出随机森林 (multi-output random
forest, MORF),用于对不同类型的结构化输出进行全
局和局部预测;文献 [19]将原始目标进行线性组合后
重构了目标空间,并构建了一种参数自适应最小绝
对收缩与选择算子 (self-parameterized least absolute
shrinkage and selection operator, SPL)模型来对内在的
目标关联和输入输出关系进行同时建模;文献 [20]利
用ℓ2,1正则化和弹性网理论,构建了一个对离群点鲁
棒的极限学习机 (outlier-robust ELM, OR-ELM)模型,
并采用乘子交替方向法来求解.
可以看出,现有多数AA类方法大多侧重于在回

归矩阵施加不同的正则化约束[21-23].这些回归模型
或基于线性回归框架,或依赖于具有强先验知识的
目标相关结构假设,并通过对回归矩阵施加各种稀
疏性约束来探索不同目标间的相关性[7].为了更好地
处理输入输出间的非线性关联,各种非线性AA类方
法也相继被提出.文献 [24]提出一种输出内核学习
(learning output kernels, OKL)方法,通过核方法来揭
示输出空间中的复杂关联结构,进而更好地处理目标
间的非线性关联;文献 [25]利用核方法同时捕捉输入
与输出间的非线性依赖关系以及输出间的复杂关联,
以提高模型预测性能;文献 [7, 26]通过嵌入潜变量空
间形成多层结构的学习框架,将输入输出与目标输出
间的相关性进行解耦.上述AA类方法的优势在于通
过对输出变量的相关性进行显式编码和学习,使得模
型更具解释性,但其往往并未考虑到数据点在输入空
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间与输出空间中蕴含的结构信息,这使得其在学习过
程中容易受离群点的干扰以及陷入过拟合.

1.2 流形正则化

流形正则化是一种有利于参数训练和性能提升

的学习技巧[27],其已经成功应用于多标签分类[28-31]、

无监督学习[32-33]和多输出回归[4, 34-36]等多个问题中.
通过流形学习挖掘不同数据点中蕴含的结构信息,
可以有效提升算法在分类和回归问题上的性能表

现.因此,受多标签学习中对实例相关性和标签相关
性学习的启发,假设在MTR问题中,若原始输入空间
中的两个实例相邻,则其在输出空间中也应当具有一
定的相似性.本文拟将输入空间中不同实例的局部
相关结构信息以及输出空间中的不同目标间的全局

相关结构纳入至模型的学习过程中,进而保证模型预
测输出与真实数据之间的结构一致性,削弱噪声和离
群点对模型的不良影响并提高模型的鲁棒性,观察其
能否带来相应的性能提升.
1.3 符号表示

对于矩阵A = [ai,j ]n×m, i = 1, . . . , n, j =

1, . . . ,m,AT为矩阵转置; tr(A) =

n∑
i=1

ai,i为矩阵A

的迹; ∥A∥F =

√√√√ n∑
i=1

m∑
j=1

a2i,j为矩阵A的Frobenius范

数;定义矩阵A的ℓp,q范数为

∥A∥p,q =
[ n∑

i=1

( m∑
j=1

|ai,j |p
) q

p
] 1

q

, (1)

则矩阵A的ℓ2,1范数为

∥A∥2,1 =
n∑

i=1

√√√√ m∑
j=1

a2i,j . (2)

对一个k维向量a = [ai], ∥a∥2 =

√√√√ k∑
i=1

a2i为其

ℓ2范数. I为单位矩阵, 1为元素全为1的向量.

2 方法提出

2.1 模型基础

给定训练集Dtrain = {(xi,yi)}Ni=1,x ∈ Rd,y =

[y1, . . . ,yQ]
T ∈ RQ为对应的多元目标输出,则多目

标线性回归模型可以表示为y = Wx + b.其中:
W = [w1, . . . ,wQ]

T ∈ RQ×d为权重或回归矩阵,wi

∈ Rd为目标输出yi所对应的权重向量, b ∈ RQ为偏

置向量, d和Q分别对应于回归模型的输入空间维度

和输出空间维度.基于传统Ridge线性回归拓展至多
维得到如下罚目标函数:

min
W
∥Y −WX −B∥2F + λ∥W ∥2F . (3)

其中:X = [x1, . . . ,xN ]为模型输入,Y = [y1, . . . ,

yN ]为对应的输出,B = [. . . , b, . . .] ∈ RQ×N为模型

的偏置矩阵,λ为非负正则化参数.显然,仅基于权重
矩阵W 往往难以同时对输入与输出以及输出间的

相关结构进行准确表达.通过嵌入潜变量空间Z ∈
RK将目标函数(3)重写为

min
V ,U
∥Y −UZ∥2F + λ∥V ∥2F ;

s.t. Z = V X +B. (4)

其中:Z = [z1, . . . , zN ] ∈ RK×N为潜变量矩阵, zi =

V xi + b ∈ RK为相应的xi在潜变量空间中映射.显
然,式 (4)可以通过系数矩阵V 和U分别表示潜变量

与输入变量的关联关系以及潜变量与输出变量的关

联结构,进而对输入输出以及输出间的关系解耦.结
构矩阵U显式编码了潜变量z与输出变量y之间的

相关结构,使得不同目标变量的内在关联性可以更
好地被表达与解释.同时,为了更好地探索目标间的
内在关联性,对结构矩阵U施加一个 ℓ2,1正则化约

束[37],使学习得到的结构矩阵U具有列稀疏性,得到
如下稀疏学习模型:

min
U ,V
∥Y −UZ∥2F + λ∥V ∥2F + β∥UT∥2,1;

s.t. Z = V X +B. (5)

其中β为调节U列稀疏性的正则化参数.通过对U

施加ℓ2,1正则化,可以鼓励相关的目标之间共享潜变
量,进而捕捉到目标之间的关联结构,得到具有列稀
疏性的矩阵U .针对结构矩阵U施加稀疏性约束也

可以显著提升模型的灵活性和可拓展性[26].

2.2 基于核技巧的模型扩展

考虑到模型 (5)中的目标函数仍然为线性回归
形式,无法处理复杂的非线性关系,基于表示定理
(representer theorem)将其中的目标函数进行扩展,使
其可以在可再生希尔伯特空间 (reproducing kernel
Hilbert space, RKHS)中处理非线性的输入输出关
系.首先,基于迹形式改写式(5),得到

min
U ,V

tr((Y −U(V X +B))T(Y −U(V X+

B))) + λtr(V TV ) + βtr(UDUT). (6)

其中D为对角矩阵,有

(D)ii =
1

2∥ui∥2
, (7)

ui为矩阵U的第i列.为了避免分母为0,进一步规定

(D)ii =
1

2
√

uT
i ui + ζ

, (8)

其中ζ > 0为一个很小的常数.利用映射函数ϕ(xi)

将xi映射至RKHS,则ϕ(·)为特征映射函数.依据线
性表示定理 (linear representer theorem),矩阵V 可以
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用特征映射函数的线性组合来表示,即
V = AΦ(X)T. (9)

其中:Φ(X) = [ϕ(x1), . . . , ϕ(xN )],A ∈ RK×N .相关
的核函数k(·, ·)满足k(xi,xj) = ϕ(xi)ϕ(xj)

T.将式
(9)代入(6)中可得

min
U ,A

tr((Y −UAK)T(Y −UAK))+

λtr(AKAT) + βtr(UDUT), (10)

其中K为定义在RKHS上的核矩阵.由于偏置向量b

可以通过在输入特征中额外增加一个维度来替代,为
了简便表示,式 (10)中省略偏置矩阵B.一旦通过训
练得到参数矩阵 (U ,A),新的模型输入xt预测得到

的多元输出为

f̂t = UAKt. (11)

其中:Kt = Φ(X)Tϕ(xt),ϕ(xt)为xt所对应的特征

映射.利用非线性核将原始输入特征空间中的数据
点映射至RKHS中,使模型拥有了学习非线性关系的
能力.通过式 (10)学习得到的多层稀疏MTR模型结
构如图1所示.

input  space ϕ
1
(x)

x1

x iX

xd

..
.

..
.

..
.

..
.

RKHS

ϕ
i
( )x

ϕ
∞
( )x

z1

z i

zK

K A U Y

latent space
output space

..
.

..
.

..
.

..
.

y1

y i

yQ

图 1 多层多目标稀疏回归模型结构

2.3 实例与目标相关性的流形学习

流形正则化旨在利用不同实例之间的局部或

全局相似性,鼓励具有相似性的实例之间得到相似
的预测结果.即使对于具有复杂相关结构的多元输
出回归问题,其输出y仍可以被合理地假定为输入

x的连续和平滑函数[38].基于此假设,利用不同实例
在输入空间中的几何结构信息来保证模型的预测

输出也保持相似的几何结构.考虑训练集Dtrain =

{(xi,yi)}Ni=1的近邻关系可以通过一个半正定矩阵

S0 ∈ RN×N表示,其计算公式如下:

[S0]i,j =

1, xi ∈ Nk(xj) or xj ∈ Nk(xi);

0, otherwise.
(12)

其中Nk(xj)表示为xj的k近邻实例集.基于实例相
关性的流形正则化项可以定义为

N∑
i=1

N∑
j=1

[S0]i,j∥f̂i − f̂j∥22, (13)

其中 f̂i和 f̂j分别为实例 i和 j所对应的目标预测

向量.通过最小化式 (13),使得模型充分考虑到不同
实例在输入之间的结构关系来优化相应的训练结

果.记模型在训练集上的拟合结果为F ,有F = [f̂1,

. . . , f̂N ] ∈ RQ×N ,容易得到F = UAK.因此,流
形正则化项 (13)可以改写为 tr(FL0F

T).其中:L0 =

D0 − S0为所对应的N阶图拉普拉斯矩阵,D0为对

角矩阵且有 [D0]i,i =

N∑
j=1

[S0]i,j .

考虑不同目标输出之间的结构信息也对MTR建
模同样重要,针对训练集中不同实例的目标输出设
计一个流形正则化项来保证模型输出结果能与真实

输出之间保持较为一致的相似结构,进而帮助模型学
习目标的相关性,减少原始数据中噪声及离群点对模
型的干扰.同样地,通过N阶矩阵S1来描述训练集上

不同实例在输出空间中的相关性,基于余弦相似度将
S1定义为

[S1]i,j =
yT
i yi

∥yi∥∥yj∥
, i, j = 1, . . . , N. (14)

其中yi为xi所对应的多元输出向量.目标间相关性
的正则化项定义为

N∑
i=1

N∑
j=1

[S1]i,j∥f̂i − f̂j∥22. (15)

同理, 式 (15) 中的流形正则化项亦可以写为
tr(FL1F

T),其中L1 = D1 − S1,D1为对角矩阵且

[D1]i,i =

N∑
j=1

[S1]i,j .

2.4 目标函数建立

通过引入式 (13)和 (15)中的流形正则化项,使得
模型在对输入输出以及输出间的关系建模时可以充

分考虑到不同实例在输入与输出之间的相关结构信

息.因此,最终得到的目标函数如下:

min
U ,A
∥Y −UAK∥2F + λ1tr(AKAT)+

λ2∥UT∥2,1 + tr(FPFT). (16)

其中:P = λ3L0 + λ4L1,F = UAK,λ1 ∼ λ4分

别为非负正则化参数.实例相关性与目标相关性信
息分别通过图拉普拉斯矩阵L0和L1编码表示,且通
过调节参数λ3与λ4,可以灵活地权衡实例相关性与
目标相关性信息在建模中的重要程度,进而有效防止
过拟合.

3 基于交替优化算法的模型求解

通过交替优化算法可以有效地求解目标问题

(16).记目标函数 (16)为J(A,U),通过固定一个矩阵
来求另一个矩阵的方法交替求解,使得模型快速收敛
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至全局最优.

3.1 固定矩阵A求U

当矩阵A已确定时,问题(16)可以以迹形式写成

min
U ,A

tr((Y −UAK)T(Y −UAK))+

λ2tr(UDUT) + tr(FPFT). (17)

对上式求矩阵U的偏导,得到
∂J

∂U
=

− (Y −UAK)KAT + λ2UD +UAKPKAT.

(18)

设置偏导为0,可以得到

U(AK(IN + P )KAT + λ2D) = Y KAT, (19)

则矩阵U可以通过下式迭代得到:

U = Y KAT(AK(IN + P )KAT + λ2D)−1. (20)

基于式 (16),在每次迭代中,可以基于当前计算得到
的矩阵D计算矩阵U ,然后可根据新计算得到的U

对D进行更新.算法1总结了矩阵U的计算方法.
算法1 迭代求解结构矩阵.
input:数据矩阵X、Y ,参数λ1、λ2、λ3,潜变量维

度K;
output:结构矩阵U .
1)随机矩阵A ∈ RK×N ,计算矩阵L0和L1,设

置t = 1;
2) repeat
3)基于式(8)计算对角矩阵D(t+1);

4)求解式(20)得到矩阵U (t+1);

5) t← t+ 1;
6) until收敛;
7) return结构矩阵U .

3.2 固定矩阵U求A

矩阵U固定时,问题(16)简化为

min
A

tr((Y −UAK)T(Y −UAK))+

λ1tr(AKAT) + tr(FPFT). (21)

对上式求矩阵A的偏导,得到
∂J

∂A
= −UT(Y −UAK)K + λ1AK+

UTUAKPK. (22)

同理,设置偏导为0,进一步得到

UTY K = UTUAKK + λ1AK +UTUAKPK.

(23)

两边同时右乘K−1,然后左乘(UTU)−1,可以得到

(UTU)−1UTY = λ1(U
TU)−1A+AK(IN + P ).

(24)

显然,式 (24)是一个标准的Sylvester方程AΘ + ΘB
= C,其存在闭式解. Θ对应于未知矩阵A,有A =

λ1(U
TU)−1,B = K(IN + P ), C = (UTU)−1UTY .

矩阵A可以通过求解 Sylvester方程得到.综上所
述, MTR-ITC模型的求解过程如算法2所示.
算法2 基于实例与目标相关性的MTR算法.
input:数据矩阵X、Y ,参数λ1、λ3、λ4,潜变量维

度K;
output:结构矩阵U ,回归系数矩阵A.
1)随机矩阵A ∈ RK×N ,U ∈ RQ×K ;
2)计算矩阵L0和L1,设置i = 1;
3) repeat
4)基于式(24)计算结构矩阵A(i+1);
5)基于算法1求解矩阵U (i+1);
6) t← t+ 1;
7) until收敛;
8) return结构矩阵U和系数矩阵A.

3.3 计算复杂度分析

所提出的交替优化算法的计算复杂度主要来

自于算法1和算法2中对矩阵A和U的计算;算法1
中的计算复杂度主要是对N阶矩阵求逆,其计算复
杂度为O(N3);算法 2中的计算复杂度主要源自于
对 Sylvester方程的求解,其对应的算法复杂度也为
O(N3).假设算法1和算法2所对应的迭代次数分别
为t1和t2次,则整个交替优化算法的计算复杂度近似
为O(t1t2N3 + t2N

3).由于 t1 ≪ N , t2 ≪ N ,算法复
杂度近似等于O(N3).所提算法的计算复杂度与其
他核方法,如KRR、MMR和MSLR等接近.实际上,无
论是算法1或算法2,其矩阵求逆的算子都是基于对
称矩阵的,因此其运算往往可以通过矩阵近似 (如LU
分解等)来提速[39].

4 实验与分析

4.1 实验设计与评价指标

为了验证本文算法的有效性和可行性,从以下
两方面进行验证: 1)通过与目前最常用的数个方法
进行比较,观察其是否能在公开数据集上取得较为
优势的结果; 2)验证所提出的交替优化算法的收敛
性,进而说明算法能在有限次迭代中快速收敛至最优
解; 3)通过对实例相关性和目标相关性的正则化参
数进行敏感性分析,验证引入实例与目标相关性信息
是否可以提升算法性能.
为了对比不同算法在数据集上的性能表现,使

用平均相对均方根误差 (average relative root mean
squared error, aRRMSE)作为衡量指标,计算如下:
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aRRMSE =

1

Q

Q∑
i=1

√√√√Ntest∑
j=1

(y
(j)
i − ŷ

(j)
i )2

/Ntest∑
j=1

(y
(j)
i − ȳi)

2. (25)

其中:Ntest为测试集的规模, y(j)i 和 ŷ
(j)
i 分别为测试

集中实例x(j)在目标 i上的真实值和预测值, ȳi为

训练集Dtrain在第 i个目标上的平均值. aRRMSE衡
量了模型在所有输出上的预测结果相对于训练样

本均值的均方误差.所有实验在AMD Ryzen 7 4800 H
(2.90 GHz)处理器, 24 G内存的计算机中通过Matlab
2021a软件平台实现完成.

4.2 对比方法与数据集

在数据实验中,从MTR数据集网站Mulan[40]中

选择数个常用的公开数据集作为基准数据集进行对

比实验,验证本文算法的可行性与有效性.所有数据
集信息如表1所示.其中:N为数据集大小; d为数据
集的输入维度;Q为输出维度; k为式 (11)中所采取的
近邻数,其大小与数据集的规模成正比; #-fold为相
应数据集采取的交叉验证折数.

表 1 实验所用数据集特征信息

数据集 N d Q k #-fold

ATP1D 337 411 6 5 10
ATP7D 296 411 6 5 10
OES10 403 298 16 7 10
OES97 334 263 16 7 10
OSALES 639 413 12 9 10
SCM1d 9 803 280 16 15 2
SCM20d 8 965 61 16 15 2
SCPF 1 137 23 3 11 10
SLUMP 103 7 3 3 10
WQ 1 059 16 14 11 10

选取现有的主流 AA 类方法, 如 mKRR[41]、

MSVR[16]、OKL[24]、MTFL[42]、MMR[7]以及MSLR[26]

作为对比方法.为了便于比较,不同模型中的最优正
则化参数通过在训练集上基于网格搜索法的交叉验

证得到,并设定网格搜索范围为10[−3:1:3].同时,采用
径向基 (RBF)函数作为非线性回归的特征映射函数,
并设置超参数的取值范围为2[−6:1:3].
除了选择上述主流算法进行对比,为验证模型引

入实例相关性和目标相关性后是否可能带来性能提

升,通过对参数λ3和λ4进行敏感性分析,观察调整参
数后的模型性能变化.

4.3 实验结果与分析

表2总结了所提方法与其他模型在不同数据集
上的性能表现.不难看出, mKRR作为独立预测多个
目标输出的基准算法,其并未利用不同目标输出间的
关联信息,导致其在不同数据集上的表现明显不如其

他MTR方法. MTFL基于线性结构来进行特征学习,
导致其缺乏处理非线性输入输出关系的能力,在多数
数据集 (如OSALES、OES97等)上明显不如其他对比
方法. MSVR算法虽然引入了核技巧来处理非线性
关系,但其仅通过 ℓ2范数将不同输出维度的误差进

行综合考虑,并未充分利用到不同输出间内在的相关
性,这也使得其在不同数据集上的表现不如考虑了目
标相关性的MTR方法 (如MMR、MSLR和MTR-ITC
等). OKL算法同时考虑了目标间和特征与目标之间
的非线性关系,在多数数据集上都明显优于作为基准
算法的mKRR算法.相比于其他核方法,采用多层稀
疏结构的MMR、MSLR以及MTR-ITC方法在所有数
据集上均能取得较好的测试性能,这说明引入潜变量
空间解耦输入输出以及输出间相关性后,可以更加准
确地对MTR中的复杂相关性进行学习.而且, MTR-
ITC引入了对目标以及样本关系结构的学习,使其在
模型训练过程中更好地探索了样本局部结构以及目

标输出之间的相互关系,进而提升模型的回归性能.

表2 10个数据集上7种方法的平均
相对均方根误差 (aRRMSE) %

数据集 mKRR MSVR OKL MTFL MMR MSLR MTR-ITC

ATP1D 38.0 38.1 36.4 41.5 33.2 35.2 31.9
ATP7D 48.6 47.8 47.5 55.3 44.3 45.8 43.8
OES10 48.9 44.7 43.2 53.2 40.3 40.7 40.2
OES97 58.7 55.7 53.5 81.8 49.7 48.9 52.8
OSALES 79.9 72.6 71.8 168.2 70.9 74.5 73.3
SCM1D 38.7 53.0 45.6 44.7 30.1 45.9 34.1
SCM20D 49.6 49.4 44.3 64.5 38.8 40.5 35.0
SCPF 85.5 82.8 82.0 89.9 81.2 81.7 78.9
SLUMP 78.9 71.1 69.9 68.1 58.7 56.7 57.9
WQ 92.1 89.9 89.1 96.2 88.9 89.0 88.8
AveRank 5.7 5.2 4.0 6.4 1.9 3.1 1.7

为了验证本文所提算法与对比算法之间在统计

上存在显著性差异,更好地说明引入实例与目标相
关性信息的优势,本文对单一度量下的多个MTR方
法性能进行排序,然后分别计算每种方法在所有数据
集上的平均排名.利用显著维度为0.05 (α = 0.05)的
Friedman检验[43]来验证所提算法与对比算法之间的

性能是否存在显著差异,其中原假设表示为所提算法
与比较算法之间的预测性能相同.若拒绝该原假设,
则利用Bonferroni-Dunn检验作为后验检验来分析比
较,并计算其临界差异(critical difference, CD)值,作为
不同算法之间是否具有差异的统计标准.公式如下:

CD = qα

√
n(n+ 1)

6T
. (26)

其中:n为比较的算法数量,T为用于实验的数据集
数量.在显著性水平为α = 0.05时,其对应的 qα =

2.845,因此有CD = 2.55 (n = 7, T = 10),其基于
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aRRMSE指标所对应的排名如图2所示.
critical difference= 2.55

MTFL(6.4)
mKRR(5.7)
MSVR(5.2)

OKL(4.0)

MIR-ITC(1.7)
MMR(1.9)
MSLR(3.1)

127 6 5 4 3

图 2 基于aRRMSE的算法平均排名
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图 3 不同算法在多元输出上的RRMSE箱型图

显然,从图 2可以看出, 3种多层稀疏结构下的
3种算法虽然在统计上并未存在明显差别,但MTR-
ITC算法在不同性能指标的算法排名上均优于MMR

和MSLR,且与其他算法 (如OKL、MSVR等)均存在
统计上的差异,这说明本文所提算法在性能上的优
越性.此外,比较了多个算法在数据集的不同输出上
的RRMSE值差异性,其在部分MTR数据集不同目
标上的RRMSE箱型图如图3所示.与其他算法相比,
MTR-ITC算法可在所有输出目标上保持较低的误差
水平和方差,这说明通过引入实例和目标相关性的正
则化项可以确保模型输出的一致性,有助于提升模型
的鲁棒性和性能.

4.4 收敛性分析

算法1与算法2的快速收敛是保证交替优化算
法能高效求解MTR-ITC算法的关键.因此,在部分具
有代表性的数据集 (如OSALES)上进行收敛性分析,
得到如图4所示的收敛结果.
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图 4 OSALES数据集上算法1和算法2的收敛性

在训练迭代过程中,通过计算算法1中∥U (t+1)−
U (t)∥2及其目标函数J(A,U),进而观察其在有限
次迭代中的收敛过程;同理,在基于算法 2求解时,
计算每次迭代中 ∥A(i+1) − A(i)∥2以及J(A,U)对

应的值,最终得到图 4所示的收敛曲线.若分别将
∥U (t+1) −U (t)∥2 ⩽ 10−5和∥A(i+1) −A(i)∥2 ⩽ 10−5

作为算法1和算法2的收敛准则,则:算法1在多数数
据集上能实现10代内收敛,且算法1的快速收敛也保
证了算法2在交替优化时A的更新效率;算法2也可
以在20代内实现收敛,这说明MTR-ITC算法具有较
好的收敛性.
4.5 敏感性分析

进一步分析正则化参数 (λ3和λ4)对模型性能的
影响.通过固定参数λ1 = 10−2和λ2 = 10−2,设
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置相同的潜变量维度与输出维度,即K = Q.选择
ATP1D、ATP7D数据集,通过网格搜索方法调整λ3和

λ4的值来观察其对模型性能的影响,并设定参数区
间为10[−3,4],得到结果如图5所示.无论是实例相关
性的正则化参数λ3,还是目标相关性的正则化参数
λ4,当其对应的值逐渐增大时,算法性能会随之提升
然后再下降.这说明引入实例相关性以及目标相关
性的正则化项可以有效提升算法性能,但当算法过分
考虑实例相关性以及目标相关性信息时,会导致算法
陷入局部最优或过拟合,进而在测试集上表现不佳.
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图 5 基于正则化参数的模型性能变化

5 结 论

本文提出了一种新的MTR模型MTR-ITC,来同
时对输入输出以及输出间的依赖关系进行探索和学

习.与以往的MTR方法相比,该方法同时利用输出关
联和目标关联信息,引入了流形正则化器,直接从数
据中学习拉普拉斯矩阵,而不需要任何目标关联的先
验知识,使得算法具有良好的适用性.通过嵌入潜变
量空间来对复杂的非线性输入输出关系以及目标输

出间的关联性进行解耦,并在结构矩阵上采用ℓ2,1范

数稀疏正则化,提高了模型的鲁棒性.实验分析表明,
所提方法不仅在不同的数据集上保持了优异性能,其
在不同目标输出上的性能表现还具有一致性,这使

得模型结果在处理MTR问题时更加稳定.在未来的
工作中,还可以对潜变量空间的维度进行分析,通过
找到最合适的空间维度来对目标内在的关联关系进

行解耦和表达,并考虑潜在的结构化变量对输出的影
响,进而使得模型更加稳健.
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