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基于有限时间指令滤波的非线性系统

固定时间预设性能控制

李应森1, 陈 明1†, 姜海洋1, 苏亚坤2, 彭开香3
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摘 要: 针对一类严格反馈非线性系统,提出一种基于有限时间指令滤波的自适应固定时间预设性能控制策
略.首先,引用非线性映射技术及适当的误差变换,建立等效的误差模型;其次,综合利用反步法、固定时间控制和
自适应控制等方法,设计一种基于有限时间指令滤波的预设性能跟踪控制器.该策略应用指令滤波器解决了反步
法中对虚拟控制律反复求导问题,减轻了计算负担.此外,预设性能控制和固定时间控制保证了系统的跟踪误差
能够在固定时间内收敛到预设性能函数限定的范围内,其收敛时间与系统初始条件无关,且确保系统中全部信号
在有限时间均达到有界区域.理论分析与仿真验证均表明了所提出设计方法的有效性.
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Abstract: For a class of strict-feedback nonlinear systems, an adaptive fixed-time prescribed performance control strategy
is proposed based on finite-time command filtering. Firstly, we establish an equivalent error model by using nonlinear
mapping technique and appropriate error transformation. Secondly, a finite-time command-filtered based prescribed
performance tracking controller is constructed through comprehensive utilization of the backstepping scheme, fixed-
time control and adaptive control and so on. In the strategy, a command filter is used to solve the problem of repeated
derivation of virtual control laws in the backsteppingmethod and reduce the computational burden. In addition, prescribed
performance control and fixed-time control ensure that the tracking error of the system can converge to the range limited
by the prescribed performance functions in fixed time, and the convergence time is independent of the initial conditions.
And all the signals in the system are guaranteed to reach the bounded region in finite time. Finally, theoretical analysis
and simulation results show the effectiveness of the proposed method.
Keywords: finite-time command filter；fixed-time control；prescribed performance control；tracking control；backstepping

0 引 䀰

近年来,非线性系统有限时间控制 (finite-time
control, FTC)已成为控制领域的热点研究问题之一,
其根本原因在于FTC具有快速的收敛性、良好的鲁
棒性及抗干扰性.目前,关于非线性系统的有限时间

控制理论、方法及其应用成果颇为丰富[1-3].然而,在
传统的有限时间控制中,其收敛时间往往与系统的初
始条件密切相关,但从实际角度来说,系统的初始条
件往往无法获知.固定时间控制使得其收敛时间不
再依赖系统初始状态,仅由设计参数决定[4-6].因此,
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研究非线性系统固定时间控制具有重要意义.
实际中很多控制系统会在运行过程中受到某些

约束条件的限制.若不满足这些约束条件,会造成很
多意想不到的后果,如系统性能指标下降,或是财产
损失甚至人员伤亡.为了有效地解决控制系统的约
束问题,多种方案被相继提出,如障碍李雅普诺夫函
数法[7]、预设性能控制方法 (prescribed performance
control, PPC)[8]等.值得一提的是,跟踪误差是判断跟
踪性能的重要指标,若能保证跟踪误差于有限的时间
内收敛到预先设定的有界区间里,不仅能提高系统的
快速性能,也能兼顾系统的稳态性能.

幸运地是,基于预设性能的有限时间控制成为
解决这一问题的有效工具.近些年来该问题受到了
越来越多学者的关注,大量优秀的研究成果不断涌
现.文献 [9]针对一类严格反馈非线性系统,应用一
种新的有限时间命令滤波器实现对虚拟变量一阶导

数的快速逼近,并将该滤波技术与PPC结合到反步
法中,提出一种有限时间自适应预设性能控制器.文
献 [10]和文献 [11]分别针对高阶随机非线性系统和
不确定非线性系统,提出了有限时间预设性能控制
策略.在上述成果中,系统模型中均存在未知非线性
动力学部分,它们亦是影响系统性能的一个重要因
素.因此,在对非线性系统进行预设性能控制的同时,
采用自适应控制方案也是本文研究的重要内容.在
过去许多年中,非线性系统自适应控制一直为控制
界中的热点问题,其中以基于反步法的自适应控制最
为典型[12].但在反步设计中,存在对虚拟控制律反复
求导问题,一旦系统阶次过高,将会引起计算繁琐及
微分爆炸问题.针对此问题,动态面 (dynamic surface
control DSC)控制策略应运而生[13-14].然而,该策略却
没有考虑一阶滤波器产生的误差问题.在此背景下,
文献 [15]提出了指令滤波器的概念,其核心思想是把
虚拟控制律作为指令滤波器的输入,将滤波器的输出
取代虚拟控制律的导数,从而有效地解决了复杂性爆
炸问题,同时,在设计过程中,还能实现滤波器的输出
及输入误差极小.

综上所述,本文针对一类严格反馈非线性系统,
基于有限时间指令滤波反步法,提出一种固定时间自
适应预设性能跟踪控制策略.与目前现有的很多成
果相比较,本文的工作主要有3个方面: 1)首次将固
定时间控制、有限时间滤波控制及预设性能控制相

结合,所提出的控制器能保证系统在原点处是实际固
定时间稳定的,且跟踪误差在固定时间内收敛在预设
性能函数限定的范围内; 2)基于有限时间指令滤波

反步法,实现了系统中全部信号在有限时间内到达有
界区域,同时通过设计误差补偿机制削弱了滤波误差
对系统性能的不利影响; 3)应用模糊逻辑系统实现
对系统中未知非线性动力学的辨识,在考虑了系统稳
定性的同时,兼顾其暂态性和稳态性,有效地提高了
系统的收敛速度及控制精度.

1 系统模型描述及预备知识

1.1 系统模型描述

以如下一类严格反馈非线性系统作为研究对象:
ẋi(t) = xi+1(t) + fi(x̄i(t)), i = 1, 2, . . . , n− 1;

ẋn(t) = u(t) + fn(x(t));

y(t) = x1(t).

(1)

其中:x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]
T ∈ Rn是系统状

态矢量; x̄i(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xi(t)]
T ∈ Ri;u(t) ∈

R, y(t) ∈ R分别表示系统的输入和输出变量; fi(·)
是未知的连续光滑函数.
本文实现的目标是设计控制输入u(t),使得系统

的跟踪误差e(t) = y(t) − yr(t)收敛在预先设定的性

能函数限定的范围内,其收敛时间是有限的,且与系
统的初始条件无关.此外,确保系统中所有信号在有
限时间内到达有界区域.
为了后续控制策略的实现,需要如下预备知识.

1.2 预备知识

1.2.1 有限时间指令滤波

为了避免反步法中存在的复杂性爆炸问题,本文
引入如下有限时间指令滤波器[16],其数学描述为

ϖ̇i,1(t) = Θi,1,

Θi,1 = Ψi +ϖi,2,

ϖ̇i,2(t) = −c2sign(ϖi,2 −Θi,1),

i = 1, 2, . . . , n− 1.

(2)

其中:Ψi = −c1|ϖi,1 − αi|0.5sign(ϖi,1 − αi), αi表示

滤波器的输入信号;其输出信号分别为xi+1,c = ϖi,1

和 ẋi+1,c = Θi,1; c1, c2是大于零的设计参数.
注 1:本文引入形如式 (2)的有限时间指令滤波

器,其主要原因在于: 1)可实现系统中全部信号在有
限时间达到有界区域; 2)避免传统反步法中存在的
复杂性爆炸问题; 3)与文献 [13-14]不同,引入该滤波
器不需要yr(t)及其各阶导数均满足连续且有界的条

件,只需yr(t)和 ẏr(t)满足该条件即可.
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1.2.2 预设性能函数及误差等效变换

本文的控制目标之一就是确保跟踪误差e(t)限

定在预先设定的约束函数范围内,设函数ρ(t)满足正

且严格递减条件,它一般表示为ρ(t) = (ρ0 − ρ∞)e−κt + ρ∞,

lim
t→∞

ρ(t) = ρ∞,
(3)

其中ρ0, ρ∞, κ表示预设的正常数.则e(t)的预设性能

控制目标通过如下不等式实现:

−δminρ(t) < e(t) < δmaxρ(t), (4)

δmin > 0, δmax > 0.

引入如下非线性映射:

e(t) = ρ(t)T (z1), (5)

其中T (z1) =
δmaxe

z1 − δmine
−z1

ez1 + e−z1
.

因为T (z1)是严格递增的,等效变换的误差模型
z1可写成

ż1 = δ
(
ẏ − ẏr −

eρ̇

ρ

)
, (6)

其中

δ =
1

2ρ

( 1

e/ρ+ δmin
− 1

e/ρ− δmax

)
> 0.

此外,式 (6)及后续公式中的全部时间变量 t均省略

不写.

1.2.3 一些重要引理

引理1 [4,17] 对于系统 (1),若存在一个正定函数
V (x),使得:

1) V (x) ⩽ −m1V
n1(x)−m2V

n2(x), (7)

则称系统 (1)在原点处是固定时间稳定的,且其收敛
时间为

Ts1 ⩽ 1

m1(n1 − 1)
+

1

m2(1− n2)
.

其中:常数m1 > 0,m2 > 0, n1 > 1, 1 > n2 > 0.

2) V (x) ⩽ −m1V
n1(x)−m2V

n2(x) +Ξ, (8)

则称系统 (1)在原点处是实际固定时间稳定的,且其
收敛时间为

Ts2 ⩽ 1

m1β0(n1 − 1)
+

1

m2β0(1− n2)
, β0 ∈ (0, 1),

其中Ξ > 0.

引理2 [18] 对于ϕ1 ∈ R, ϕ2 ∈ R,满足

|ϕ1|η1 |ϕ2|η2 ⩽ η1η3
η1 + η2

|ϕ1|η1+η2 +
η2η

− η1
η2

3

η1 + η2
|ϕ2|η1+η2 ,

(9)

其中η1, η2, η3为正常数.

引理3 [19] 对于xj ∈ R (j = 1, 2, . . . ,m)及实

数0 < p < 1, q > 1,如下不等式成立:( m∑
j=1

|xj |
)p

⩽
m∑
j=1

|xj |p ⩽ m1−p
m∑
j=1

|xj |p, (10)

m∑
j=1

|xj |q ⩽
( m∑

j=1

|xj |
)q

⩽ mq−1
m∑
j=1

|xj |q. (11)

2 主要成果

2.1 控制器设计过程

针对研究对象 (1),设计一个基于指令滤波 (2)的
固定时间自适应预设性能跟踪控制器.该设计方案
利用反步法实现,需引入如下变量代换:

zi = xi − xi,c, i = 2, 3, . . . , n, (12)

其中xi,c为指令滤波器 (2)的输出.为了消除该滤波
器产生的滤波误差,引入如下误差补偿机制:

ξ̇1 = δ
(
− k11

δ
ξ31 + ξ2 + x2,c − α1 −

λ1

δ
sign(ξ1)

)
,

ξ̇2 = −k21ξ
3
2 − δξ1 + ξ3 + x3,c − α2 − λ2sign(ξ2),

ξ̇k = −kk1ξ
3
k − ξk−1 + ξk+1 + xk+1,c−

αk − λksign(ξk),

ξ̇n = −kn1ξ
3
n − ξn−1 − λnsign(ξn).

(13)

其中: ξk(0) = 0, kk1, λk为正的设计参数.补偿后的
跟踪误差信号为

υi = zi − ξi, i = 1, 2, . . . , n. (14)

step 1:设计虚拟控制律α1和自适应律
˙̂
θ1.首先,

利用式(1), (6), (12)和(14),计算

υ̇1 = δ
(
z2 + x2,c + f1 − ẏr −

eρ̇

ρ

)
− ξ̇1. (15)

选择李雅普诺夫函数

V1 =
υ2
1

2
+

θ̃21
2d1

, (16)

其中d1 > 0.定义估计误差 θ̃1 = θ1 − θ̂1是模糊逻辑

系统逼近误差的估计值, θ̂1是模糊逻辑系统理想权
值Θ1的估计值.对V1求导得

V̇1 = υ1

[
δ
(
z2 + α1 − ẏr −

eρ̇

ρ

)
+∆1−

δξ2 + λ1sign(ξ1)
]
− θ̃1

˙̂
θ1
d1

, (17)

其中∆1 = δf1 + k11ξ
3
1 .

设计α1和
˙̂
θ1,有

α1 =
−k11
δ

υ1 −
k12
δ

υ3
1 −

υ1θ̂1S
T
1S1

2δb21
+ ẏr +

eρ̇

ρ
,

(18)
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˙̂
θ1 =

d1
2b21

υ2
1S

T
1S1 − γ11θ̂1 −

γ12
d1

θ̂31, (19)

其中k12, b1, γ11, γ12为正的设计参数.
将式(18)代入(17)得

V̇1 = υ1

(
− k11υ1 − k12υ

3
1 −

υ1θ̂1S
T
1S1

2b21

)
+

υ1δυ2 + υ1∆1 + λ1υ1sign(ξ1)−
θ̃1

˙̂
θ1
d1

. (20)

在式 (20)中,∆1是未知的,可用模糊逻辑系统对
其进行逼近[20],可以表示为

∆1 = W T
1 S1 + ε1, (21)

其中ε1是近似误差且满足 |ε1| ⩽ τ1, τ1 > 0.

依据杨不等式,得

υ1∆1 ⩽ υ2
1∥W1∥2ST

1S1

2b21
+

b21
2

+
υ2
1

2
+

τ2
1

2
, (22)

λ1υ1sign(ξ1) ⩽
λ1υ

2
1

2
+

λ1

2
, (23)

此处令θ1 = ∥W1∥2.将式 (19), (22)和 (23)代入 (20),
有

V̇1 ⩽ − Ǩ11υ
2
1 − k12υ

4
1 + δυ1υ2+

C̃1 +
γ11
d1

θ̃1θ̂1 +
γ12
d21

θ̃1θ̂
3
1, (24)

其中

Ǩ11 = k11 −
(1 + λ1)

2
, C̃1 =

b21
2

+
τ2
1

2
+

λ1

2
.

进一步,式(24)中的−Ǩ11υ
2
1可以写成

−Ǩ11υ
2
1 ⩽ −(Ǩ11υ

2
1)

3
4 +

1

4

(3
4

)3

. (25)

根据式(25),可将(24)进一步表示为

V̇1 ⩽ − K̄11

(υ2
1

2

) 3
4 − K̄12

(υ2
1

2

)2

+

δυ1υ2 +
γ11
d1

θ̃1θ̂1 +
γ12
d21

θ̃1θ̂
3
1 + C1, (26)

其中

K̄11 = (2Ǩ11)
3
4 , K̄12 = 4k12, C1 = C̃1 +

1

4

(3
4

)3

.

step 2:设计虚拟控制律α2和自适应律
˙̂
θ2.

补偿后的误差跟踪信号υ2 = z2 − ξ2,计算

υ̇2 = z3 + x3,c + f2 − ẋ2,c − ξ̇2. (27)

考虑李雅普诺夫函数为

V2 = V1 +
υ2
2

2
+

θ̃22
2d2

, (28)

其中: d2 > 0, θ̃2 = θ2 − θ̂2.计算 V̇2得

V̇2 = V̇1 + υ2(υ3 + α2 − ẋ2,c + δξ1)+

υ2∆2 + λ2υ2sign(ξ2)−
θ̃2

˙̂
θ2
d2

, (29)

其中∆2 = f2 + k21ξ
3
2 .

α2和
˙̂
θ2设计为

α2 = −k21υ2 − δz1 − k22υ
3
2 −

υ2θ̂2S
T
2S2

2b22
+ ẋ2,c,

(30)

˙̂
θ2 =

d2
2b22

υ2
2S

T
2S2 − γ21θ̂2 −

γ22
d2

θ̂32, (31)

其中k22, b2, γ21, γ22为正的设计参数.
将式(30)代入(29)可得

V̇2 = υ2(−k21υ2 − k22υ
3
2 − δυ1 + υ3) + V̇1−

υ2
2 θ̂2S

T
2S2

2b22
+ υ2∆2 + λ2υ2sign(ξ2)−

θ̃2
˙̂
θ2
d2

,

(32)

其中∆2 = f2 + k21ξ
3
2是未知的.同样,应用模糊逻

辑系统对其进行逼近,即 δ2 = W T
2 S2 + ε2, |ε2| ⩽

τ2, τ2 > 0.与式 (22)和 (23)的推导过程类似,得到如
下不等式:

υ2∆2 ⩽ υ2
2θ2S

T
2S2

2b22
+

b22
2

+
υ2
2

2
+

τ2
2

2
, (33)

λ2υ2sign(ξ2) ⩽
λ2υ

2
2

2
+

λ2

2
, (34)

其中θ2 = ∥W2∥2.
将式(33)和(34)及 ˙̂

θ2代入(32)得

V̇2 ⩽ V̇1 − Ǩ21υ
2
2 − k22υ

4
2 − δυ1υ2+

υ2υ3 + C̃2 +
γ21
d2

θ̃2θ̂2 +
γ22
d22

θ̃2θ̂
3
2. (35)

其中

Ǩ21 = k21 −
1 + λ2

2
, C̃2 =

b22
2

+
τ2
2

2
+

λ2

2
.

因为如下不等式成立:

−Ǩ21υ
2
2 ⩽ −(Ǩ21υ

2
2)

3
4 +

1

4

(3
4

)3

, (36)

所以根据式(26)和(36),可将(35)重新表达成为

V̇2 ⩽

−
2∑

j=1

K̄j1

(υ2
j

2

) 3
4 −

2∑
j=1

K̄j2

(υ2
j

2

)2

+ υ2υ3+

2∑
j=1

γj1
dj

θ̃j θ̂j +
2∑

j=1

γj2
d2j

θ̃j θ̂
3
j +

2∑
j=1

Cj . (37)

其中

K̄21 = (2Ǩ21)
3
4 , K̄22 = 4k22, C2 = C̃2 +

1

4

(3
4

)3

.

step k (2 < k < n):设计αk和
˙̂
θk.

容易求得

υ̇k = fk + zk+1 + xk+1,c − ẋk,c − ξ̇k. (38)
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选择李雅普诺夫函数

Vk = Vk−1 +
υ2
k

2
+

θ̃2k
2dk

. (39)

其中: dk > 0, θ̃k = θk − θ̂k.
设计αk和

˙̂
θk,有

αk = −kk1υk − zk−1 − kk2υ
3
k −

υkθ̂kS
T
kSk

2b2k
+ ẋk,c,

(40)

˙̂
θk =

dk
2b2k

υ2
kS

T
kSk − γk1θ̂k −

γk2
dk

θ̂3k, (41)

其中kk2, bk, γk1, γk2为正的设计参数.
对Vk求导得

V̇k = υk(υk+1 − kk1υk − υk−1 − kk2υ
3
k)+

V̇k−1 −
υ2
kθ̂kS

T
kSk

2b2k
+∆kυk+

λkυksign(ξk)−
θ̃k

˙̂
θk
dk

, (42)

其中∆k = fk + kk1ξ
3
k.与前面推导过程类似,有

∆k = W T
k Sk + εk, (43)

υk∆k ⩽ υ2
kθkS

T
kSk

2b2k
+

b2k
2

+
υ2
k

2
+

τ2
k

2
, (44)

λkυksign(ξk) ⩽
λkυ

2
k

2
+

λk

2
. (45)

其中: |εk| ⩽ τk, τk > 0, θk = ∥Wk∥2.
结合式(41), (44)和(45),可得

V̇k ⩽

−
k∑

j=1

K̄j1

(υ2
j

2

) 3
4 −

k∑
j=1

K̄j2

(υ2
j

2

)2

+ υkυk+1+

k∑
j=1

γj1
dj

θ̃j θ̂j +
k∑

j=1

γj2
d2j

θ̃j θ̂
3
j +

k∑
j=1

Cj . (46)

其中

Ǩj1 = kj1 −
1 + λj

2
, K̄j1 = (2Ǩj1)

3
4 , K̄j2 = 4kj2,

C̃j =
b2j
2

+
τ2
j

2
+

λj

2
, Cj = C̃j +

1

4

(3
4

)3

.

stepn:设计实际控制律u和自适应律
˙̂
θn.

选择李雅普诺夫函数

Vn = Vn−1 +
υ2
n

2
+

θ̃2n
2dn

, (47)

其中: dn > 0, θ̃n = θn − θ̂n.
u和

˙̂
θn设计为

u = −kn1υn − kn2υ
3
n − υn

2
− zn−1−

υnθ̂nS
T
nSn

2b2n
+ ẋn,c, (48)

˙̂
θn =

dn
2b2n

υ2
nS

T
nSn − γn1θ̂n − γn2

dn
θ̂3n, (49)

其中kn1, kn2, bn, γn1, γn2为正的设计参数.
对Vn求导得

V̇n = − kn1υ
2
n − kn2υ

4
n − υ2

n

2
− υn−1υn+

V̇n−1 −
υ2
nθ̂nS

T
nSn

2b2n
+ υn∆n+

λnυnsign(ξn)−
θ̃n

˙̂
θn

dn
, (50)

其中∆n = fn + kn1ξ
3
n.此处,与第k步推导过程类似,

可有∆n = W T
nSn + εn, |εn| ⩽ τn, τn > 0.

同理可得

∆n∆n ⩽ υ2
nθnS

T
nSn

2b2n
+

b2n
2

+
υ2
n

2
+

τ2
n

2
, (51)

λnυnsign(ξn) ⩽
λnυ

2
n

2
+

λn

2
, (52)

其中θn = ∥Wn∥2.
综合式(48)∼ (52),有

V̇n ⩽ −
n∑

j=1

K̄j1

(υ2
j

2

) 3
4 −

n∑
j=1

K̄j2

(υ2
j

2

)2

+

n∑
j=1

γj1
dj

θ̃j θ̂j +

n∑
j=1

γj2
d2j

θ̃j θ̂
3
j +

n∑
j=1

Cj , (53)

其中

Ǩn1 = kn1 −
λn

2
, K̄n1 = (2Ǩn1)

3
4 , K̄n2 = 4kn2,

C̃n =
b2n
2

+
τ2
n

2
+

λn

2
, Cn = C̃n +

1

4

(3
4

)3

.

因为 θ̃j θ̂j = −θ̃2j/2 + θ2j/2,可得
n∑

j=1

γj1
dj

θ̃j θ̂j ⩽ −
n∑

j=1

γj1θ̃
2
j

2dj
+

n∑
j=1

γj1θ
2
j

2dj
. (54)

结合式(54),可将式(53)重新表示为

V̇n ⩽

− µ̃1

( n∑
j=1

υ2
j

2

) 3
4 − µ̃2

n

( n∑
j=1

υ2
j

2

)2

−
n∑

j=1

γj1θ̃
2
j

2dj
+

n∑
j=1

γj1θ
2
j

2dj
+

n∑
j=1

γj2
d2j

θ̃j θ̂
3
j +

( n∑
j=1

γj1θ̃
2
j

2dj

) 3
4−

( n∑
j=1

γj1θ̃
2
j

2dj

) 3
4

+

n∑
j=1

Cj . (55)

其中

µ̃1 = min{K̄11, K̄21, . . . , K̄n1},

µ̃2 = min{K̄12, K̄22, . . . , K̄n2}.

基于引理 2,设ϕ1 = 1, ϕ2 =
n∑

j=1

γj1θ̃
2
j

2dj
, η1 =
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1− β, η2 = β, η3 = e(β/(1−β)) ln β, β ∈ (0, 1),得( n∑
j=1

γj1θ̃
2
j

2dj

) 3
4 ⩽ β1 +

n∑
j=1

γj1θ̃
2
j

2dj
, (56)

其中β1 = (1 − β)β
β

1−β |β= 3
4
> 0.将式 (56)代入 (55),

有

V̇n ⩽ − µ̃1

( n∑
j=1

υ2
j

2

) 3
4 − µ̃2

n

( n∑
j=1

υ2
j

2

)2

−

( n∑
j=1

γj1θ̃
2
j

2dj

) 3
4

+

n∑
j=1

γj2
d2j

θ̃j θ̂
3
j +Π, (57)

其中Π =

n∑
j=1

γj1θ
2
j

2dj
+

n∑
j=1

Cj + β1.

因为 θ̃j θ̂
3
j = θ̃j(θ

3
j − 3θ2j θ̃j + 3θj θ̃

2
j − θ̃3j ),所以式

(57)可以重新表示为

V̇n ⩽ − µ̃1

( n∑
j=1

υ2
j

2

) 3
4 − µ̃2

n

( n∑
j=1

υ2
j

2

)2

+

n∑
j=1

3γj2θj θ̃
3
j

d2j
−
( n∑

j=1

γj1θ̃
2
j

2dj

) 3
4 −

n∑
j=1

γj2θ̃
4
j

d2j
+

n∑
j=1

γj2θ̃jθ
3
j

d2j
−

n∑
j=1

3γj2θ
2
j θ̃

2
j

d2j
+Π. (58)

利用杨不等式,有
n∑

j=1

3γj2θj θ̃
3
j

d2j
⩽

n∑
j=1

9γj2ϵ
4
3 θ̃4j

4d2j
+

n∑
j=1

3γj2θ
4
j

4ϵ4d2j
, (59)

n∑
j=1

γj2θ̃jθ
3
j

d2j
⩽

n∑
j=1

3γj2θ̃
2
j θ

2
j

d2j
+

n∑
j=1

γj2θ
4
j

12d2j
, (60)

其中ϵ > 0.将式(59)和(60)代入(58),得

V̇n ⩽ − µ̃1

( n∑
j=1

υ2
j

2

) 3
4 − µ̃2

n

( n∑
j=1

υ2
j

2

)2

−

µ̃3

n∑
j=1

( θ̃2j
2dj

)2

− µ̃4

( n∑
j=1

θ̃2j
2dj

) 3
4

+ Π̌, (61)

其中

Υj = 4γj2 − 9γj2ϵ
4
3 ,

Π̌ = Π +

n∑
j=1

γj2θ
4
j

12d2j
+

n∑
j=1

3γj2θ
4
j

4ϵ4d2j
,

µ̃3 = min{Υ1, . . . , Υn},

µ̃4 = min{γ3/4
11 , . . . , γ

3/4
n1 }.

进一步,定义 µ̂1 = min{µ̃2/n, µ̃3},µ2 = min{µ̃1,

µ̃4},则可将式(61)表示为

V̇n ⩽ − µ̂1

{( n∑
j=1

υ2
j

2

)2

+

n∑
j=1

( θ̃2j
2dj

)2}
−

µ2

{( n∑
j=1

υ2
j

2

) 3
4

+
( n∑

j=1

θ̃2j
2dj

) 3
4
}
+ Π̌. (62)

根据引理3,可得到如下两个不等式:

V 2
n ⩽ 2

{( n∑
j=1

υ2
j

2

)2

+
( n∑

j=1

θ̃2j
2dj

)2}
, (63)

V
3
4
n ⩽

( n∑
j=1

υ2
j

2

) 3
4

+
( n∑

j=1

θ̃2j
2dj

) 3
4

. (64)

进而可将式(62)表示为

V̇n ⩽ −µ1V
2
n − µ2V

3
4
n + Π̌, (65)

其中µ1 = µ̂1/2.

2.2 收敛性分析

定理1 针对系统 (1),应用有限时间滤波器 (2)
和误差补偿机制 (13).若采用虚拟控制律 (18), (30),
(40),实际控制律 (48)和自适应律 (19), (31), (41), (49),
则该闭环系统在原点处是实际固定时间稳定的,且确
保实现如下目标:

1)系统中全部信号在有限时间内达到有界区域.
2)跟踪误差e(t)在固定时间Ts内收敛在预设性

能函数约束的范围内,即−δminρ < e(t) < δmaxρ.
3) e(t)的收敛时间为Ts ⩽ max{T1, T2}.其中

T1 =
1

ϑ̃0

+
2

ϑ̃1

, T2 =
1

ρ̄0µ1
+

4

ρ̄0µ2
,

ϑ̃0 =
4

n
min{k11, k21, . . . , kn1},

ϑ̃1 =
√
2(L̃0 −ϖ1), L̃0 = min{λi}, ρ̄0 ∈ (0, 1).

证明 从式 (65)可以看出,若−µ1V
2
n + Π̌ ⩽ 0,

则 V̇n ⩽ −µ2V
3/4
n ⩽ 0.所以根据引理1,系统 (1)在原

点处是实际固定时间稳定的,即信号υi, θ̃i在固定时
间内收敛到原点的小邻域内.因为zi = υi − ξi,若使

得zi在有限时间内到达有界区域, ξi也得在有限时间
到达有界区域.下面对ξi的有界性加以证明,选择如
下的李雅普诺夫函数:

Vξ =
1

2

n∑
i=1

ξ2i . (66)

对Vξ求导得

V̇ξ = − 4

n∑
i=1

k1i

(ξ2i
2

)2

−
n∑

i=1

λi|ξi|+

δξ1(x2,c − α1) +

n−1∑
i=2

ξi(xi+1,c − αi). (67)

不难得到

−4

n∑
i=1

ki1

(ξ2i
2

)2

⩽ −ϑ̃0

( n∑
i=1

ξ2i
2

)2

. (68)

利用式(65)及引理3,得到

V̇ξ ⩽ − ϑ̃0

( n∑
i=1

ξ2i
2

)2

−
√
2L̃0

n∑
i=1

V
1
2

ξ +
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|δ − 1||ξ1||x2,c − α1|+
√
2ϖ1

n∑
i=1

V
1
2

ξ .

所以

V̇ξ ⩽ −ϑ̃0V
2
ξ − ϑ̃1V

1
2

ξ . (69)

由引理1可知, ξi在固定时间内收到原点,所以得
出zi在固定时间内亦是收敛到原点附近的有界区域

内.进一步,很容易通过αi−1和u的公式得出它们的

有界性;借助xi = zi − xi,c,可知xi在有限时间内到

达有界区域.因此,系统中全部信号在有限时间内到
达有界区域.
接下来,证明跟踪误差能在固定时间内收敛到预

先设定的区域内.由式(65)可知,如下不等式成立:

V̇n ⩽ − µ2V
3
4
n − (1− ρ̄0)µ1V

2
n − ρ̄0µ1V

2
n + Π̌.

(70)

根据式 (70),若V 2
n ⩾ Π̌/(ρ̄0µ1)成立,则可得 V̇n

⩽ −µ2V
3
4
n − (1− ρ̄0)µ1V

2
n ,进而导出{

Vn : Vn <

√
Π̌

ρ̄0µ1

}
. (71)

不难得到 |υi| <
√

2
√

Π̌/(ρ̄0µ1).由zi = υi + ξi,得

|zi| ⩽ |υi|+ |ξi| ⩽

√√√√
2

√
Π̌

ρ̄0µ1
. (72)

根据e = ρT (z1), T (z1) =
δmaxe

z1 − δmine
−z1

ez1 + e−z1
,可

求得z1 =
1

2
ln

δminρ+ e

δmaxρ− e
.所以由式(72),可得

|z1| =
1

2

∣∣∣ ln δminρ+ e

δmaxρ− e

∣∣∣ ⩽
√√√√

2

√
Π̌

ρ̄0µ1
. (73)

限于篇幅,这里仅讨论
δminρ+ e

δmaxρ− e
⩾ 1的情况.依

据式(73),得到

−A ⩽ ln
e+ δminρ

δmaxρ− e
⩽ A, (74)

其中A = 2

√
2
√
Π̌/(ρ0µ1).由式(74)可得

δminρ+ e

δmaxρ− e
⩽ eA ⇒

e ⩽ δmaxρ−
δmaxρ+ δminρ

eA + 1
< δmaxρ. (75)

又因为

δminρ+ e

δmaxρ− e
⩾ 1 ⇒

e ⩾ δmaxρ− δminρ

2

δmaxρ+ δminρ− 2δminρ

2
⩾

− δminρ. (76)

综合式(75)和(76),得到−δminρ < e < δmaxρ.
最后讨论跟踪误差的收敛时间问题.由式 (65)

和 (69),基于引理1,可容易得到其收敛时间T1和T2

的表达式.详细计算过程可查阅文献 [4,17]中的推导
过程,此处略. 2
3 仿真验证

下面,将本文提出的设计方案应用到单链机械臂
系统,讨论其轨迹跟踪问题,其系统模型为Mq̈ + Γ q̇ +N sin(q) = I,

𝟋İ + ΛI +Kbq = Vd.
(77)

其中: q, q̇, q̈依次表示连杆的角位置、速度和加速
度. I和Vd分别为电机电枢电流和机电扭矩.
选取状态变量x1 = q, x2 = q̇, x3 = I ,令输入变

量u = Vd,则将式(77)写成状态空间描述形式

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −N

M
sin(x1)−

Γ

M
x2 +

1

M
x3,

ẋ3 = −Kb

𝟋
x1 −

Λ

𝟋
x3 +

1

𝟋
u.

(78)

各参数选择为:M = 1, Γ = 1, N = 2, 𝟋 = 1, Λ =

1, Kb = 2.设期望轨迹yr = Π sin(t)(1 − e−0.1t)/3.
系统初始状态X(0) = [x1(0), x2(0), x3(0)]

T = [0.1,

0.1, 0.1]T.
根据定理1,设计固定时间自适应预设性能跟踪

控制器,取预设性能函数ρ = 6e−2t + 0.5, δmax =

δmin = 0.5.该控制器中的设计参数分别为: k11 =

k12 = k21 = k22 = k31 = k32 = 10, b1 = b2 = b3 =

10, d1 = d2 = d3 = 1, γ11 = γ12 = γ21 = γ22 = γ31

= γ32 = 0.5.有限时间滤波器中的设计参数c1 = c2

= 2.8.误差补偿机制的设计参数λ1 = λ2 = λ3 =

0.1.设 θ̂1(0) = 0.1, θ̂2(0) = 0.2, θ̂3(0) = 0.3.
仿真结果如图1∼图8所示.图1为实际输出和

期望输出的响应曲线;跟踪误差的轨线如图 2所
示.上述仿真结果表明,在本文所设计的控制器作用
下,获得了良好的跟踪效果,实现了跟踪误差快速收
敛且保持在预先设定的区域内.图3为状态x2, x3的

响应曲线;图4和图5分别表示自适应律 θ̂i和控制输

入的时间变化曲线.以上结果表明,上述变量均在有
限时间内到达有界区域.图6曲线表明 ξi在有限时间

到达有界区域.同样,图7和图8中的指令滤波器输出
也在有界区域内随时间变化.
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图 1 实际输出与期望输出响应曲线

0 5 10 15 20
-4

-2

0

2

4

t /s

e

!"#$

%&'()*

图 2 跟踪误差变化轨迹

-2

-1

0

2

3

x
2

3
,

x

0 5 10 15 20

t /s

1

x2 x3

图 3 状态x2, x3的响应曲线

0.2

0.3

θ
θ

1
2

,
,

θ
3

0 5 10 15 20

t /s

0

0.1

θ1
θ2 θ3

图 4 自适应律 θ̂i(i = 1, 2, 3)的变化曲线

综上,仿真结果验证了本设计方案的有效性.

4 结 论

本文基于有限时间滤波反步法,设计了一个固定
时间预设性能跟踪控制器.该策略不仅保证系统中
全部状态在有限时间内到达有界区域,同时使得其跟
踪误差在固定时间内收敛于确定的有界区域,且收敛
时间只依赖于设计参数.与传统的反步法相比,该方
法克服了复杂性爆炸问题,加快了滤波速度.然而,文
中引入的有限时间滤波器由于符号函数的存在,导致
控制输入存在抖振问题.在今后的研究中,拟将对此
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图 5 控制输入曲线
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图 6 ξ1, ξ2, ξ3的变化曲线
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图 7 x2,c, ẋ2,c的变化曲线
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图 8 x3,c, ẋ3,c的变化曲线

问题做深入研究.同时,如何将该成果应用到具有一
般形式的非线性系统,亦是未来的主要研究方向.
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