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非线性变参数无人船艏向H∞鲁棒控制

黄宴委†, 黄 鹏

(福州大学电气工程与自动化学院，福州 350116)

摘 要: 针对水流冲击引起无人船 (unmanned surface vehicle, USV)转艏呈现非线性特点,建立基于转艏运动的非
线性变参数 (nonlinear parameter-varying, NPV)USV模型,并提出一种NPV H∞ 艏向控制方法,以提高艏向调节的
快速性和鲁棒性.首先,考虑低展弦比机翼理论能较好地描述船体受水流冲击的特点,建立基于水动力阻尼的非
线性Fossen模型.通过忽略横荡速度和横流阻力将动力学模型简化为操纵动力学模型,并引入艏向角,建立NPV
艏向模型.其次,构造与艏向控制系统状态和纵荡速度变参相关的Lyapunov函数,推导出满足艏向闭环控制系统
H∞鲁棒稳定的非线性控制器求解条件,该条件是一个非线性矩阵不等式 (nonlinear matrix inequality, NLMI).由
于NLMI难以求解,根据平方和 (sums of squares, SOS)理论,用多项式矩阵代替NLMI中的非线性矩阵,并将NLMI
转化为可使用SOS工具求解的多项式线性矩阵不等式.仿真结果表明, NPV H∞控制器在艏向调节时具有较快的

系统响应和更高的准确性.
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H∞ robust heading control for nonlinear parameter-varying unmanned
surface vehicle
HUANG Yan-wei†, HUANG Peng

(College of Electrical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou 350116，China)

Abstract: Aiming at the nonlinear characteristics of unmanned surface vehicle (USV) yaw caused by the impact of water
flow, a nonlinear parameter-varying (NPV) USV model is established based on yaw motion, and the NPV H∞ robust
heading control method is proposed to improve the rapidity and robustness of heading regulation. Firstly, a nonlinear
Fossen model is established based on the hydrodynamic damping by the low aspect-ratio wing theory, which can better
describe the characteristics of ship hull impacted by the flow. The dynamics model is simplified into a maneuvering model
by ignoring the roll velocity and cross-flow drag, then an NPV heading model is established by introducing the heading.
Secondly, a Lyapunov function related to the state of the heading control system and parameter-varying of the surge
velocity is constructed to derive the solving conditions of the nonlinear controller, which satisfies theH∞robust stability
of the heading closed-loop control system. This condition is a nonlinear matrix inequality (NLMI). Moreover, since the
NLMI is difficult to solve, the nonlinear matrix in the NLMI is replaced with the polynomial matrix based on the sums
of squares (SOS) theory to transform into polynomial linear matrix inequalities, which can be solved by SOSTOOLS.
Finally, the results of the simulation indicate that the NPV H∞ controller has fast system response and higher accuracy
for heading regulation.
Keywords: unmanned surface vehicle；heading control；hydrodynamic damping；nonlinear parameter-varying：H∞

robust control；sums of squares

0 引 言

在实际航行过程中,无人船 (unmanned surface
vehicle, USV)受到复杂多变的水流冲击,使得艏向系

统具有强时变非线性特性[1-2],主要体现在转艏非线
性和参数不确定性,增加了艏向调节难度[3].文献 [4]
假设质量变化范围为有界值,提出一种基于自适应
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滑模的USV导航与控制方法.文献 [5]考虑模型参
数不确定性和风浪扰动等因素,提出一种H∞鲁棒

艏向控制器.文献 [6]建立具有时不变多面体不确
定性的多项式系统,设计了一种参数相关的非线性
H∞控制器.这些方法的提出解决了质量参数不确
定USV的全局稳定及外部干扰导致的系统鲁棒性
问题,但未考虑纵荡速度变化引起USV参数摄动的
情况.船舶所受的水流力与Froude数密切相关,由于
USV纵荡速度不同, Froude数也随之改变,导致水动
力阻尼项发生变化,使得USV具有不确定和强非线
性特征[7].因此,艏向控制时考虑纵荡速度变化的影
响非常重要.文献 [8]考虑水动力学特性受Froude数
影响,建立了纵荡速度作为变参的线性变参数 (linear
parameter-varying, LPV)艏向控制模型,提出了基于
LPV模型的H∞艏向控制器.这类基于LPV模型的
控制方法为抑制USV参数摄动提供了一个很好的解
决方案,但在USV模型简化过程中完全忽略了非线
性阻尼项,降低了艏向控制的精度.

Fossen模型因其具有完整的建模框架而被广泛
使用[7].文献 [9]采用神经网络预测动态模型的加速
度误差,建立了一个动态模型与神经网络组成的混
合Fossen模型.文献 [10]提出一种基于实际噪声测
试数据的船舶操纵系统识别方法.这些方法都需要
大量实验数据,且依赖经验公式,得到的水动力项缺
乏严格的物理意义.文献 [11]在Fossen模型的基础
上,将船舶视为低展弦比机翼,分析船舶在翻滚、转
向时水流力对局部船体的影响,得到各运动方向上
的局部阻尼力,通过对局部阻尼力关于船长的积分,
最终获得高精度的非线性阻尼项,以此建立4自由度
船舶模型.该模型准确有效地反映了船舶行驶特性,
具有较高的保真度.另一方面, LPV控制框架只是原
系统在变参取值范围内的线性化[12],不能反映时变
参数引起的系统动态特性,无法解决非线性变参数
(nonlinear parameter-varying, NPV)系统的控制问题.
对NPV系统设计控制器时,通常将模型非线性

项视为状态依赖的时变参数,从而建立准LPV (quasi-
LPV, q-LPV)模型[13-14].这种方法通过选择状态作为
调度变量来隐藏非线性,无法充分体现原系统的
动态特性,同时又增加了控制器设计的难度[15].文
献 [16]提出一种系统状态与时变参数及其导数相
关的非线性控制器,通过参数相关的 Lyapunov函
数和广义 S-procedure理论,推导出满足系统有限
时间H∞混合稳定的非线性矩阵不等式 (nonlinear

matrix inequality, NLMI)条件,最后使用平方和 (sums
of squares, SOS)方法求解NLMI以获得控制器参数.
这种方法无需对NPV模型做类线性化处理,充分
考虑了系统的非线性时变特性,提高了系统动态性
能[17].
针对水流冲击USV引起转艏非线性问题,本文

提出一种NPV H∞艏向控制方法,以提高艏向调节
的鲁棒性和系统响应快速性.在Fossen模型的基础
上,采用低展弦比机翼理论分析水动力阻尼项,建立
3自由度船舶操纵模型,并引入艏向误差,得到基于转
艏运动的NPV艏向误差模型.采用状态与时变参数
及其导数相关的状态反馈控制器,实现非线性时变
系统闭环控制.定义状态与时变参数相关的正定对
称Lyapunov函数,推导出具有H∞性能的系统稳定

性条件.考虑满足系统H∞稳定的条件是一个NLMI,
难以求解,将NLMI定义为多项式LMI (polynomial
LMI, PLMI)并采用SOS方法求解得到控制器增益矩
阵.仿真结果验证了NPV H∞艏向控制器可以有效

抑制系统的参数摄动和外部扰动,具有较强的鲁棒
性.

1 USV艏向控制模型
1.1 Fossen船舶动力学模型

假设忽略垂荡、横摇和纵摇运动,六自由度USV
可简化为沿x、y和z轴上的运动,即纵荡、横荡与艏摇
运动相关的Fossen动力学模型[7]为

Mv̇ +C(v)v +D(v) = τ + τω, (1)

M =


m11 0 0

0 m22 m23

0 m32 m33

 , C(v) =


0 0 c13

0 0 c23

c31 c32 0

 .
其中:v = [u, v, r]T是USV状态矢量,u、v、r分别为
纵荡速度、横荡速度和艏摇速度;M为惯性矩阵,系
数分别为m11 = m − Xu̇,m22 = m − Yv̇,m23 =

mxg − Yṙ,m32 = mxg − Nv̇,m33 = Iz − Nṙ;C(v)

为科里奥利向心力矩阵,系数分别为 c13 = Yv̇v −
m(xgr + v), c23 = mu − Xu̇u, c31 = −c13, c32 =

−c23; τ = [τu, τv, τr]
T为推进器输出力和力矩, τu、τv、

τr分别为纵荡、横荡和艏摇运动的力和力矩; τω =

[τuω, τvω, τrω]
T为外界干扰, τuω、τvω、τrω分别为纵

荡、横荡和艏摇运动的外界干扰;m为船舶质量; Iz
为偏航惯性力矩;xg为重心到船舶坐标原点的x轴距

离;Xu̇、Yv̇为附加质量系数;Yṙ、Nv̇、Nṙ为附加力矩

系数;D(v)为水动力阻尼矩阵.
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由于船舶在航行时受到的水流阻尼力呈现出多

样化特点,使得D(v)具有复杂的数学表达形式.通
常利用实验数据进行回归分析得到D(v),这导致所
建立的D(v)缺少明确的物理意义,且在实际航行环
境与实验环境相差较大时,易降低USV模型的整体
精度.

1.2 基于低展弦比机翼的动力学模型

为准确描述USV受水流阻尼力的影响,把USV
视为一种低展弦比机翼,将D(v)分解为[11]

D(v) = FLD(v) + Fcf(v). (2)

其中:FLD(v) = L(v) + D(v)为船舶所受环流力,
L(v)为船舶所受环流升力,D(v)为船舶所受环流阻

力;Fcf(v)为船舶所受横流阻力.
式(2)中的Fcf(v)一般表示为

[18]

Fcf(v) = [Xcf Ycf Ncf]
T, (3)

Xcf = 0,

Ycf = Y|v|v|v|v + Y|r|v|r|v + Y|v|r|v|r + Y|r|r|r|r,

Ncf = Y|v|v|v|v +N|r|v|r|v +N|v|r|v|r +N|r|r|r|r.

其中:Xcf和 Ycf分别为纵荡和横荡运动的横流阻

力,Ncf为艏摇运动的横向阻力矩,Y(v,r,|v|,|r|)为横荡
横流阻力系数,N(v,r,|v|,|r|)为艏摇横流阻力矩系数.
由经典流体动力学,式(2)中的FLD(v)为

FLD(v) = L(v) +D(v) =
1

2
ρU2S(CL − CD). (4)

其中: ρ为流体密度,U为物体运动合速度,S为接触
流体面积,CL和CD分别为无量纲升力和阻力系数.
式 (4)中,CL与侧滑角β的正弦成正比,CD可表

示为U与β相关的二次函数[11],即CL = CLβ sinβ,

CD = CD0 + CDUU + CDββ sin2 β.
(5)

其中:CLβ为CL与β的比例常数,CD0为β = 0◦时

的无量纲阻力系数,CD为随U变化的无量纲阻力系

数,CDββ为随sin2 β变化的无量纲阻力系数.
将式 (5)代入 (4)中,船舶 cp(xcp, ycp)点受到的环

流力在不同运动方向上的分解如图1所示,可得

FLDcp(v) = [Xcp Ycp Ncp]
T, (6)

Xcp = XLcp +XDcp =

1

2
ρU2

cpS(CLβ sin2 βcp−

cosβcp(CD0 + CDUUcp + CDββ sin2 βcp)),

Ycp = YLcp + YDcp =

1

2
ρU2

cpS(CLβ sinβcp cosβcp−

sinβcp(CD0 + CDUUcp + CDββ sin2 βcp)),

Ncp = Ycp|xcp|.

其中:Xcp和Ycp分别为 cp点纵荡与横荡运动方向的
环流力,XLcp和XDcp分别为cp点纵荡运动方向的环
流升力与阻力,YLcp和YDcp分别为 cp点横荡运动方
向的环流升力与阻力,Ncp为cp点艏摇运动的环流力
矩,βcp和Ucp分别为 cp点的侧滑角与合速度, |xcp|为

cp点到坐标原点的x轴距离,xcp ∈
[
− l

2
,
l

2

]
, l为船

长.
xo

yo
oo

x
r

u
Ucp

βcp

v x r+ cp

0
ψ

y

xg

g

L

XLYL YD

cp

XD

D

xcp

图 1 USV的cp点受到的升力L和阻力D

在图1中,βcp和Ucp除了与u、v、r相关,还取决于
cp点的横坐标xcp,可得

Ucp =
√
u2 + (v + xcpr)2,

βcp = arctan
(v + xcpr

u

)
= arccos

( u

Ucp

)
=

arcsin
(v + xcpr

Ucp

)
.

(7)

将式(7)代入(6),得到

Xcp =
1

2
ρS

(
CLβ(v + xcpr)

2−

CD0u
√
u2 + (v + xcpr)2 −

CDUu(u
2 + (v + xcpr)

2)−

CDββ
u(v + xcpr)

2√
u2 + (v + xcpr)2

)
,

Ycp =
1

2
ρS

(
CLβ(v + xcpr)−

(v + xcpr)(CD0

√
u2 + (v + xcpr)2 +

CDU (u
2 + (v + xcpr)

2))−

CDββ
(v + xcpr)

3√
u2 + (v + xcpr)2

)
,

Ncp = Ycp|xcp|. (8)

考虑U主要受纵荡速度u的影响,即高速运动时
u ≫ (v + xcpr)

2 [9],U =
√
u2 + (v + xcpr)

2 ≈ u,
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(v + xcpr)
3√

u2 + (v + xcpr)
2
≈ 0,则式(8)可改写为

Xcp =
1

2
ρS(CLβ(v

2 + 2xcpvr + x2cpr
2)−

CD0u
2 − CDU (u

3 + uv2 + 2xcpuvr+

x2cpur
2)− CDββ(v

2 + 2xcpvr + x2cpr
2)).

Ycp =
1

2
ρS(CLβ(uv + xcpur)− CD0(uv + xcpur)−

CDU (u
2v + v3 + 2xcpv

2r + x2cpvr
2+

xcpu
2r + xcpv

2r + 2x2cpvr
2 + x3cpr

3)).

Ncp =


xcpYcp, xcp ∈

[
0,
l

2

]
;

−xcpYcp, xcp ∈
[
− l

2
, 0
]
.

(9)

对式(9)关于xcp积分,可得船舶受总环流力为

FLD(v) = [X Y N ]T, (10)

X =
w l

2

− l
2

Xcp(xcp)d(xcp) =

Xuuu
2 +Xuuuu

3 +Xvvv
2 +Xrrr

2+

Xrvvr +Xuvvuv
2 +Xrvuuvr +Xurrur

2,

Y =
w l

2

− l
2

Ycp(xcp)d(xcp) =

Yuvuv + Yurur + Yuuru
2r + Yuuvu

2v+

Yvvvv
3 + Yrrrr

3 + Yrrvvr
2 + Yvvrv

2r,

N =
w 0

− l
2

Ncp(xcp)d(xcp) +
w l

2

0
Ncp(xcp)d(xcp) =

Nuvuv +Nurur +Nuuru
2r +Nuuvu

2v+

Nvvvv
3 +Nrrrr

3 +Nrrvvr
2 +Nvvrv

2r.

其中:X和Y 分别为船舶纵荡运动和横荡运动所受

的环流力,N为船舶艏摇运动的环流力矩,X(u,v,r)和

Y(u,v,r)分别为纵荡和横荡环流力系数,N(u,v,r)为艏

摇环流力矩系数.
由式(2)、(3)和(10)可得

D(v) = d(v)v =


d11 d12 d13

0 d22 d23

0 d32 d33



u

v

r

 . (11)

其中: d(v)为水动力阻尼系数矩阵, d11 = −Xuuu −
Xuuuu

2 − Xrvurv, d12 = −Xvvv − Xrvr − Xuvvuv,
d13 = −Xrrr − Xurrur, d22 = −Yuvu − Yuuvu

2 −
Yvvvv

2 − Yrrvr
2 − Y|v|v|v| − Y|r|v|r|, d23 = −Yuru −

Yuuru
2 − Yrrrr

2 − Yvvrv
2 − Y|v|r|v| − Y|r|r|r|, d32 =

−Nuvu − Nuuvu
2 − Nvvvv

2 − Nrrvr
2 − N|v|v|v| −

N|r|v|r|, d33 = −Nuru−Nuuru
2−Nrrrr

2−Nvvrv
2−

N|v|r|v| −N|r|r|r|.

式 (11)中d(v)包含u、v、r的高次项,与u、v、r高

度相关,充分体现了船舶受水流阻尼力的非线性时变
特点,可以提高USV的整体建模精度.将式 (11)代入
(1),得到基于低展弦比机翼的USV动力学模型

m11 0 0

0 m22 m23

0 m32 m33



u̇

v̇

ṙ

 =


τu

τv

τr

+


τuω

τvω

τrω

−


d11 d12 c13 + d13

0 d22 c23 + d23

c31 c32 + d32 d33



u

v

r

 . (12)

1.3 NPV艏向模型

式 (12)共有37个系统未知参数,难以实现参数
辨识,且含有不可导非线性项 |v|和 |r|,增大了控制器
设计的难度.因此,这里给定2个假设条件: 1)欠驱动
USV横荡速度v很小,假设v ≈ 0,忽略横荡运动模型
及v的耦合项; 2)由于横流阻力Fcf(v)的大小与船长 l

成正比[7], USV受到的Fcf(v)很小,假设Fcf(v) ≈ 0.
将式 (12)分解为USV的纵荡速度动力学模型和

操纵动力学模型.纵荡速度动力学模型为

u̇ = a1u
2 + a2u

3 + a3r
2 + a4ur

2 + a5τa. (13)

其中: a1 = Xuu/m11, a2 = Xuuu/m11, a3 = (Xrr +

mxg)/m11, a4 = Xurr/m11, a5 = 1/m11, τa = τu +

τuω.
操纵动力学模型为

ṙ = c1ur + c2u
2r + c3r

3 + c4(τr + τrω). (14)

其中: c1 = (mxg + Nur)/m11, c2 = Nuur/m11, c3 =

Nrrr/m11, c4 = 1/m11.
式 (14)中的 c1ur + c2u

2r包含时变参数u, c3r3

项的存在使模型呈现出非线性特点,因此,式 (14)是
一个典型的NPV模型.实际上,式 (14)是对Norrbin
模型[6]和LPV模型[8]的进一步拓展.当u小幅变化

时, c1ur+c2u2r ≈ q1r + q2r
[8], q1和q2为模型常系数,

因而式 (14)简化为Norrbin的相似形式.此外,相比于
LPV模型,式 (14)引入了r、u的高次项,可展现较大 ṙ

的系统动态特性[19].式 (14)形式简洁,充分还原了系
统非线性时变特性,有助于设计能精准调节艏向的控
制器.
由于艏向角ψ是r的积分,式(14)可转化为
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ṙ

ψ̇

]
=

[
c1u+ c2u

2 + c3r
2 0

1 0

][
r

ψ

]
+

[
uτ + ω

0

]
.

(15)

其中:uτ = c4τr为控制器输出,ω = c4τrω为外部干

扰.
给定期望艏向角ψd,艏向角跟踪误差ψe为

ψe = ψd − ψ. (16)

将式 (16)代入 (15),假设在一个采样周期内ψd保

持不变,即ψ̇e = −ψ̇ = −r,得NPV艏向误差模型ẋ = A(x, u(t))x+B1ω +B2uτ ,

z = Cx.
(17)

其中:x = [r, ψe]
T为状态变量;C = [0, 1];B1 = B2 =

[1, 0]T;A(x, u(t))=

[
c1u(t) + c2u

2(t) + c3r
2 0

−1 0

]
;u为

时变参数,记作u(t); z = ψe为被控输出.
对于式 (17), LPV方法无法处理非线性状态变

量[12], q-LPV需要对系统进行线性化处理,得到的控
制器具有较大保守性[15],这种保守性会降低系统性
能.受文献 [16]启发,将系统状态和时变参数及其导
数直接纳入H∞稳定条件,以提高USV控制系统的
动态性能.

2 基于NPV的H∞艏向控制器设计

2.1 NPV艏向控制系统的H∞鲁棒稳定性条件

假设USV纵荡速度u(t)及其纵荡加速度 u̇(t)实

时可测,对式(17)设计一种状态反馈控制器

uτ = Kf (x, u(t), u̇(t))x, (18)

其中Kf (x, u(t), u̇(t))为状态反馈增益矩阵.
将式(18)代入(17),得到闭环系统ẋ = Â(x, u(t), u̇(t))x+B1ω,

z = Cx.
(19)

其中 Â(x, u(t), u̇(t)) = A(x, u(t)) + B2Kf (x, u(t),

u̇(t)).
要使系统 (19)内部渐近稳定且具有H∞鲁棒性

能,需满足:对于所有可能的u(t),ω = 0时,闭环系
统 (19)均能渐近稳定;ω ∈ L2(0,∞]时,ω到被控输
出 z的L2-增益小于给定的正数 γ.简而言之,存在
Lyapunov函数V (x, u(t)),满足如下条件[20]:

V (x, u(t)) > 0, ω = 0; (20)

V̇ (x, u(t)) < 0, ω = 0; (21)

J =
w 0

∞
(zTz − γ2ωTω)dt < 0, ω ∈ L2(0,∞]. (22)

其中γ > 0为H∞性能指标.

2.2 NLMI求解条件

针对式(19),构造Lyapunov函数

V (x, u(t)) = xTPf (u(t))x > 0, (23)

其中Pf (u(t))为依赖u(t)的正定对称矩阵.
将式(19)和(23)对时间t求导并代入式(21),有

V̇ (x, u(t)) =

ẋTPf (u(t))x+ xTPf (u(t))ẋ+

xT
∂Pf (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

x =

(Â(x, u(t), σ̇(t))x)
T
Pf (u(t))x+

xTPf (u(t))(Â(x, u(t), σ̇(t))x)+

xT
∂Pf (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

x = xTΘx < 0. (24)

其中:Θ = he(Pf (u(t))A(x, u(t)) + Pf (u(t))B2 ×

Kf (x, u(t), u̇(t))) +
∂Pf (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

, he(X) = X +

XT.
将式(23)代入(22),有

J =w 0

∞
(V̇ (x, u(t)) + zTz − γ2ωTω)dt− V (x, u(t)) =w 0

∞
(V̇ (x, u(t)) + zTz − γ2ωTω)dt < 0, (25)

由不定积分概念,式(25)成立的条件可转换为

V̇ (x, u(t)) + zTz − γ2ωTω < 0. (26)

将式(24)和(19)代入(26),有

ẋTPf (u(t))x+ xT
∂Pf (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

x+

xTPf (u(t))ẋ+ zTz − γ2ωTω <

(Â(x, u(t), u̇(t))x+B1ω)
T
Pf (u(t))x+

xTPf (u(t))(Â(x, u(t), u̇(t))x+B1ω)+

(Cx)
T
Cx− γ2ωTω + xT

∂Pf (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

x <

xT
(
he(Pf (u(t))Â(x, u(t), u̇(t))) + CTC+

∂Pf (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

)
x+ ωTBT

1Pf (u(t))x+

xTPf (u(t))B1ω − γ2ωTω <

[xT ωT]

[
Θ + CTC Pf (u(t))B1

∗ −γ2I

][
x

ω

]
< 0. (27)

其中: ∗为对称矩阵块, I为适维单位矩阵.
根据二次型矩阵性质,式(24)、(27)等价于

Θ < 0, (28)
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Ω =

[
Θ + CTC Pf (u(t))B1

∗ −γ2I

]
< 0. (29)

由矩阵的负定性可知,若式(29)成立,则存在

Θ < −CTC < 0. (30)

由式 (30)可知,式 (29)是 (28)成立的充分条件.因此,
对于满足假设的闭环系统 (19),给定正数 γ,若存在
一个与u(t)相关的正定对称矩阵Pf (u(t)),一个与x、

u(t)和 u̇(t)相关的矩阵Kf (x, u(t), u̇(t)),使得式 (29)
成立,则称系统 (19)具有H∞性能且内部渐近稳定,
其状态反馈控制器为uτ = Kf (x, u(t), u̇(t))x.
然而,Θ存在x、u(t)和 u̇(t)的高度耦合项,式 (29)

是一个与x、u(t)和 u̇(t)相关的NLMI,无法直接借助
LMI工具求解. SOS方法是求解NLMI的重要工具.
因此,推导式 (29)获得满足SOS要求的条件,是解出
Pf (u(t))和Kf (x, u(t), u̇(t))的关键.

2.3 PLMI-SOS求解条件

引理1 (SOS[21]) 若存在多项式 g(x)和一组多

项式g1(x), g2(x), . . . , gm(x),使得

g(x) =
m∑
i=1

g2i (x), (31)

则称g(x)是SOS,记为g(x) ∈ ΣSOS.
显然, SOS是非负的,反之则不一定成立,证明

g(x) ∈ ΣSOS比g(x)非负需要更为严格的条件.因此,
令式 (29)以多项式矩阵表达,并将其转换为PLMI,即
可通过验证Ω ∈ ΣSOS得到式 (29)的解.令式 (29)中
的Kf (x, u(t), u̇(t))和Pf (u(t))为多项式矩阵,即

Kf (x, u(t), u̇(t)) = Kpf(x, u(t), u̇(t)),

Pf (u(t)) = Ppf(u(t)). (32)

其中:Kpf(x, u(t), u̇(t))为与x、u(t)和 u̇(t)相关的多

项式矩阵,Ppf(u(t))为依赖u(t)的正定对称多项式矩

阵.
将式 (32)代入 (29),得到系统 (19) H∞渐近稳定

条件的多项式拓展形式[
Π + CTC Ppf(u(t))B1

∗ −γ2I

]
< 0, (33)

Π =
∂Ppf(u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

+

he(Ppf(u(t))A(x, u(t))+

Ppf(u(t))B2Kpf(x, u(t), u̇(t))).

通过检验式 (33)的 SOS特性,可避免式 (29)中
x、u(t)和 u̇(t)耦合导致的非线性问题.然而, SOS检
验过程具有凸优化性质,式 (33)中的Π存在Kpf(x,

u(t), u̇(t))和Ppf(u(t))的耦合项,不能构成凸问题,无
法使用 SOS工具进行求解.因此,为使式 (33)解耦,
将Kpf(x, u(t), u̇(t))仿射为两个多项式矩阵相乘的函

数,且其中一个多项式矩阵为Ppf(u(t)),建立非线性
多项式状态反馈控制律[16]

uτ = Kpf(x, u(t), u̇(t))x =

L(x, u(t), u̇(t))Ppf(u(t))x, (34)

其中L(x, u(t), u̇(t))为与x、u(t)和 u̇(t)相关的多项

式矩阵.
将式(34)代入(33),有[
Ξ + CTC Ppf(u(t))B1

∗ −γ2I

]
< 0, (35)

Ξ =
∂Ppf(u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

+

he(Ppf(u(t))A(x, u(t))+

Ppf(u(t))B2L(x, u(t), u̇(t))Ppf(u(t))).

令T (u(t)) = P−1
pf (u(t)),因Ppf(u(t))是正定对

称的,故T (u(t))也是正定对称的.式 (35)左乘和右乘[
T (u(t)) 0

∗ I

]
,得

[
Γ + T (u(t))CTCT (u(t)) B1

∗ −γ2I

]
< 0, (36)

Γ = he(A(x, u(t))T (u(t))+

B2L(x, u(t), u̇(t)))+

T (u(t))
∂T−1(u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

T (u(t)).

对于式 (36), 存在 T (u(t))CTCT (u(t)) 和 Γ 中的

T (u(t))
∂T−1(u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

T (u(t))多项式矩阵耦合现

象,难以使用SOS求解.
引理2 [22] 若对称多项式矩阵T (u(t))非奇异,

则

∂T−1(u(t))

∂u(t)
= −T−1(u(t))

∂T (u(t))

∂u(t)
T−1(u(t)).

(37)

由式(37)易知

T (u(t))
∂T−1(u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

T (u(t))=−∂T (u(t))
∂u(t)

du(t)
dt

.

(38)

将式(38)代入(36),有[
Λ+ T (u(t))CTCT (u(t)) B1

∗ −γ2I

]
< 0, (39)
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Λ = he(A(x, u(t))T (u(t)) +B2L(x, u(t), u̇(t)))−

∂T (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

.

利用引理2,T (u(t))
∂T−1(u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

T (u(t))可解耦.

根据Schur补引理[23],式(39)等价于
Λ B1 T (u(t))CT

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0. (40)

式 (40)中所有的矩阵都表示为与x、u(t)和 u̇(t)

相关的多项式矩阵,且矩阵间不存在耦合关系.因此,
式 (40)是一个PLMI,可以直接利用SOS工具求解,获
得控制器参数T (u(t))和L(x, u(t), u̇(t)).

利用引理 1将式 (40)转换为 PLMI-SOS条件可
得:对于满足假设的闭环系统 (19),给定正数γ,若存
在一个多项式矩阵L(x, u(t), u̇(t)),一个正定对称多
项式矩阵T (u(t)),适合维度的列向量ζ和常数ε > 0,
使得

− ζT
(

Λ B1 T (u(t))CT

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

− εI
)
ζ ∈ ΣSOS,

(41)

Λ = he(A(x, u(t))T (u(t)) +B2L(x, u(t), u̇(t)))−
∂T (u(t))

∂u(t)

du(t)
dt

,

则由式 (41)可解得L(x, u(t), u̇(t))和T−1(u(t)),状态
反馈控制器(34)重写为

uτ = L(x, u(t), u̇(t))T−1(u(t))x. (42)

式 (42)可保证闭环系统 (19)渐近稳定且具有H∞性

能.

3 仿真分析

通过Matlab软件仿真验证NPV H∞艏向控制方

法的优越性能.考虑执行器饱和,将系统控制输入uτ

约束在 [−15, 15]N·m,系统H∞性能指标γ = 0.4.仿
真基于的实船基本参数为:船长 l = 1.18m,船宽b =

0.36m,平均吃水d = 0.03m,质量m = 8.46 kg. NPV
艏向模型 (15)参数辨识为: c1 = 8.900 32m, c2 =

−6.553 19N·m/kg, c3 = 4.494 84N·m/kg.
图2为NPV H∞艏向控制框图.为保证式 (40)严

格成立,式 (41)中的 ε通常为一个足够小的正数,取
ε = 1 × 10−6. q-LPV状态反馈控制器的求解变量为:
艏向角速度 r凸包上下界为 [−0.85π, 0.85π] rad/s,纵
荡速度u凸包上下界为 [0, 3]m/s.最终解得的q-LPV

控制器为uτ = −14.914 7r + 6.283 7ψe.

!"#

(42)

SOS$%

&(41)

'()*

(17)

r r

u

uτ

u w

A,B1,B2,C

T L

-

+,)*
(15)

ψ ψ ψe d= -

ψ

u!

.ψ

ψ ψ ψe d= -

ψd ψe

图 2 NPVH∞艏向控制

3.1 NPV控制器求解

利用SOS工具求解PLMI-SOS条件(41),得

T (u(t)) =

[
T11 T12

T21 T22

]
,

L(x, u(t), u̇(t)) = [L11 L12], (43)

T11 = 1.463 4×10−10u2+ 2.532 5×10−7u+ 6.088 9,

T12 = T21 = −2.755 6×10−12u2 + 5.781×10−7u+

1.431 2,

T22 = 7.579 8× 10−7u2 − 1.149× 10−7u+ 1.571 5,

L11 = 28.652 9u2− 0.001 8uu̇+7.669 5×10−7ur−

1.524 7× 10−6uψe − 6.073 8u̇2−

4.498 5× 10−7u̇r + 9.023 7× 10−8u̇ψe−

32.346 4r2+ 2.921 4×10−7rψe− 6.074 0ψ2
e−

45.660 6u− 0.002 9u̇− 4.635 0× 10−7r+

7.386 5× 10−7ψe − 11.732 6,

L12 = 9.378 7u2 + 6.877 7× 10−6uu̇−

3.857 2×10−12ur − 1.136 0×10−11uψe−

1.157 2× 10−7u̇2 − 4.173 6× 10−14u̇r+

7.288 5× 10−14u̇ψe − 6.433 1r2−

4.788 3× 10−14rψe − 3.086 7× 10−16ψ2
e−

12.658 3u− 0.000 4u̇− 1.481 7× 10−8r+

4.464 1× 10−9ψe + 3.774 9.

3.2 非线性艏向ψ控制性能分析

系统非线性特性主要受式 (15)中的c3r
3影响,为

分析不同非线性下的控制性能,令外部干扰ω = 0,给
定动态期望艏向输入ψd = π/3 + 0.4 sin(α1t) rad[4],
初始艏向角ψ0 = π/3 rad,纵荡速度u = 0.7m/s,纵
荡加速度 u̇ = 0m/s2,分别取α1 = 0.05, 0.1和0.2表

示不同的动态ψd.因为r = ψ̇,系统跟踪希望ψ = ψd,
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所以r = ψ̇d = 0.4α1 cos(α1t) rad/s.图3为不同α1下

的艏向ψ响应.

图3(a)∼ (c)分别为α1 = 0.05, 0.1, 0.2时ψ响应.

由图3可知, NPV和q-LPV控制器的跟踪响应都出现

滞后现象,这是由于系统在跟踪动态ψd时存在一定

调节时间,滞后时间与调节时间成正比关系.当α1分

别取0.05, 0.1, 0.2时, q-LPV控制器在ψ = π/3 rad时

的系统滞后时间分别为1.85 s, 1.73 s和1.47 s,最大跟

踪艏向角误差分别为0.015 rad, 0.052 rad和0.135 rad,

而NPV控制器在ψ = π/3 rad时的系统滞后时间

分别为 0.59 s, 0.60 s和 0.61 s,最大跟踪艏向角误差

分别为0.001 rad, 0.001 rad和0.002 rad.无论α1取何

值, NPV控制器的滞后时间和跟踪艏向角误差都比

q-LPV控制器的要小.此外,随着α1的增大, q-LPV系

统极大增加了跟踪艏向角误差,而NPV系统的性能

几乎不受α1变化的影响.因此,面对USV在不同转艏

运动时引起的转艏非线性现象, NPV控制器都比q-

LPV具有更快的系统响应、更小的跟踪误差和更强

的鲁棒性,可以快速、精准地跟踪期望艏向ψd.
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图 3 不同转艏运动的艏向ψ响应

3.3 时变参数u(t)艏向ψ控制性能分析

在外部干扰ω = 0时,给定ψd = π/3 rad, ψ0 = 0

rad,时变纵荡速度u(t) = sin(α2t) + 1m/s[24],时变

纵荡加速度 u̇(t) = α2 cos(α2t)m/s2,分别取α2 =

0.1, 0.5, 1.5和2.5,表示USV以不同变化率的u(t)航

行引起模型参数摄动的现象.图4为α2 = 1.0时系统

响应,图5为不同动态纵荡速度u(t)下的系统响应.
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图 4 α2 = 1.0时系统响应

由图4可知, LPV控制器作用下的系统跟踪过程

中出现明显波动,而NPV控制器使系统在跟踪过程

中保持平滑.因此,相对于q-LPV控制器, NPV控制器

可以更好地抑制时变u(t)引起系统参数变化现象.

图5(a)、(b)分别为q-LPV、NPV艏向ψ响应,图

5(c)、(d)分别为q-LPV、NPV艏向角速度r响应.对比

图5(a)∼ (d)发现,在q-LPV和NPV控制方法下,艏向

ψ均能在10 s内调整至ψd并保持稳定.然而,随着α2

逐渐增大, q-LPV和NPV系统在跟踪过程中呈现出

不同程度的波动.相比于q-LPV控制器, NPV控制器

作用下,系统输出ψ响应和系统状态r响应产生的波

动更小.因此, NPV控制器可以更好地抑制u(t)带来

的模型参数摄动现象,具有更强的鲁棒性.

3.4 抗外部干扰性能分析

USV在航行过程中常受到风、浪、流的干扰,通

过定义外部干扰[23] ω = −0.3 sin(2t) cos(2.3t)模拟

真实航行环境.给定期望艏向角ψd = π/3 rad, 0 ⩽
t < 30 s;ψd = 0 rad, 30 ⩽ t < 60 s;ψd = π/3 rad,

60 ⩽ t < 90 s.初始艏向角ψ0 = 0 rad.时变纵荡速度

u(t) = sin(t) + 1m/s,纵荡加速度 u̇(t) = cos(t)m/s2.
图 6为扰动下的艏向 ψ响应, NPV控制器作

用下的系统调节时间和稳态误差分别为 4.49 s,
±0.016 rad; q-LPV分别为 6.24 s,±0.024 rad.因此,对
于存在外部干扰的情况, NPV控制器下的系统调节
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时间更短,稳态误差更小,对外界干扰具有更强的鲁
棒性.
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4 结 论

考虑水流冲击引起USV模型转艏非线性特点,
本文建立了一种基于转艏的NPV艏向模型,也是
Norrbin模型和LPV模型的一种拓展形式.并提出了
一种NPV H∞艏向控制方法,通过构造状态与参数
及其导数相关的Lyapunov函数,推导出控制器求解
的NLMI条件,并采用多项式矩阵代替NLMI中的非
线性矩阵,进一步将NLMI转化为PLMI-SOS条件,求
解控制器参数.该控制方法无需对NPV模型进行线
性化处理,充分考虑了转艏运动的非线性时变特点,
提高了USV艏向控制系统性能.仿真结果表明:

1)转艏角速度r变化越大,模型呈现出的非线性
特性越强.无论 r如何变化, NPV方法都比q-LPV有
更快的系统响应,更小的跟踪误差和更强的鲁棒性.

2)当时变纵荡速度u(t)引起系统参数摄动时,相
比于q-LPV,NPV H∞控制器能更好地抑制参数摄动,
提供更强的鲁棒性,提高系统的动态性能.
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