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启发式列生成算法求解带恶化效应的同构并行机调度问题

孙鑫伟1, 钱 斌1,2†, 胡 蓉1,2, 张 森1, 于乃康1

(1. 昆明理工大学信息工程与自动化学院，昆明 650500；
2. 昆明理工大学云南省人工智能重点实验室，昆明 650500)

摘 要: 针对实际生产中广泛存在的一类带恶化效应的同构并行机调度问题,以最小化最大完工时间为优化目
标,构建该问题的整数规划模型,并提出一种启发式列生成算法 (HCGA)进行求解.在 HCGA中,首先,利用
Dantzig-Wolfe分解方法,将原问题分解为一个主问题 (MP)和多个子问题;然后,设计启发式算法获得初始列,其中
每列为一台机器上的一个调度方案,基于初始列构建限制主问题 (RMP)模型;接着,设计快速有效的动态规划算法
求解子问题,以得到需添加至RMP的列集,同时,考虑传统列生成算法收敛速度较慢,设计一系列方法来加速列生
成过程;最后,基于所获取的MP线性松弛解,设计深潜启发式算法确定原问题的整数解. HCGA与商用求解器
GUROBI的对比实验结果表明, HCGA可在较短时间内获得更优的解.
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Abstract: An integer programming model is built to minimize the maximum completion time and a heuristic column
generation algorithm (HCGA) is proposed for a class of identical parallel machine scheduling problem with
deterioration effect that widely exist in practical production. In the HCGA, first, the original problem is decomposed
into a master problem (MP) and multiple subproblems by using the Dantzig-Wolfe decomposition method. Secondly, a
heuristic algorithm is designed to obtain initial columns, where each column represents a schedule on one machine.
Based on the initial columns, a restricted MP (RMP) model is constructed. Then, a fast and effective dynamic
programming algorithm is designed to solve each subproblem to obtain the column set to be added to the RMP. At the
same time, considering that the convergence speed of traditional column generation algorithms is slow, a series of
methods are designed to accelerate the column generation process. Finally, based on the obtained linear relaxation
solution of the MP, a diving heuristic algorithm is designed to determine the integer solution of the original problem.
According to the comparative experimental results of the HCGA and commercial solver GUROBI, the HCGA can
obtain better solutions in a shorter time.
Keywords: parallel machine；deterioration effect；maximum completion time；column generation；dynamic
programming；diving heuristic

0 ᕅ 言

目前,中国正处于由制造大国向制造强国转型
的关键时期,而智能制造将是完成这一转型的主攻

方向,高效的调度优化算法则是实现智能制造的重
要手段.并行机调度问题 (parallel machine scheduling
problem, PMSP)作为制造业中非常典型的一类调度
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问题[1],一直是智能制造方向的重点研究领域.
在经典的生产调度问题中,通常假设工件的加工

时间固定不变,如秦浩翔等[2]针对带阻塞约束的混合

流水车间调度问题,以最小化makespan为目标,提出
了一种双层变异迭代贪婪算法进行求解;轩华等[3]针

对含不相关并行机的分布式柔性流水线调度问题,以
最小化总加权提前/拖期惩罚为目标,提出了一种混
合离散人工蜂群算法进行求解.然而,在实际生产过
程中,工件的加工时间往往会受到设备磨损、工件特
性变化等因素的影响,导致工件实际加工时间会比
预先设定的时间要长,这种现象称为恶化效应.工件
具有恶化效应的概念由Gupta等[4]提出,他们假设工
件实际加工时间是其开始加工时间的线性递增函

数,研究以最小化makespan为目标的单机调度问题,
提出了两种启发式算法进行求解.随后,学者们针对
各种恶化效应展开了广泛研究.在单机调度问题方
面, Browne等[5]在Gupta等[4]的基础上,提出了该问
题的最优调度方案; Zhao等[6]假设工件实际加工时

间是其开始加工时间的线性递增函数,以最小化延
迟工件的加权数量为目标,提出了一种伪多项式动态
规划算法和一种完全多项式时间近似方案; Sun等[7]

研究具有线性恶化效应和机器维护活动的单机调度

问题,分别以最小化makespan和工件完工时间总和
为目标,验证了该问题在多项式时间内可解,并给出
了求解算法.在 PMSP方面, Guo等[8]假设工件具有

阶梯恶化效应和加工顺序相关的设置时间,以最小
化总拖期为目标,提出了一种混合离散布谷鸟搜索
算法; Ding等[9]假设工件具有序列相关恶化效应,分
别以最小化makespan和总加权完工时间为目标,提
出了一种弹射链算法进行求解;Mir等[10]假设工件具

有序列相关恶化效应,以最小化工件总完工时间为目
标,建立了该问题的混合整数规划模型,并设计了启
发式算法、遗传算法和蚁群算法进行求解.

本文研究带恶化效应的同构并行机调度问题

(identical PMSP with deterioration effect, IPMSP-DE),
其中恶化效应表现为工件实际加工时间是其开始

加工时间的线性递增函数.目前,已有部分学者针对
带此种恶化效应的PMSP进行了研究. Kang等[11]以

最小化makespan为目标,给出了该问题的一个完全
多项式时间近似方案; Huang等[12]分别以最小化各

工件间完工时间的总绝对差值和等待时间的总绝

对差值为目标,验证了该问题在多项式时间内可解;
Tigane等[13]以最小化makespan和总能耗为目标,提
出了一种非支配排序遗传算法.由文献调研可知,鲜

有列生成算法求解带恶化效应的PMSP的研究.
列生成算法由Dantzig等[14]提出,用于求解大规

模线性规划问题.后来,列生成算法在组合优化领域
得到了广泛研究,且已成功应用于下料问题[15]、车辆

路径问题[16]、生产调度问题[17-20]等领域.列生成算法
获得的MP线性松弛解未必是整数解,而构造整数解
的方法主要有两种:一种是分支定价法[17,20],另一种
是将启发式算法与列生成算法相结合[19].分支定价
法受制于子问题的求解效率[19],导致其虽然精度高,
但是求解时间非常长,而将启发式算法与列生成算法
相结合,能够在合理的时间内得到较好的解.综合考
虑,本文将深潜启发式算法 (diving heuristic)与列生
成算法相结合,快速构造整数近似最优解.具体而言,
本文以最小化makespan为目标,构建 IPMSP-DE的整
数规划模型,并提出一种HCGA进行求解.首先,利用
Dantzig-Wolfe分解方法将原问题分解为一个MP和
多个子问题.然后,采用启发式算法快速获得初始列,
并基于初始列建立初始RMP模型.接着,在子问题的
求解方面,现有动态规划算法 (如文献 [17, 19-20])在
求解工件加工时间为实数的单机子问题时时间复杂

度非常高,针对此限制,本文设计快速有效的动态规
划算法求解各子问题,并将检验数小于0的多个列添
加至RMP.传统列生成算法存在收敛速度缓慢的缺
点,因此,本文设计一系列方法加速列生成算法.最
后,针对列生成算法产生的线性松弛解,与深潜启发
式算法相结合得到整数解.基于上述算法设计,所提
出HCGA能够获得比商业求解器GUROBI更优的解,
且求解时间更短.

1 IPMSP-DE问题描述及数学模型
1.1 IPMSP-DE介绍

以最小化makespan为目标的 IPMSP-DE可描述
如下:n个独立工件N = {1, 2, . . . , n}在m台同构并

行机M = {1, 2, . . . ,m}上加工处理.每个工件j ∈N

必须选择唯一一台机器 i ∈ M进行加工.工件加工
过程不允许中断.每台机器同一时刻只能加工 1个
工件.工件 j在任意一台机器上的实际加工时间为

bj + sjvj .其中: bj为工件 j的基础加工时间, sj为工
件j的开始加工时间, vj为工件j的恶化系数.问题的
优化目标为最小化makespan.

1.2 整数规划模型建立

通过下式计算工件 j的基础加工时间 bj与恶化

系数vj的比值ratej :

ratej =
bj
vj

. (1)
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Browne等[5]提出了基于“最小 ratej优先”(smallest
ratej first, SRF)的调度策略,即在同一台机器上, ratej
越小的工件,其开始加工时间越早.根据SRF调度策
略得到m=1时以最小化makespan为目标的 IPMSP-
DE最优解.因此,本文只考虑满足SRF顺序的调度.
本文将可行调度定义为满足SRF顺序的调度.

令Cmax为makespan, sj为工件 j的开始加工时

间,Cj为工件j的完工时间.若工件j在机器 i上紧随

工件k加工,则xi
kj = 1;否则,xi

kj = 0.若工件 j在机

器 i上第一个被加工,则xi
0j = 1;否则,xi

0j = 0.若
工件 j在机器 i上最后一个被加工,则xi

j,n+1 = 1;否
则,xi

j,n+1=0.
IPMSP-DE整数规划模型(IP 1)如下式所示:

min Cmax. (2)

s.t.
∑
i∈M

∑
k∈N

∪
{0}|k ̸=j

xi
kj = 1, ∀j ∈ N ; (3)

∑
j∈N

xi
0j ⩽ 1, ∀i ∈M ; (4)

∑
k∈N

∪
{0}|k ̸=j

xi
kj =

∑
k∈N

∪
{n+1}|k ̸=j

xi
jk,

∀i ∈M, ∀j ∈ N ; (5)

(bk/vk)x
i
kj ⩽ (bj/vj)x

i
kj ,

∀i ∈M, ∀j ∈ N, ∀k ∈ N, k ̸= j; (6)

sj =
∑
i∈M

∑
k∈N

∪
{0}|k ̸=j

Ckx
i
kj , ∀j ∈ N ; (7)

C0 = 0; (8)

Cj = bj + sj(1 + vj), ∀j ∈ N ; (9)

Cmax ⩾ Cj , ∀j ∈ N ; (10)

xi
kj ∈ {0, 1}, ∀i ∈M, ∀j ∈ N

∪
{n+ 1},

∀k ∈ N
∪
{0}. (11)

其中:目标函数 (2)为最小化makespan,约束 (3)保证
每个工件只能被加工 1次,约束 (4)保证每台机器最
多使用 1次,约束 (5)为保证工件正确排序的流守恒
约束,约束 (6)保证每台机器的调度符合SRF调度策
略,约束 (7)表示工件j的开始加工时间等于工件j紧

前工件的完工时间,约束 (8)为约束 (7)和 (9)提供初
始值C0,约束 (9)定义了工件 j的完工时间,约束 (10)
表示最大完工时间Cmax不小于任意工件的完工时

间,约束(11)定义了决策变量的取值范围.

2 Dantzig-Wolfe分解
IP 1包含大量的变量,随着问题规模的不断增

大,商业求解器求解能力将显著降低,因此,本节使用
Dantzig-Wolfe分解方法将原问题转化为一个MP和

m个子问题,然后采用列生成算法进一步求解.

2.1 主问题模型

令Si为机器 i上所有可行调度的集合, csi为机器
i上可行调度s的makespan.若可行调度s∈Si中包含

工件j,则aijs = 1;否则, aijs = 0.若机器 i上的可行调

度选为s,则ysi =1;否则, ysi =0.
针对上述参数和变量,得到如下MP:

min Cmax. (12)

s.t.
∑
i∈M

∑
s∈Si

aijsy
s
i = 1, ∀j ∈ N ; (13)

∑
s∈Si

ysi ⩽ 1, ∀i ∈M ; (14)

∑
s∈Si

csiy
s
i ⩽ Cmax, ∀i ∈M ; (15)

ysi ∈ {0, 1}, ∀i ∈M, ∀s ∈ Si. (16)

其中:目标函数 (12)为最小化makespan,约束 (13)保
证每个工件必须分配给1台机器,约束 (14)保证每台
机器最多分配1个可行调度,约束 (15)表示最大完工
时间Cmax不小于任意机器的完工时间,约束(16)定义
了决策变量ysi的取值范围.
随着问题规模的增大,每台机器中包含的可行调

度数均呈指数增长,因此,列举出所有可行调度是非
常困难的.考虑到列生成算法只需要考虑部分可行
调度,然后,通过求解子问题向RMP中添加检验数小
于0的列,本文先对MP中的ysi 线性松弛后得到线性

主问题(linear master problem, LMP),通过启发式算法
生成初始列,并基于初始列构建RMP,然后使用列生
成算法和深潜启发式算法进一步求解.

2.2 子问题

每台机器均对应一个子问题.令πj、ui和θi分别

为约束 (13)∼约束 (15)对应的对偶变量, rsi 为机器 i

上可行调度s对应的RMP检验数,有

rsi = −
∑
j∈N

aijsπj − csiθi − ui, ∀i ∈M. (17)

求解子问题的目的是寻找检验数小于0的列,并
将其添加至RMP.若找不到检验数小于0的列,则停
止列生成.

3 算法设计

3.1 初始列的生成

生成RMP的初始列包括以下步骤.
step 1: 将工件按照 ratej非减顺序进行排列,并

根据下式重新给工件定号,在这一设定下,序列 (1, 2,

. . . , n)即为SRF顺序,然后转至step 2,有
rate1 ⩽ rate2 ⩽ . . . ⩽ raten. (18)
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step 2: 将工件按照SRF顺序依次随机地安排在
机器上来产生一个RMP的可行解,越早空闲的机器
被安排工件的可能性越大.运行该算法λ次,保留其
中最好的α个可行解,然后转至step 3.

step 3: 针对 step 2产生的每个可行解,对其对应
的每个工件 j顺序执行如下操作: 1)将工件 j按照

SRF排序策略依次插入至其他机器,选取产生的所有
可行调度中的最优调度与原调度进行对比,若优于原
调度则替换,否则保留原调度. 2)将工件 j与其他机

器上的每个工件逐个进行交换,并将交换工件的两台
机器上的工件序列按照SRF排序策略进行排序,选取
产生的所有可行调度中的最优调度与原调度进行对

比,若优于原调度则替换,否则保留原调度.

3.2 上 界

由于同构并行机不需要区分机器的不同,本节
简化了式 (13)∼ (16),由此构建如下整数规划模型
(IP 2),通过求解后文所述的 IP 2获得最优目标函数值
上界C. HCGA求得的近似最优调度方案中必定不包
含makespan大于C的列,为了加速HCGA,求解子问
题时,只考虑完工时间小于C的列.
令S为将RMP的列集去重后得到的列集.其中:

去重表示列生成每次迭代求解m个子问题后,添加
至RMP中的相同列只选择1列加入S. as′j 表示调度
s′ ∈ S中是否包含工件j,是则为1;否则为0. Cs′为可

行调度s′的makespan. ys′表示某台机器上的可行调
度是否选为s′,是则为1;否则为0.

针对上述参数和变量, IP 2可定义为

min Cmax. (19)

s.t.
∑
s′∈S

as
′

j y
s′ = 1, ∀j ∈ N ; (20)

∑
s′∈S

ys
′ ⩽ m; (21)

Cs′ys
′ ⩽ Cmax, ∀s′ ∈ S; (22)

0 ⩽ ys
′ ⩽ 1, ∀s′ ∈ S. (23)

其中:目标函数 (19)为最小化makespan,约束 (20)表
示每个工件必须分配给1台机器,约束 (21)表示最多
有m台机器可用,约束 (22)表示最大完工时间Cmax

不小于任何一台机器的完工时间,约束 (23)定义了决
策变量ys

′
的取值范围.

令C为工件makespan的上界, min_solve为当前
最优整数解.令C=+∞,第1次运行初始化程序后和
每次列生成结束后,对 IP 2模型进行求解,得到目标
函数值 obj和其对应的调度min_solve_local.若C >

obj,则令

C = obj; (24)

min _solve = min _solve_local. (25)

求解子问题时,只考虑完工时间小于C的列.为
了减少 IP 2的计算时间,每求解一次 IP 2,删除 IP 2中
完工时间大于C的列.

3.3 动态规划算法

首先由式 (18)重新给工件定号,此时,序列 (1, 2,

. . . , n)即为 SRF顺序.基于这一设定,本文设计了 3
种动态规划算法求解子问题.

3.3.1 第1种动态规划算法

令C(j)为工件集合 {1, 2, . . . , j}所有子集对应
的可行调度完工时间的集合.令F (j, t)(∀t ∈ C(j))

表示在 0时刻开始加工,在 t时刻完工的可行调度

的最小目标函数值,其中该可行调度由工件集合{1,
2, . . . , j}的任意子集组成.基于上述定义,第1种动态
规划算法具体步骤如下.

step 1:初始值定义为

F (0, 0) = 0, C(0) = {0}. (26)

step 2: 求解F (j, t).算法1给出了F (j, t)求解的

具体流程.
算法1 动态规划算法1.
输入:机器编号 i,工件基础加工时长bj(∀j ∈N),

恶化系数vj(∀j∈N);
输出: F (j, t),∀j∈N , t∈C(j).
1.由式(26)设定初始值;
2. for j=1, 2, . . . , n do
3. C(j)← C(j − 1);
4. for t∈C(j − 1) do
5. F (j, t)← F (j − 1, t);
6. end for
7. for t∈C(j − 1) do
8. if t+ bj + vjt<C then
9. if t+ bj + vjt∈C(j) then
10. F (j, t+bj+vjt)← min{F (j−1, t)−

πj − (bj + vjt)θi, F (j, t+ bj + vjt)};
11. else
12. C(j)← C(j)

∪
{t+ bj + vjt};

13. F (j, t+ bj + vjt)←F (j − 1, t)−
πj − (bj + vjt)θi;

14. end if
15. end if
16. end for
17. end for
step 3: 计算最优目标函数值Fmin及其对应的完

工时间tmin,即
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Fmin = min
t∈C(n)

F (n, t), (27)

tmin = argmin
t∈C(n)

F (n, t). (28)

step 4: 由F (n, tmin)反向推演动态规划过程计算

出最优可行调度.

3.3.2 第2种动态规划算法

令C(j)为工件集合 {1, 2, . . . , j}部分子集对应
的调度完工时间的集合.令⌈t⌉表示将 t向上取整,如
⌈3.14⌉ = 4.令F (j, ⌈t⌉)(∀t ∈ C(j))表示在0时刻开
始加工,在时间区间 (⌈t⌉ − 1, ⌈t⌉]内完工的可行调度
的近似最小目标函数值,其中该可行调度由工件集合
{1, 2, . . . , j}的任意子集组成.基于上述定义,第2种
动态规划算法具体步骤如下.

step 1:初始值定义为

F (0, 0) = 0,

C(0) = {0}. (29)

step 2: 求解F (j, ⌈t⌉).算法 2给出了F (j, ⌈t⌉)求
解的具体流程.

算法2 动态规划算法2.
输入:机器编号 i,工件基础加工时长bj(∀j ∈N),

恶化系数vj(∀j∈N);
输出: F (j, t), ∀j∈N , t∈C(j).
1.由式(29)设定初始值;
2. for j=1, 2, . . . , n do
3. C(j)← C(j − 1);
4. for t∈C(j − 1) do
5. F (j, ⌈t⌉)← F (j − 1, ⌈t⌉);
6. end for
7. for t∈C(j − 1) do
8. if t+ bj + vjt<C then
9. if ⌈t+ bj + vjt⌉与C(j)中某元素向上

取整后相等 then
10. F (j, ⌈t+ bj +vjt⌉)← min{F (j−1,

⌈t⌉)−πj−(bj+vjt)θi, F (j, ⌈t+bj+

vjt⌉)};
11. if F (j, ⌈t + bj + vjt⌉) == F (j − 1,

⌈t⌉)− πj − (bj + vjt)θi then
12. 删除C(j)中区间(⌈t+ bj + vjt⌉− 1,

⌈t+ bj + vjt⌉]内的完工时间,并令
C(j)← C(j)

∪
{t+ bj + vjt};

13. end if
14. else
15. C(j)← C(j)

∪
{t+ bj + vjt};

16. F (j, ⌈t+bj+vjt⌉)←F (j−1, ⌈t⌉)−
πj − (bj + vjt)θi;

17. end if

18. end if
19. end for
20. end for
step 3: 计算近似最优目标函数值Fmin及其对应

的完成时间tmin,即

Fmin = min
t∈C(n)

F (n, ⌈t⌉), (30)

tmin = argmin
t∈C(n)

F (n, ⌈t⌉). (31)

step 4: 由F (n, tmin)反向推演动态规划过程计算

出近似最优可行调度.

3.3.3 第3种动态规划算法

令工件实际加工时间向下保留ε位小数,然后采
用第1种动态规划算法求解.

3.3.4 3种动态规划算法优劣分析

采用列生成算法求解的并行机调度方面的文献

中,大多采用类似算法1的动态规划算法求解子问题
(如文献 [18, 20-21]),但是,算法 1并不适合求解本文
问题.由于工件加工时间可取 (0, C]内的任何小数,
算法 1的F (j, t)中 t最多具有 2j种不同的取值.第 2
种动态规划算法的F (j, t)中 t只能取区间 [0, ⌈C⌉]内
的整数,故F (j, t)中 t最多具有min(2j , ⌈C⌉ + 1)种不

同的取值.第3种动态规划算法中F (j, t)中 t只能在

步长为 10−ε的区间 [0, ⌈C⌉]内取值,故F (j, t)中 t最

多具有min(2j , ⌈C⌉ × 10ε + 1)种不同的取值.因此,
相比于第1种动态规划算法,第2种和第3种动态规
划算法均会大大缩短计算时长.第3种动态规划算法
可通过减小ε值来缩短计算时间,但是,这会使得列生
成算法结束后得到的RMP的目标函数值与LMP的
最优目标函数值差距增大,进而使其使用深潜启发式
算法构造整数解的价值变低,而第2种动态规划算法
不会改变每个可行调度的完工时间,且耗时最短.因
此,本文在HCGA中采用第2种动态规划算法求解子
问题.

3.3.5 下 界

第2种动态规划算法求解出的为子问题近似最
优解,因此,列生成阶段只能将部分检验数小于 0的
列添加至RMP,导致列生成算法第1次结束时获得的
为LMP的近似最优目标函数值.针对这种情况,为了
评价HCGA得到的整数解的优劣,本文设计一种列
生成算法 (CG_LB)以获取LMP最优目标函数值的下
界,即MP最优目标函数值的下界.与HCGA中的列
生成算法不同的是, CG_LB中工件加工时间向下保
留ε位小数,其子问题通过第3种动态规划算法 (见第
3.3.3节)求解.
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3.3.6 加速列生成的策略

1)每求解一次子问题向RMP中添加θ(θ ⩾ 1)个

检验数最小且小于0的列,而不是只添加一列检验数
最小的列.若检验数小于 0的列不足 θ列,则将其全
部加入RMP.这种策略通常会减少列生成迭代的次
数[21].

2)仅对部分子问题使用动态规划算法求解,具体
如下:依次对各机器的子问题使用动态规划算法求
解.检测产生的列是否能够使得未使用动态规划算
法求解的机器对应的子问题检验数小于0,若能,则将
其加入该机器的备选列集,且后续不对该机器的子问
题使用动态规划算法求解.上述步骤完成后,从未使
用过动态规划算法求解子问题的机器的备选列集中

选择要加入RMP的列集.子问题的求解占据算法大
部分求解时间,该策略可在极短的时间内为机器找出
检验数小于0的列.

3.4 深潜启发式算法

令固定某台机器表示将该机器上其中一列的决

策变量值赋值为1,固定某列表示将该列的决策变量
值赋值为1.列生成算法结束后,若得到的MP线性松
弛解为非整数解,则从未固定的机器中选择决策变
量最接近 1的列所对应的机器 iη.从机器 iη上选择

决策变量取值在 (δ, 1]区间最接近 1的nc列,若决策
变量取值在 (δ, 1]区间列的数量小于nc,则将其全部
选中.对nc列中每列分别计算将其固定且运行列生

成算法后得到的RMP目标函数值,选择目标函数值
最小的列进行固定,然后运行列生成算法.重复上述
步骤,直至未固定的机器不存在决策变量在 (δ, 1]区

间的列或所有的机器均已固定为止,此时, min_solve
和C分别为HCGA得到的最终解和最终目标函数值.
深潜启发式算法固定列后可能会导致RMP不可行,
因此,每固定一列,便采用初始化算法生成初始列,并
添加至RMP.

4 实验设计与分析

4.1 实验设置

本文通过随机生成的实例进行算法和模型验证.
所提出算法采用 C++编程实现,并在 AMD R7-
4 800H 2.90GHz处理器和16.0GB内存的个人计算
机上运行.线性规划和整数规划部分采用商业求解
器GUROBI 9.5.1求解.

本文按照如下方式随机生成问题实例:工件数
量n = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80},机器数量m =

{2, 4, 6, 8, 10, 12}, 工件基础加工时间 bj 为区间

[1, 100]均匀分布的随机整数,工件的恶化系数 vj在

步长为0.01的区间 [0, 0.4]上随机产生.
基于初步参数调整实验,本文在HCGA中设置

如下参数:令λ= n, ε=1, θ=3, δ=0.15,nc =4.在第
1次运行初始化算法时,令α=10;在深潜启发式算法
中运行初始化算法时,由于RMP已具备足够多的列,
不需要通过初始化算法添加太多的列,此时,令α=2.

4.2 列生成加速策略效果分析

为了验证第 3.3.6节列生成加速策略的作用,本
节实现 4种列生成算法以求解LMP,每种列生成算
法除加速策略,其余部分与HCGA中的第1次列生成
算法结束前的步骤相同.第1种列生成算法 (CG1)不
使用第3.3.6节加速策略,此时,列生成算法结束时运
行时间为 t1;第2种列生成算法 (CG2)只使用第3.3.6
节第 1种加速策略,此时,列生成算法结束时运行时
间为 t2;第 3种列生成算法 (CG3)只使用第 3.3.6节
第 2种加速策略,此时,列生成算法结束时运行时间
为 t3;第4种列生成算法 (CG4)使用第3.3.6节全部加
速策略,此时,列生成算法结束时运行时间为 t4.本
节对每个不同规模的问题均随机生成1个实例进行
实验,各算法在每个实例上均运行10次.令 tlr(∀l =
2, 3, 4,∀r=1, 2, . . . , 10)为第 l种列生成算法第r次求

解某实例的运行时间, t1r为第1种列生成算法第r次

求解某实例的运行时间, bstl、wstl、avgl分别为第 l种

列生成算法相对于CG1在运行时间上提升率的最大
值、最小值和平均值,如下式所示:

bstl = max
r=1,2,...,10

t1r − tlr
t1r

, (32)

wstl = min
r=1,2,...,10

t1r − tlr
t1r

, (33)

avgl =
∑

r=1,2,...,10

t1r − tlr
10t1r

. (34)

为了避免不同初始列对算法效率带来的影响,各算法
在第r次求解同一实例时采用相同的初始列.表1为
4种列生成算法运行时间的统计结果,时间单位为s.
为了进一步验证所提出加速策略在统计意义下

的性能,对表 1中 4种列生成算法独立运行 10次的
平均运行时间进行方差分析 (ANOVA).图1为4种列
生成算法的平均运行时间在 95%置信度下Tukey’s
HSD检验的置信区间.

由表1和图1可见,所提出加速策略具有明显加
速作用,且同时使用两种加速策略的效果更优.此
外,加速策略对于大规模问题更为有效.这是因为第
3.3.6节的两种加速策略均是针对子问题设计的,而
小规模问题需求解的子问题数量少,子问题总求解时
间占列生成算法总时间的比例较小,故加速效果不明
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表 1 列生成加速策略效果分析

规模 t1 / s
CG2 CG3 CG4

t2 / s bst2 wst2 avg2 t3 / s bst3 wst3 avg3 t4 / s bst4 wst4 avg4

10 × 2 0.59 0.44 0.32 0.12 0.23 0.5 0.22 0.07 0.15 0.4 0.38 0.17 0.31
10 × 4 0.32 0.28 0.24 0.05 0.13 0.28 0.28 0.05 0.13 0.25 0.32 0.11 0.22
20 × 4 2.46 1.4 0.47 0.34 0.42 1.56 0.53 0.25 0.37 1.05 0.65 0.49 0.57
20 × 6 1.36 0.98 0.37 0.2 0.28 1 0.36 0.18 0.26 0.81 0.47 0.32 0.4
30 × 4 17.47 9.05 0.66 0.29 0.47 7.22 0.67 0.43 0.58 4.17 0.82 0.71 0.76
30 × 6 5.9 3.39 0.53 0.34 0.42 2.58 0.64 0.45 0.56 1.71 0.76 0.66 0.71
30 × 8 3.75 2.24 0.5 0.25 0.4 2.16 0.55 0.28 0.42 1.41 0.68 0.53 0.62
40 × 4 61.16 30.72 0.7 0.34 0.48 21.96 0.78 0.49 0.63 13.42 0.86 0.7 0.77
40 × 6 27.99 13.93 0.58 0.38 0.5 8.74 0.74 0.62 0.68 5.22 0.85 0.76 0.81
40 × 8 18.77 8.98 0.58 0.43 0.52 6.97 0.69 0.51 0.63 4.18 0.82 0.67 0.77
50 × 6 69.52 34.14 0.57 0.39 0.5 22.42 0.75 0.55 0.67 13.85 0.85 0.75 0.8
50 × 8 37.41 20.06 0.55 0.34 0.46 12.7 0.71 0.61 0.66 8.83 0.8 0.7 0.76
50 × 10 32.14 16.97 0.6 0.37 0.47 12.56 0.71 0.52 0.61 7.82 0.81 0.7 0.75
60 × 6 133.31 76.07 0.47 0.3 0.43 43.86 0.71 0.57 0.67 24.45 0.84 0.79 0.82
60 × 8 123.23 60.91 0.62 0.4 0.5 36.86 0.81 0.62 0.69 20.92 0.86 0.79 0.83
60 × 10 106.06 52.93 0.56 0.45 0.5 33.29 0.73 0.61 0.68 19.52 0.86 0.77 0.81
70 × 8 148.62 77.03 0.57 0.33 0.48 48.73 0.7 0.62 0.67 25.68 0.85 0.8 0.83
70 × 10 102.11 52.54 0.6 0.41 0.48 38 0.68 0.54 0.63 19.75 0.83 0.79 0.81
70 × 12 102.82 54.83 0.55 0.39 0.47 42.81 0.64 0.51 0.58 22.25 0.81 0.75 0.78
80 × 8 295.67 143.64 0.55 0.46 0.51 87.42 0.72 0.66 0.7 45.44 0.86 0.81 0.85
80 × 10 286.14 131.32 0.62 0.41 0.54 78.93 0.76 0.66 0.72 42.1 0.88 0.84 0.85
80 × 12 225.03 101.17 0.6 0.48 0.55 65.16 0.74 0.67 0.71 32.25 0.87 0.84 0.86

平均值 81.9 40.59 0.54 0.34 0.44 26.17 0.64 0.48 0.56 14.34 0.76 0.66 0.71

10
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90

CG 1 CG 2 CG 3 CG 4

!"

t
/
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图 1 4种列生成算法置信区间对比

显.随着问题规模的增大,被添加至RMP列的数量和
每个子问题的求解时间均会大幅增加,这时加速策略
的效果会明显增大.

4.3 算法对比

为了评价 GUROBI和 HCGA的性能,本节对
GUROBI和HCGA每个规模的问题均随机生成1个
实例进行实验,各算法在每个实例上均运行20次,实
验结果取其平均值. GUROBI的求解时间上限为
3 600 s.
首先,定义最优解的下界LB为

LB = max{LBIP,LBDP3}. (35)

其中: LBIP为商业求解器GUROBI求解 IP 1时在给
定时间内得到的下界, LBDP3 为第 3.3.5节提出的
CG_LB (每个实例只运行一次)求得的LMP最优目标
函数值下界.

然后,定义如下指标: BVIP为GUROBI求解 IP 1
时在给定时间内求得的平均目标函数值; GapIP为
BVIP与LB间的百分比差距; LBDP2为HCGA第 1次
列生成结束后RMP的平均目标函数值; BVHCGA为

HCGA求得的平均目标函数值; GapHCGA为BVHCGA

与LB间的百分比差距; GapDP2-3为LBDP2与LBDP3间

的百分比差距;TIP为GUROBI求解 IP 1的平均求解
时间,单位为s;THCGA为HCGA的平均求解时间,单位
为s. GapIP、GapHCGA以及GapDP2-3的值分别由下式给
出:

GapIP =
BVIP − LB

LB
× 100%, (36)

GapHCGA =
BVHCGA − LB

LB
× 100%, (37)

GapDP2-3 =
LBDP2 − LBDP3

LBDP3
× 100%. (38)

采用上述指标, GUROBI与HCGA的比较结果
如表2所示.由表2中的数据得到如下结论.

1)当规模较小时, GUROBI在给定时间内能够
获得较为不错的解,但是规模较大时, GUROBI求解
能力显著降低,无法在给定时间获得高质量的解.
HCGA在所有规模均能够在合理时间内得到高质量
的解. GUROBI只有在20× 6规模能够在给定时间内

获得比HCGA更好的解,在其他规模得到的解质量
均比HCGA得到的解质量差.



第5期 孙鑫伟等: 启发式列生成算法求解带恶化效应的同构并行机调度问题 1643

表 2 算法性能比较

问题规模 LB LBDP3

GUROBI (IP 1) HCGA

LBIP BVIP GapIP /% TIP / s LBDP2 BVHCGA GapHCGA /% GapDP2-3 /% THCGA / s

10 × 2 430.09 427.9 430.09 430.09 0 0.64 429.2 430.09 0 0.3 0.58
10 × 4 99.62 98.1 99.62 99.62 0 0.57 98.53 99.62 0 0.44 0.55
20 × 4 329.28 329.28 157.58 331.87 0.79 3 600 329.88 330.96 0.51 0.18 2.83
20 × 6 190.56 190.56 137.95 193.38 1.48 3 600 190.84 193.56 1.57 0.15 3.44
30 × 4 602.32 602.32 147.71 606.72 0.73 3 600 602.83 604.88 0.43 0.08 9.1
30 × 6 311.46 311.46 130.61 315.51 1.3 3 600 311.79 314.13 0.86 0.11 8.11
30 × 8 186.85 186.85 91 193.55 3.59 3 600 187.51 190.51 1.96 0.35 8.35
40 × 4 1 000.62 1 000.62 126.51 1 014.84 1.42 3 600 1 001.77 1 003.8 0.32 0.11 25.39
40 × 6 512.06 512.06 140.69 522.6 2.06 3 600 512.76 515.29 0.63 0.14 24.01
40 × 8 302.65 302.65 100 317.43 4.88 3 600 303 305.83 1.05 0.12 21.46
50 × 6 628.85 628.85 131.67 643.39 2.31 3 600 629.73 633.07 0.67 0.14 28.81
50 × 8 357.12 357.12 98 370.41 3.72 3 600 357.77 360.29 0.89 0.18 38.97
50 × 10 280.55 280.55 100 302.1 7.68 3 600 280.89 283.8 1.16 0.12 51.1
60 × 6 901.54 901.54 108.71 920.1 2.06 3 600 902.65 904.44 0.32 0.12 53.61
60 × 8 631.77 631.77 99 662.3 4.83 3 600 632.87 636.32 0.72 0.17 92.39
60 × 10 429.46 429.46 100 447.16 4.12 3 600 429.98 433.81 1.01 0.12 89.87
70 × 8 529.42 529.42 99 550.12 3.91 3 600 530.49 532.93 0.66 0.2 134.13
70 × 10 382.39 382.39 99 432.49 13.1 3 600 383.05 386.16 0.99 0.17 138.36
70 × 12 346.95 346.95 99 − − 3 600 347.44 350.74 1.09 0.14 137
80 × 8 829.85 829.85 100 928.39 11.87 3 600 831.2 834.01 0.5 0.16 157.84
80 × 10 595.94 595.94 98 − − 3 600 596.8 600.87 0.83 0.14 100.22
80 × 12 412.85 412.85 95 − − 3 600 413.69 417.37 1.09 0.2 163.77

2)所有规模的 GapDP2-3 均不超过 0.44%,表明
HCGA中的列生成算法能够有效求解LMP.
商业求解器GUROBI采用分支定界的通用搜

索框架进行求解,当问题规模增大时, IP 1的决策变
量增多,会导致分支定界算法的搜索树规模急剧增
大,从而使其求解无效分支的时间大大增加,因此,
GUROBI难以在限定时间内得到较好的解.列生成
算法每次仅需求解只含有少部分变量的RMP,可显
著减小问题规模,同时利用一系列加速方法来提升
求解速度,并通过只产生makespan小于C的列来提

升松弛解中列的质量.针对列生成算法产生的松弛
解,采用深潜启发式算法快速构造整数近优解.因
此, HCGA可在较短时间内获取问题的较优解.
为了进一步验证HCGA与GUROBI间的统计性

能差异,对表2中两个算法的平均目标函数值BVIP和

BVHCGA (除70 × 12、80 × 10和80 × 12规模的实例)
进行方差分析 (ANOVA).图 2 给出了 HCGA 与
GUROBI在95%置信度下Tukey’s HSD检验的置信
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图 2 GUROBI与HCGA置信区间对比

区间.由图 2可见, HCGA在统计意义上明显优于
GUROBI.

5 结 论

恶化效应广泛存在于实际生产中,且目前针对本
文问题的研究较少,因此,研究 IPMSP-DE非常必要.
本文以最小化makespan为目标,建立了 IPMSP-DE
的整数规划模型,并提出了一种HCGA进行求解.首
先,利用Dantzig-Wolfe分解方法将原问题分解为一
个主问题和m个子问题,并利用启发式算法获得初
始列,基于初始列构建RMP;然后,设计了一种快速
有效的动态规划算法求解各子问题,以得到需添加
至RMP的列集;接着,设计了一系列方法加速列生成
算法;最后,与深潜启发式算法相结合确定原问题的
整数解.通过在不同测试规模问题上的仿真实验和
算法对比,验证了所提出HCGA具有比商业求解器
GUROBI更优的求解性能,可在更短时间内获得更优
的解.后续工作会将所设计的HCGA应用于其他带
恶化效应的并行机调度问题.
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