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离散线性系统有限频域基于观测器的迭代学习控制

邹 伟, 沈艳霞†

(江南大学物联网技术应用教育部工程研究中心，江苏无锡 214122)

摘 要: 针对一类离散线性系统,在有限频域范围内研究基于观测器的迭代学习控制问题.首先,结合二维系统理
论,构建由基于观测器的状态反馈和 PID型前馈学习项组成的控制器;然后,借助于广义 Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP)引理,将闭环系统有限频域性能规范转换为相应的线性矩阵不等式 (LMI),进而得到控制器和观测器
存在的充分条件,同时,该条件也确保闭环控制系统的稳定性和跟踪误差单调收敛性;最后,通过桁架机器人系统
的仿真,验证所提出设计方法的有效性.
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Observer-based iterative learning control for discrete linear systems in
finite frequency domains
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Abstract: For a class of discrete linear systems, this paper deals with the problem of designing an observer-based
iterative learning control scheme in the finite frequency range. First, the controller is constructed by combining an
observer-based state feedback with a PID-type feedforward learning term on the basis of the two-dimensional system
theory. Then, by means of the Kalman–Yakubovich–Popov (KYP) lemma, the finite frequency domain specifications of
the resulting closed-loop system are transformed into corresponding linear matrix inequalities (LMI), furthermore, the
sufficient conditions for the existence of the controller and the observer are also obtained. Simultaneously, these
conditions guarantee the stability of the close-loop controlled system and the monotonic convergence of the tracking
error. Finally, the effectiveness of the proposed method is verified by the simulation of a gantry robot.
Keywords: iterative learning control；discrete linear systems；finite frequency range；observer-based state feedback；
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0 引 言

迭代学习控制 (ILC)是一种能够有效改善系统
性能的智能控制方法,广泛应用于有限时间区间内执
行重复动作的控制过程,其利用系统以往控制过程中
的经验知识,不断地优化当前控制输入,使得系统输
出在迭代过程中逐渐跟踪上期望轨迹.由于迭代学
习控制器结构简单,适应性强,对模型信息要求低等
特点,受到了越来越多研究者的青睐[1-2].

ILC过程在时间轴和批次轴两个方向上均有动
态行为,因此,可利用二维系统理论对 ILC系统进行

分析和设计,全面掌握系统特性,达到高效控制的目
的.文献 [3]基于二维Roesser模型,设计了一种鲁棒
保性能迭代学习控制器,通过迭代学习过程的反馈控
制与基于观测器的扰动补偿相结合,从而确保了系统
的鲁棒稳定性能.文献 [4]基于二维系统框架,将模型
预测控制器与迭代学习控制器相结合,研究了不确定
性间歇过程的鲁棒控制问题,并分析了闭环系统鲁棒
收敛性和跟踪性能.文献 [5]将具有随机执行器故障
的间歇过程转化为等价二维随机系统,并设计了随机
迭代学习容错控制器,从而保证了闭环系统在故障条
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件下的稳定运行.这些 ILC过程一般利用Lyapunov
稳定性理论从时域角度推导系统的稳定性和误差收

敛性条件,这会使得迭代学习控制器出现过度设计,
给控制系统带来一定的保守性.实际的控制系统及
其特性通常具有鲜明的有限频率特征.因此,在有限
频域范围内探讨 ILC系统的分析和综合问题是必要
的.
对于ILC系统而言,广义KYP引理为系统有限频

域性能分析提供了可靠有效的工具.针对离散线性
重复过程,文献 [6]设计了二维模型的迭代学习控制
器,利用广义KYP引理,探讨了闭环系统的稳定性和
收敛性条件.在此基础上,当离散线性重复过程存在
不同相对度时,文献 [7]在二维系统框架下,提出了有
限频域范围的动态 ILC算法,借助广义KYP引理和
LMI技术,分析了相应二维闭环动态模型的稳定性.
这些控制系统均利用了系统的状态反馈和跟踪误差

信息来设计迭代学习控制器,状态反馈变量在提高迭
代学习过程的收敛速度,实现更高精度的跟踪等方面
有着不可替代的作用,这便要求被控对象的状态量准
确已知或是可测量的[8].然而,在大多数实际控制系
统中,状态量通常是不可测的.为了克服此类问题,可
设计一种状态观测器来估计系统的不可测状态量,并
利用观测器的状态进行状态反馈.目前,状态观测器
的设计方法有很多.卡尔曼观测器针对具有随机噪
声 (通常为高斯白噪声)的系统,通过建模误差和量测
噪声误差的统计特性,选择出最小线性方差的增益,
得到了最优估计器.函数观测器以重构被观测系统
状态的反馈函数为目标,重构被观测系统的某些状
态变量.大多 ILC系统是一种重复过程,运行时不会
产生随机噪声;此外,迭代学习控制器要重构状态信
息本身,而不是其反馈函数,对于 ILC系统而言,得到
的信息越全面,控制性能越好.龙伯格观测器结构简
单,性能表现优异,相较于卡尔曼观测器,其所得到的
状态更准确,使得观测器的稳定性和准确性更好.函
数观测器在维数上通常低于龙伯格观测器, ILC系统
使用函数观测器也会增加控制器参数的耦合性,从而
导致系统的保守性增加.龙伯格观测器在 ILC系统中
已有很多应用.文献 [9]利用二维系统理论,针对线性
重复过程,探究了基于观测器的PD型迭代学习控制
器设计问题,并通过KYP引理分析了控制系统的有
限频域性能.文献 [10]更进一步地研究了线性时滞
重复过程基于观测器的PD型 ILC方法,并分析了控
制系统维持稳定性的充分条件.但是,这些充分条件
具有一定程度的保守性,且这些控制方案也没有考虑

到系统跟踪误差沿着时间方向的积分,在学习律中引
入跟踪误差的积分环节,将有利于提高系统的跟踪性
能.
本文针对一类离散线性系统,在有限频域范围内

研究基于观测器的ILC策略.控制器由基于观测器的
状态反馈和PID型前馈学习项构成,以解决系统状态
不可测问题,并提高系统的跟踪性能.在等价的二维
闭环系统基础上,利用广义KYP引理,使得闭环系统
的有限频域性能分析问题转换为LMI的可行性问题,
并给出系统满足稳定性和跟踪误差的单调收敛性的

充分条件,同时得到控制器和观测器的参数矩阵.所
提出控制算法在文献 [9-10]基于观测器的PD型 ILC
算法的基础上,加入积分控制策略,更有利于改善系
统的控制性能.此外,与以往有限频域范围 ILC过程
相比,本文在定理条件中引入一些松弛矩阵作为决
策变量,从而降低控制系统的保守性,进一步提高该
方案的适用性.最后,将所提出算法应用于桁架机器
人系统,在仿真时与基于观测器的其他类型 ILC算法
进行比较,仿真结果验证了所提出方法的有效性和优
点.
本文中: I和O分别为适当维数的单位阵和0矩

阵;X> 0 (X< 0)表示矩阵是正定的 (负定的);用X⊥

表示矩阵X的正交补,XT为X的转置, sym(X) =

X + XT,符号diag{X1, X2, . . . , Xn}为由对角块X1,

X2, . . . , Xn组成的对角矩阵; ρ(·)为矩阵的谱半径;
符号“∗”为对称矩阵中的转置元素;符号“∀”表示
任意.

1 问题描述

考虑一类在有限时间区间上重复运行的离散线

性系统,其状态空间模型描述如下式所示:x(t+ 1, k) = Ax(t, k) +Bu(t, k);

y(t, k) = Cx(t, k), 0 ⩽ t ⩽ Tp.
(1)

其中:重复周期 t和k分别为系统运行的时间和批次;
x(t, k) ∈Rn、u(t, k) ∈Rm和y(t, k) ∈Rl分别为系统

在第k批次 t时刻的状态、输入和输出变量;不失一
般性,假设x(0, k) = x0为系统每个迭代批次的初始

状态条件;A、B和C为具有适当维数的系统矩阵且

CB ̸= 0;系统矩阵{A,B}可控, {C,A}可观.针对系
统 (1),通常的 ILC策略为采用前一批次的输入变量
与修正项之和来构建当前批次的控制量,其形式如下
式所示:

u(t, k + 1) = u(t, k) + r(t, k + 1). (2)
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式中: r(t, k + 1)为迭代学习更新律;u(t, 0)为控制输
入量的初始值,在实际中常重置为 0.定义系统当前
批次的输出跟踪误差为

e(t, k + 1) = yd(t)− y(t, k + 1), (3)

其中yd(t)为系统的期望轨迹.相应地,由
∑

e(t, k +

1)表示误差e(t, k + 1)在时间上的积分,即∑
e(t, k + 1) =

t∑
i=0

e(i, k + 1), (4)

则有
∑

e(t+1, k+1)=
∑

e(t, k+1)+e(t+1, k+1).
在以往的 ILC过程中,迭代学习更新律一般由状

态反馈向量和前馈学习量组成,这便要求 ILC系统的
状态变量准确已知或可直接测得.然而,在实际工程
应用中,系统的全部状态通常是难以获得的.鉴于此,
本文采用一种合适的观测器对系统的状态变量进行

估计,实现状态重构.对离散线性系统 (1)构造如下形
式的同维状态观测器:

x̂(t+ 1, k) =

Ax̂(t, k) +Bu(t, k) + L(y(t, k)− ŷ(t, k)),

ŷ(t, k) = Cx̂(t, k).

(5)

其中: x̂(t, k) ∈ Rn为x(t, k)的估计变量, ŷ(t, k) ∈ Rl

为估计输出量,L为待设计的观测器增益矩阵.
为了方便起见,分别引入估计误差、估计量的增

量和估计误差的增量,即
x̃(t, k) = x(t, k)− x̂(t, k),

η̂(t, k + 1) = x̂(t, k + 1)− x̂(t, k),

η̃(t, k + 1) = x̃(t, k + 1)− x̃(t, k).

(6)

式(2)中的迭代学习更新律可采用如下形式:

r(t, k + 1) =

K1η̂(t, k + 1) +K2e(t+ 1, k) +K3×∑
e(t, k + 1) +K4(e(t+ 1, k)− e(t, k)) =

K1η̂(t, k + 1) +K3

∑
e(t, k + 1)+

Ke(t+ 1, k)−K4e(t, k). (7)

其中:K=K2 +K4,K1 ∼ K4为待定的学习增益.该
迭代学习更新律由基于观测器的状态反馈控制和基

于跟踪误差的PID型前馈学习项构成,基于观测器的
PID型 ILC系统的结构如图1所示.特别地,当K3 = 0

时,式 (7)变为基于观测器的PD型迭代学习更新律;
当K3 = 0且K4 = 0时,式 (7)变为基于观测器的P型
迭代学习更新律.由式(1)∼ (7),得到

η̃(t+ 1, k + 1) = (A− LC)η̃(t, k + 1), (8)

η̂(t+ 1, k + 1) = LCη̃(t, k + 1) + (A+BK1)×

η̂(t, k + 1) +BK3

∑
e(t, k + 1)+

BKe(t+ 1, k)−BK4e(t, k), (9)∑
e(t+ 1, k + 1) =

− CAη̃(t, k + 1)− C(A+BK1)η̂(t, k + 1)+

(I − CBK3)
∑

e(t, k + 1)+

(I − CBK)e(t+ 1, k) + CBK4e(t, k), (10)

e(t+ 1, k + 1) =

− CAη̃(t, k + 1)− C(A+BK1)η̂(t, k + 1)−

CBK3

∑
e(t, k + 1) + (I − CBK)e(t+ 1, k)+

CBK4e(t, k). (11)
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图 1 基于观测器的PID型 ILC系统

定义ξ(t, k + 1)=


η̃(t, k + 1)

η̂(t, k + 1)∑
e(t, k + 1)

,结合式 (8)∼

(11),得到如下系统模型:

ξ(t+ 1, k + 1) =

Âξ(t, k + 1) + B̂1e(t, k) + B̂2e(t+ 1, k),

e(t+ 1, k + 1) =

Ĉξ(t, k + 1) + D̂1e(t, k) + D̂2e(t+ 1, k).

(12)

其中

Â = Ā+ B̄0K̄C̄0, B̂1 = B̄1K4, B̂2 = B̄2 − B̄1K,

Ĉ = −C̄1Â, D̂1 = CBK4, D̂2 = I − CBK,

Ā =


A O O

O A O

−CA −CA I

 , B̄0 =


−I O O

I B B

O −CB −CB

 ,

K̄ =


L O O

O K1 O

O O K3

 , C̄0 =


C O O

O I O

O O I

 ,

B̄1 =


O

−B

CB

 , B̄T
2 = [O O I], C̄1 = [C C O].

对于ξ(t, k+1),在时间方向上定义平移算子z,有
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zξ(t, k + 1) = ξ(t+ 1, k + 1). (13)

由式 (13)得到从e(t, k)到ξ(t, k + 1)的传递函数矩阵

为

F (z) = (zI − Â)−1(B̂1 + zB̂2). (14)

假设(zI− Â)−1存在,有(zI− Â)−1(zI− Â)=z(zI−
Â)−1 − (zI − Â)−1Â = I ,则

F (z) = (zI − Â)−1B̂1 + z(zI − Â)−1B̂2 =

B̂2 + (zI − Â)−1(B̂1 + ÂB̂2). (15)

跟踪误差在批次k上的传递函数可写为

Ek(z) = Yd(z)− Yk(z) = Yd(z)− CXk(z). (16)

其中:Ek(z)、Yd(z)、Yk(z)和Xk(z)分别为 e(t, k)、

Yd(t)、Yk(t)和Xk(t)的z变换,有

Ek+1(z) = Ek(z)− C(Xk+1(z)−Xk(z)) =

Ek(z)− C̄1ξk+1(z) = G(z)Ek(z), (17)

式中G(z)为跟踪误差 e(t, k)到 e(t, k + 1)的传递函

数.由式(13)∼ (17),得到

G(z) = I − C̄1F (z) =

(I − C̄1B̂2)− C̄1(zI − Â)−1(B̂1 + ÂB̂2). (18)

因此, ILC系统可重新改写为如下形式: ξ(t+ 1, k + 1) = Aξ(t, k + 1) +Be(t, k),

e(t, k + 1) = Cξ(t, k + 1) +De(t, k).
(19)

其中:A=Ā+ B̄0K̄C̄0,B=B̄1K4 + (Ā+ B̄0K̄C̄0)×
(B̄2 − B̄1K),C=−C̄1,D=I − CBK.
本文的控制目标是针对难以获取状态量的系统

(1),构造一种状态观测器重构系统的状态,并设计基
于观测器的PID型 ILC方案,使得被控系统稳定,并在
指定的有限频域范围内系统的跟踪误差在ℓ2范数意

义上单调收敛至0.
为了分析闭环系统的控制性能,引入以下引理.
引理 1 [11] 假设 {A,B}可控, {C,A}可观,则

式 (13)所描述的闭环离散系统稳定,当且仅当以下
条件成立:

1) ρ(D)<1;
2) ρ(A)<1;
3)系统的传递函数矩阵为G(z) = C(zI −

A)−1B + D, z = ejω, ∀ω ∈ [−π,π],其所有特征值模
均严格小于1.

注1 控制系统的可控性和可观测性是检验控

制器和观测器有效性的必要手段.将可控性秩判据
rank[A AB . . . An−1B] = n和可观测性秩判据

rank[CT (CA)T . . . (CAn−1)T]T=n成立与否作

为判断条件,若该条件不成立,则控制算法不可行.

引理2 [12] 对于传递函数为G(z),且频率响应
矩阵为G(ejω)=C(ejωI −A)−1B+D的离散线性系

统,下列两个不等式是等价的:
1)频域响应不等式为[

G(ejω)
I

]T

Π

[
G(ejω)

I

]
< 0, ∀ω ∈ Θ. (20)

其中:Π为给定的实矩阵且Π=ΠT,Θ为相应的不同
频域范围,如表1所示.

表 1 系统频率取值范围

低频 (LF) 中频 (MF) 高频 (HF)

Θ |ω| < ωl ω1 < ω < ω2 |ω| ⩾ ωh

2)存在矩阵P1=P T
1 ,Q>0使得[

A B

I O

]T

Ξ

[
A B

I O

]
+

[
C D

O I

]T

Π

[
C D

O I

]
< 0.

(21)

其中:Ξ=

[
Ξ1 Ξ2

ΞT
2 Ξ3

]
,Ξ1=−P1,且

Ξ2 =


Q, (LF);

ej
ω1+ω2

2 Q, (MF);
−Q, (HF);

Ξ3 =


P1 − 2 cos(ωl)Q, (LF);

P1 − 2 cos
(ω2 − ω1

2

)
Q, (MF);

P1 + 2 cos(ωh)Q, (HF).

引理3 [13] 给定适当维数的矩阵Γ、Λ和Σ,且
Γ =Γ T,则下列两种表述是等价的:

1)存在矩阵变量W ,使得

Γ + sym{ΛTWΣ} < 0. (22)

2)以下矩阵不等式成立:
Λ⊥TΓΛ⊥ < 0, Σ⊥ = O,Λ⊥ ̸= O;

Σ⊥TΓΣ⊥ < 0, Λ⊥ = O,Σ⊥ ̸= O;

Λ⊥TΓΛ⊥ < 0, Σ⊥TΓΣ⊥ < 0, Λ⊥ ̸= O,Σ⊥ ̸= O.

(23)

2 有限频域范围的稳定性分析

本节讨论基于观测器的PID型 ILC方案,同时以
LMI的形式给出闭环系统跟踪误差单调收敛以及系
统稳定的充分条件.
结合式 (17)可知,当且仅当下列不等式成立,闭

环系统的跟踪误差随着k → ∞收敛至0:

ρ(G(ejω)) ⩽ 1, ∀ω ∈ [−π,π]. (24)

其中:G(ejω)如引理2,为系统传递函数的频率响应矩
阵.然而,在实际的 ILC系统中,即使满足上述条件,
某些控制系统在误差收敛时也可能有较差的瞬态性
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能 (跟踪误差先增大再逐渐衰减).为了解决这类问
题,使得G(ejω)满足以下充分条件:

σ(G(ejω)) < 1, ∀ω ∈ [−π,π], (25)

式中σ(·)为其矩阵参数的最大奇异值.值得注意的
是,控制系统及其性能指标通常具有明显的有限频域
特性,因此,上述条件的频角只需要满足引理 2中的
有限频率范围Θ.此外,为了进一步加快跟踪误差的
收敛速度,可选取标量γ ∈ (0, 1]在作为调优参数,则
有

ρ(G(ejω)) ⩽ σ(G(ejω)) < γ, ∀ω ∈ Θ. (26)

对于给定的标量γ∈(0, 1],由于

σ(G(ejω)) < γ ⇔ ∥G(ejω)∥∞ < γ, ∀ω ∈ Θ, (27)

用∥ · ∥2表示ℓ2范数.不等式(27)成立,则有

∥e(t, k)∥2 ⩽ ∥G(ejω)∥k∞∥e(t, 0)∥2. (28)

因此,若不等式 (26)成立,则闭环系统 (19)的跟踪误
差 e(t, k)在 ℓ2 范数意义上单调收敛趋向于 0,即
lim
k→∞

∥e(t, k)∥2=0.
不等式 (26)的结果可进一步表述为对于任意

ω∈Θ,存在Hermitian矩阵P2(ejω),使得[
G(ejω)

I

]T [
P2(ejω) O

O −γ2P2(ejω)

][
G(ejω)

I

]
< 0.

(29)

其中:P2(ejω)依赖于ω的待定矩阵,式 (29)仍然难以
求解,可考虑P2(ejω)为确定性实矩阵和待定对称实
矩阵两种情形 (即P2(ejω) = I和P2(ejω) = P2)来降低
计算的复杂性.根据P2(ejω)的取值,选择对应的Π ,
不等式(29)即为引理2中的条件1).
为了求得观测器增益矩阵,可借鉴文献 [9]的方

法,假设对于矩阵W0,存在矩阵N0,使得

CW0 = N0C. (30)

其中:矩阵C是满秩的,可奇异分解为C =U [R O]×
V T,U和V 为酉矩阵,R为正对角线元素递减排列的
对角矩阵.矩阵W0和N0分别表示为

W0 = V

[
W11 O

W21 W22

]
V T, (31)

并设N0=URW11R
−1UT,则有

N0C = UR[I O]V T =

UR[I O]V TV

[
W11 O

W21 W22

]
V T = CW0.

首先,考虑P2(ejω) = I ,则Π = diag{I,−γ2I},得
到如下充分条件,确保ILC系统的稳定性和收敛性.

定理1 针对离散线性系统(1)在如式(7)基于观
测器的PID型 ILC作用下,若存在标量γ ∈ (0, 1]和ρ1、

ρ2满足ρ21 − ρ22<0,则对称实矩阵 Ŝ >0、̂Q>0、̂P1>0

以及适当维数的矩阵Y1 = diag{Y11, Y12, Y13}、Y2、

Y3、Ŵ1 = diag{Ŵ01, Ŵ02, Ŵ03},且Ŵ01的形式如式

(31)所示,使得[
Ŝ + sym{ρ2Ŵ1} −ρ1Ŵ

T
1 − ρ2FA

∗ −Ŝ + sym{ρ1FA}

]
< 0, (32)

Ξ̂1 E1 O O O

∗ E2 B̄1Y3 (−C̄1Ŵ1)
T FA

∗ ∗ −γ2I ET
3 F T

B

∗ ∗ ∗ E4 O

∗ ∗ ∗ ∗ −sym{Ŵ1}

 < 0. (33)

其中:E1 = Ξ̂2 − Ŵ T
1 ,E2 = Ξ̂3 + sym{FA},E3 =

I − CBY2,E4 = −I ,FA = ĀŴ1 + B̄0Y1C̄0,FB =

B̄2 − B̄1Y2, Ξ̂1 = Ŵ T
1 Ξ1Ŵ1, Ξ̂2 = Ŵ T

1 Ξ2Ŵ1, Ξ̂3 =

Ŵ T
1 Ξ3Ŵ1,Ξ1 ∼ Ξ3为式 (21)中Ξ的块矩阵.若上述

LMI条件成立,则所得到的闭环系统 (19)在有限频域
Θ内稳定且跟踪误差单调收敛.观测器增益和 ILC参
数分别为

L = Y11N
−1
0 , K1 = Y12Ŵ

−1
02 , K3 = Y13Ŵ

−1
03 ,

K = Y2, K4 = Y3, K2 = K −K4. (34)

式中:N0=URW11R
−1UT,U和V 由矩阵C的奇异分

解求得.
证明 假设不等式 (32)成立,则有 Ŝ + ρ2Ŵ1 +

ρ2Ŵ
T
1 < 0,这意味着 Ŵ1是可逆矩阵,且 Ŵ−1

1 =

diag{Ŵ−1
01 , Ŵ−1

02 , Ŵ−1
03 }.若 Ŵ01的形式如式 (31)所

示,则C = N0CŴ−1
01 , K̄C̄0 = Y1C̄0Ŵ

−1
1 .将不等式

(32)分别右乘和左乘 diag{Ŵ−1
1 , Ŵ−1

1 }及其转置矩
阵,并设W1=Ŵ−1

1 ,S=W T
1 ŜW1,得到[

S O

∗ −S

]
+ sym

{[
−I

AT

]
W1[−ρ2I ρ1I]

}
< 0. (35)

取Γ1 =

[
S O

∗ −S

]
,Λ1 = [−I A],Λ⊥

1 =

[
A

I

]
,Σ1 =

[−ρ2I ρ1I],Σ⊥
1 = [ρ1I ρ2I]

T.将引理3的结果用于
不等式(35),得到

Λ⊥T
1 Γ1Λ

⊥
1 = ATSA− S < 0, (36)

这表明 ρ(A) < 1,即引理 1中的条件 2)成立.而
Σ⊥T

1 Γ1Σ
⊥
1 = (ρ21 − ρ22)S,当 Ŝ > 0时,S > 0,则

Σ⊥T
1 Γ1Σ

⊥
1 <0也成立.

若不等式(33)成立,则下列不等式成立:[
−γ2I (I − CBY2)

T

∗ −I

]
< 0, (37)

对式 (37)采用等效变换,得到DTD − γ2I < 0,则
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ρ(D)<γ⩽1,满足引理1的条件1).式(33)可改写为[
Ψ1 J1

∗ O

]
+ sym

{[
N1

−I

]
Ŵ1[O I]

}
< 0, (38)

其中

Ψ1 =


Ξ̂1 E1 O O

∗ E2 B̄1Y3 (−C̄1Ŵ1)
T

∗ ∗ −γ2I ET
3

∗ ∗ ∗ E4

 ,

JT
1 = [O O FB O], NT

1 = [O AT O O].

由引理3,得到

[I N1]

[
Ψ1 J1

∗ O

][
I

NT
1

]
= Ψ1 + sym{N1J

T
1 } =


Ξ̂1 E1 O O

∗ E2 B̄1Y3 +AFB (−C̄1Ŵ1)
T

∗ ∗ −γ2I ET
3

∗ ∗ ∗ E4

 < 0. (39)

将不等式 (39)左右两边分别乘以diag{Ŵ T
1 , Ŵ

T
1 , I, I}

及其转置矩阵,并设P1 =W T
1 P̂1W1,Q=W T

1 Q̂W1,则
Ξ1 =W T

1 Ξ̂1W1,Ξ2 =W T
1 Ξ̂2W1,Ξ3 =W T

1 Ξ̂3W1,得到
如下不等式: 

Ξ1 F1 O O

∗ F2 W T
1 B CT

∗ ∗ −γ2I DT

∗ ∗ ∗ −I

 < 0. (40)

其中:F1=Ξ2 −W1,F2 = Ξ3 + sym{ATW1}.不等式
(40)进一步改写为

Ξ1 F1 O

∗ F3 W T
1 B +CTD

∗ ∗ −γ2I +DTD

 =

Γ3 + sym{ΛT
3W1Σ3} < 0. (41)

其中

F3 = Ξ3 + sym{ATW1}+CTC,

Γ3 =


Ξ1 Ξ2 O

∗ Ξ3 +CTC CTD

∗ ∗ −γ2I +DTD

 ,

ΛT
3 =


−I

AT

BT

 , Σ3 = [O I O].

取Λ⊥
3 =

[
AT I O

BT O I

]T

,Σ⊥
3 =

[
I O O

O O I

]T

,对不等式

(41)再次运用引理3,得到

Λ⊥T
3 Γ3Λ

⊥
3 < 0, Σ⊥T

3 Γ3Σ
⊥
3 < 0. (42)

式 (42)的第1个不等式可等价变换为引理2中的不等
式 (21),故当Π=diag{I,−γ2I}时,引理2中的不等式
(20)也成立,满足引理1的条件3). 2
下面考虑P2(ejω) =P2,而P2为待定对称实矩阵,

则Π = diag{P2,−γ2P2}.这种情况与P2(ejω) = I的

结果不同,所得条件更为复杂.
定理2 针对离散线性系统 (1),在如式 (7)基于

观测器的PID型 ILC算法作用下,若存在标量 γ ∈
(0, 1]和ρ1、ρ2满足ρ21 − ρ22 < 0,对称实矩阵 Ŝ > 0,
Q̂>0, P̂1、̂P2>0以及适当维数的矩阵Y1=diag{Y11,

Y12, Y13}、Y2、̂G1、̂G2、̂G3、̂W1=diag{Ŵ01, Ŵ02, Ŵ03}
和Ŵ2,且Ŵ01的形式如式 (31)所示,使得不等式 (32)
以及下列LMI同时成立:

H1 H2 H3 H4

∗ H5 H6 H7

∗ ∗ −sym{Ŵ2} O

∗ ∗ ∗ −sym{Ŵ1}

 < 0. (43)

其中

H1 =

[
P̂2 − sym{Ĝ1} −C̄1Ŵ1 − Ĝ2

−(C̄1Ŵ1)
T − ĜT

2 Ξ̂3 + sym{FA}

]
,

H2 =

[
Ŵ2 − CBY2 − Ĝ3 O

−(C̄1Ŵ1)
T + B̄1Y3 Ξ̂T

2 − Ŵ1 + F T
A

]
,

H3 =

[
ĜT

1 − Ŵ2

−(C̄1Ŵ1)
T + ĜT

2

]
, H4 =

[
O

FA

]
,

H5 =[
−γ2P̂2 + sym{Ŵ2 − CBY2} (B̄1Y3)

T

B̄1Y3 Ξ̂1 − sym{Ŵ1}

]
,

H6 =

[
ĜT

3 + (Ŵ2 − CBY2)
T − Ŵ2

O

]
, H7 =

[
F T
B

FA

]
,

FA = ĀŴ1 + B̄0Y1C̄0, FB = B̄2Ŵ2 − B̄1Y2,

Ξ̂1 = Ŵ T
1 Ξ1Ŵ1, Ξ̂2 = Ŵ T

1 Ξ2Ŵ1, Ξ̂3 = Ŵ T
1 Ξ3Ŵ1,

而Ξ1 ∼ Ξ3为式 (21)中Ξ的块矩阵.则闭环系统 (19)
在有限频域Θ内稳定且跟踪误差单调收敛.观测器
增益和 ILC参数L和K1、K2、K3可通过式 (34)求得,
而K=Y2Ŵ

−1
2 ,K4=Y3Ŵ

−1
2 .

证明 不等式 (32)确保了引理1的条件2)成立.
定理2的不等式同样可表明Ŵ1和Ŵ2均为非奇异矩

阵,矩阵不等式(43)可改写为[
Ψ2 J2

∗ O

]
+ sym

{[
N2

−I

]
Ŵ1[O I]

}
< 0. (44)

其中
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Ψ2 =


H1 H2 H3

∗ H5 H6

∗ ∗ −sym{Ŵ2}

 ,

JT
2 = [O O FB O O],

NT
2 = [O AT O AT O].

由引理3可知,下列不等式成立:

[I N2]

[
Ψ2 J2

∗ O

][
I

NT
2

]
= Ψ2 + sym{N2J

T
2 } < 0.

(45)

设W1 = Ŵ−1
1 ,W2 = Ŵ−1

2 ,将上述不等式前后分别乘
以diag{W T

2 ,W
T
1 ,W

T
2 ,W

T
1 ,W

T
2 }及其转置矩阵,得到

Ĥ1 Ĥ2 Ĥ3

∗ Ĥ5 Ĥ6

∗ ∗ −sym{W2}

 < 0, (46)

其中

Ĥ1 =

[
P2 − sym{G1} W T

2 C −G2

CTW2 −GT
2 Ξ3 + sym{ATW1}

]
,

Ĥ2 =

[
W T

2 D −G3 O

CTW2 +W T
1 B ΞT

2 −W T
1 +ATW1

]
,

Ĥ5 =

[
−γ2P2 + sym{DTW2} BTW1

W T
1 B Ξ1 − sym{W1}

]
,

Ĥ3 =

[
GT

1 −W T
2

CTW2 +GT
2

]
,

Ĥ6 =

[
GT

3 +DTW2 −W T
2

O

]
,

G1 = W T
2 Ĝ1W2, G2 = W T

2 Ĝ2W1, G3 = W T
2 Ĝ3W2,

Q = W T
1 Q̂W1, P1 = W T

1 P̂1W1, P2 = W T
2 P̂2W2.

不等式(46)可进一步改写为

Γ4 + sym{ΛT
4W3Σ4} < 0, (47)

式中

Γ4 =

P2 − sym{G1} −G2 −G3 O GT
1

∗ Ξ3 O ΞT
2 GT

2

∗ ∗ −γ2P2 O GT
3

∗ ∗ ∗ Ξ1 O

∗ ∗ ∗ ∗ O


,

Λ4 =

[
O A B −I O

O C D O −I

]
,

W3 =

[
O W1 O W1 O

W2 O W2 O W2

]
, Σ4 = I.

选择Λ⊥
4 =


I O O O O

O I O AT CT

O O I BT DT


T

,Σ⊥
4 =O,由引理3,得

到

Λ⊥T
4 Γ4Λ

⊥
4 = Γ5 + sym{ΛT

5W4Σ5} < 0. (48)

其中

Γ5 =


P2 O O

∗ E5 ATΞ1B +ΞT
2B

∗ ∗ −γ2P2 +BTΞ1B

 ,

E5 = ATΞ1A+ sym{ΞT
2A}+Ξ3,

Λ5 = [−I C D], W4 = [G1 G2 G3], Σ5 = I.

选取Λ⊥
5 =

[
CT I O

DT O I

]T

,Σ⊥
5 =O,再次运用引理3的

结论,则有以下不等式成立:

Λ⊥T
5 Γ5Λ

⊥
5 =

A B

I O

O I


T

Ξ1 Ξ2 O

∗ F4 CTP2D

∗ ∗ −γ2P2 +DTP2D



A B

I O

O I

<0.

(49)

式中:F4 = Ξ3 + CTP2C,由矩阵不等式 (49)可知
−γ2P2 + DTP2D < 0,从而得到ρ (D) < γ ⩽ 1,满
足引理1的条件1).通过矩阵不等式变换,式(49)可进
一步改写为引理2中的式 (21),由引理2的结论,引理
1的条件3)也成立. 2

注2 与以往有限频域范围 ILC过程相比,本文
在定理2中,引入了松弛矩阵G1、G2、G3,从而降低控
制系统的保守性,提高本控制方案的适用性.

3 仿真实ֻ

为了验证所提出算法的有效性,以桁架机器人系
统[14]为研究对象.桁架机器人常用于执行物品搬运
这种重复性任务,它是一种基于空间XY Z直角坐标

系的3轴机器人, 3个轴在空间上相互垂直正交.可忽
略3个轴间的相互影响,采用开环频率响应方法对各
轴进行建模,获得Z轴传递函数为

Gz(s) =
15.886 9(s+ 850.3)

s(s2 + 707.6s+ 3.377× 105)
. (50)

假设控制系统每个批次的运行时间为Tp = 2 s,以采
样时间Ts =0.01 s将式 (50)离散化,得到系统 (1)的离
散线性状态空间模型、系数矩阵分别为
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A =


0.994 1 0.040 76 0.108 2

0.125 0 0 0

0 0.062 5 0

 ,

B =


0.031 25

0

0

 ,

C = [0.011 67 0.009 147 0.008 895].

系统重复运行时,各批次的初始状态为0.定义系
统的期望轨迹为yd(t) = 0.01 sin(πt)2,期望轨迹在时
域中的曲线如图2(a)所示,其频谱曲线如图2(b)所示.
由图2(b)可见,参考轨迹的有效谐波是0Hz ∼ 5Hz,
为低频范围,故选择ωl = 0.1π.选取 γ = 0.9, ρ1 =

1, ρ2 = −10.由定理 2,可求得基于观测器的PID型
ILC参数分别为

L = [54.152 8 4.391 9 2.529 7]T,

K1 = [−33.986 8 − 5.239 7 − 5.562 7],

K2 = 1915.03, K3 = 2195.28, K4 = −25.924 8.
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图 2 系统的期望轨迹及其频谱图

为了更好地体现所提出基于观测器的 PID型
ILC方法的优越性,考虑基于观测器的其他 ILC算法,
并将这些算法进行对比分析.此时,在相同条件下,可
求得基于观测器的PD型ILC参数分别为

L = [48.327 6 3.449 8 1.915 4]T,

K1 = [−36.722 5 − 2.306 2 − 3.836 2],

K2 = 1635.33, K4 = −543.862 8.

基于观测器的P型ILC参数分别为

L = [43.342 6 3.503 6 2.308 0]T,

K1 = [−39.004 0 − 1.009 0 − 2.231 1],

K2 = 859.886 7.

为了评价跟踪性能,引入均方根误差,即

RMS =

√√√√ 1

201

200∑
t=0

e2(t, k). (51)

图3(a)为系统的跟踪误差随着时间和运行批次
的变化曲线.由图3(a)可见,控制系统在时间方向保
持稳定,且其跟踪误差沿迭代方向单调收敛.图3(b)
为基于观测器PID型 ILC系统和基于观测器的其他
ILC方案下,均方根误差 (RMS)随迭代次数的变化曲
线.显然,随着迭代批次的增加,系统的跟踪误差均逐
渐减少,最终趋于0,且在使用基于观测器PID型 ILC
方法时,系统跟踪误差收敛速度更快,跟踪性能更好,
更有利于改善系统的控制过程,体现了所提出方法的
优势.
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图 3 跟踪误差变化曲线和RMS曲线

4 结 论

本文针对重复运行的离散线性系统,讨论了有限
频域范围内基于观测器的PID型 ILC设计问题.通过
广义KYP引理,在有限频域范围内以LMI的形式建
立了闭环系统的稳定和跟踪误差单调收敛的充分条

件,并求得控制器和观测器参数.最后,通过桁架机器
人系统的仿真,验证了所提出算法的有效性.所提出
控制方法是基于线性系统提出的,而实际控制系统却
往往带有非线性特性.因此,本文后续将研究非线性
系统有限频域的ILC设计问题,扩展ILC算法的应用.
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