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不协调广义多尺度决策系统的最优尺度组合的层次关系
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摘 要: 多尺度信息系统是一类特殊的对象-属性值系统,数据集中的每个对象在每个属性下根据不同的尺度或
粒度可呈现出不同的值,并从细粒度属性值域到粗粒度属性值域间存在粒信息变换函数.从多尺度数据集中的每
个属性中选择一个满足预设条件的尺度用于最终的决策分析 (这个过程称为最优尺度组合选择)是多尺度决策系
统知识获取的关键问题.针对不协调广义多尺度决策系统的最优尺度组合选择问题,首先,通过引入三层思维提
出广义决策类最优尺度组合和对象最优尺度组合的概念,讨论两者间的层次关系;然后,提出属性约简诱导的最优
尺度组合和关键尺度组合的概念,讨论对象关键尺度组合与广义决策类关键尺度组合间的层次关系;最后,依据对
象关键尺度组合与广义决策类关键尺度组合间的层次关系给出两者间互相计算的方法.
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Abstract: A multi-scale information system is an attribute-value system in which each object under each attribute is
represented by different scales at different levels of granulations having a granular information transformation from a
finer to a coarser labelled value. For a given multi-scale decision system, a key step is the selection of an optimal scale
for each attribute to determine a proper decision table with some requirement for final decision or classification, and
such a process is called the optimal scale combination selection. Aiming at the problem of optimal scale combination
selection in inconsistent generalized multi-scale decision systems, by introducing tri-level thinking, concepts of optimal
scale combinations for generalized decision classes and object scale combinations in inconsistent generalized
multi-scale decision systems are first introduced, and the hierarchical relationship between them is discussed. Notions
of optimal scale combinations and key scale combinations induced by an attribute reduct are then defined, and the
hierarchical relationship between object key scale combinations and generalized decision class key scale combinations
is examined. Finally, methods of mutual calculation between key scale combinations of objects and key scale
combinations of generalized decision classes are presented.
Keywords: granular computing；rough sets；information system；muti-scale information system；optimal scale
combination

0 引 䀰

随着信息技术不断深入人们的生产生活,社会
各领域涌现出了大量需要基于大数据进行决策的场

景.如何面向大量复杂决策数据进行挖掘,实现智能
化决策是当前人工智能领域的重要研究方向.作为
一种处理复杂数据的重要计算范式,粒计算 (granular
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computing, GrC)在大数据挖掘和分析方面呈现出独
特的优势[1-4],其以粒 (granule)为基本计算单位,以信
息粒化等方式简化复杂问题求解[5-9].

Pawlak[10]提出的粗糙集数据分析是推动和发展

粒计算研究的一个重要模型,该模型的数据以各种

信息系统形式呈现,通过定义在数据样本集上的二

元关系来构造“粒”,通过属性约简等手段挖掘出蕴

含在数据集中的决策规则集.原始的Pawlak粗糙集

数据分析及其推广模型所呈现的信息系统中每个对

象在每个属性上只取唯一的值,即信息系统是单一尺

度属性的数据.然而,在实际生活中,呈现在人们面前

的数据可以是多尺度的,人们可能要根据不同的目标

需求,以较低的计算代价选择合适的尺度或粒度进行

最终的分析和决策.针对类似问题, Wu等[11]提出了

多尺度信息系统的数据分析模型,后称Wu-Leung模

型[12].由于Wu-Leung模型假设不同的属性具有相同

的尺度个数,而实际问题的数据集中可能不同的属性

具有不同的尺度个数,基于此, Li等[12]通过引入尺度

组合概念提出了广义多尺度信息系统的数据分析模

型.从广义多尺度信息系统 (或决策表)选择一个针

对目标需求的最优尺度组合,提取出一个单尺度的信

息系统或决策表用于最终决策.最优尺度选择是Wu-

Leung多尺度信息系统及其各种推广数据模型中知

识获取研究的关键问题,已成为多尺度数据分析研究

的一个重要方向[13-34].
根据粗糙集数据分析中由下近似算子和上近似

算子将对象空间划分为正域、负域和边界域的思想,
Yao[35-36]提出了三支决策 (three-way decision)模型,
不同于传统接受-拒绝的非此即彼决策思想,三支决
策模型将中间态 (延迟决策)的选项纳入其中,是一种
更符合人类认知习惯的决策模型.目前,三支决策思
想 已 被 引 入 研 究 多 尺 度 数 据 的 决 策 问 题

中[17, 31-33, 37-38].近年来,在三支决策基础上提出的
三层思维 (tri-level thinking)[39-42]是一个新的处理和

分析问题的思考方式,其主要思想是从3个相对简单,
但有针对性的层面来观察和处理一个复杂的整体.

Zhang等[41]将三层思想应用于单一尺度的信息

系统中,采用粗糙集方法从对象-决策类-系统分类3
个层面讨论了决策系统中属性约简的层次关系.从
理论上提示了对象的(局部)约简、决策类的约简和系
统的分类约简关系及其相互转化,为决策系统的粗糙
集数据分析提供了新手段.众所周知,多尺度决策系
统的最优尺度选择是多尺度数据知识获取的一个关

键步骤.迄今为止,广义多尺度决策系统的 (系统)最

优尺度组合和对象 (局部)最优尺度组合的选择大多
数是根据定义直接计算的,且较少考虑两者间的转化
关系.针对多尺度数据分析的最优尺度组合选择和
知识获取问题,本文借鉴文献 [41]的思想,将三层思
想应用于不协调广义多尺度决策系统,探索从对象、
决策类、系统分类3个视角对多尺度决策系统的最优
尺度组合选择和属性约简的研究,讨论不协调广义多
尺度决策系统中最优尺度组合的层次关系,在此基础
上,进一步结合属性约简提出关键尺度组合概念,即
仅考虑属性约简中的属性尺度组合下研究最优尺度

组合的层次关系,并给出层级间互相计算的方法.

1 相关基础知识

本节简要介绍信息系统和多尺度信息系统的相

关概念和性质.

1.1 信息系统

一个信息系统[10]为一个二元组 (U,A).其中:
U = {x1, x2, . . . , xn}为一个非空有限对象集,也称
为论域;A = {a1, a2, . . . , am}为一个非空有限属性
集,对于∀a ∈ A, a为U到Va的映射U −→ Va,Va =

{a(x)|x ∈ U}为属性a的值域.
若B为A的非空子集,则RB={(x1, x2)|ai(x1)=

ai(x2), x1, x2 ∈ U,∀ai ∈ B} 称为由B诱导的不可分

辨关系.论域U被关系RB划分为两两不相交的等价

类U/RB = {[x]B|x∈U},其中 [x]B = {y ∈U |(x, y)∈
RB}.将U/RB简记为πB .
对于论域U的任意非空子集X ,X关于属性子

集B的上近似和下近似定义如下式所示:

RB(X) = {x ∈ U |[x]B
∩
X ̸= ∅}, (1)

RB(X) = {x ∈ U |[x]B ⊆ X}. (2)

称 (RB(X), RB(X))为X关于属性子集B的Pawlak
粗糙集[10].
二元组S = (U,C

∪
{d})称为一个决策系统[10].

其中: (U,C)为一个信息系统,C称为条件属性集, d /∈
C为决策属性,由决策属性d诱导的不可分辨关系为

Rd = {(x1, x2)|x1, x2 ∈ U, d(x1) = d(x2)}. (3)

不失一般性,假设Vd={1, 2, . . . , s},则Rd将论域U划

分为两两不相交的决策类,有

U/Rd = {D1, D2, . . . , Ds} = {[x]d|x ∈ U}, (4)

其中Dj = {x∈U |d(x) = j}(j =1, 2, . . . , s).将U/Rd

简记为πd.
对象x的决策为j当且仅当 [x]d =Dj ,Dj称为对

象x的决策类.若RC ⊆ Rd,则称该决策系统S是协

调的;否则,称S是不协调的.
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对于协调决策系统S = (U,C
∪
{d}),B ⊆ C,若

B满足: 1) [x]B ⊆ [x]d,∀x ∈ U ; 2) ∀r ∈ B,∃x ∈ U ,
[x]B−{r} ⊈ [x]d.则称B是决策系统S的一个约简.

1.2 多尺度信息系统

一个多尺度信息系统[11]为一个二元组 (U,A).
其中:U = {x1, x2, . . . , xn}为非空有限对象集,称为
论域;A = {a1, a2, . . . , am}为非空有限属性集,且每
个属性均是多尺度属性.若所有属性均具有 I个相

同的尺度等级,则一个多尺度信息系统可表示为
(U, {akj |k = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . ,m}).其中: akj :

U −→ V k
j ,V k

j 为属性 aj在第 k个尺度标记下的值

域.对于 j = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , Ij−1,存在满射
gk,k+1
j : V k

j −→ V k+1
j ,使得ak+1

j =gk,k+1
j ◦akj ,称映射

gk,k+1
j 为信息粒度变换.
记Ak = {akj |j = 1, 2, . . . ,m}(k = 1, 2, . . . , I),则

一个多尺度信息系统S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , I, j =

1, 2, . . . ,m})可分解为I个信息系统S = (U,Ak)(k=

1, 2, . . . , I).
称 (U,C

∪
{d})为一个多尺度决策系统.其中:

(U,C) = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . ,m})为
一个多尺度信息系统;决策属性d为一个单尺度标记

属性,且d /∈ {akj |k = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . ,m}, d :

U −→ Vd,Vd为决策属性d的值域.
设S = (U,A)为一个多尺度信息系统,若其中每

个属性均是多尺度属性,且不同的属性具有不同的尺
度个数,则称S为一个广义多尺度信息系统[12].设属
性aj具有 Ij个尺度等级标记,则一个广义多尺度信
息系统可表示为(U, {akj |k=1, 2, . . . , Ij , j =1, 2, . . . ,

m}).其中: akj : U −→ V k
j , V

k
j 为属性aj在第k个尺

度标记等级下的值域;对于 j = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2,

. . . , Ij−1,存在满射gk,k+1
j : V k

j −→ V k+1
j ,使得ak+1

j =

gk,k+1
j ◦ akj ,称gk,k+1

j 为信息粒度变换.
对于广义多尺度信息系统S = (U, {akj |k = 1,

2, . . . , Ij , j = 1, 2, . . . ,m}),若属性aj ∈ A取第 lj个

尺度标记 (1 ⩽ lj ⩽ Ij), j = 1, 2, . . . ,m,记L = (l1,

l2, . . . , lm),则称L为系统S = (U,A)的一个尺度组

合[12],记系统S的全体尺度组合为L,则系统S的每

个尺度组合L = (l1, l2, . . . , lm)对应一个完备的信息

系统SL=(U,AL),其中AL={al11 , a
l2
2 , . . . , a

lm
m }.

定义1 [12] 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j =

1, 2, . . . ,m})为一个广义多尺度信息系统,L1 =

(l11, l
1
2, . . . , l

1
m) ∈ L,L2 = (l21, l

2
2, . . . , l

2
m) ∈ L,若对于

∀j ∈{1, 2, . . . ,m},均有 l1j ⩽ l2j ,则称尺度组合L1细于

L2,或称L2粗于L1,记作L1 ≼ L2.若L1≼L2,且存在
j ∈ {1, 2, . . . ,m},使得 l1j < l2j ,则称尺度组合L1严格

细于L2,或称L2严格粗于L1,记作L1≺L2.
对于L1∈L,L2∈L,若满足L1≼L2或L1≽L2,则

称L1与L2可比较;否则,称L1与L2不可比较.
定理1 [12] 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j =

1, 2, . . . ,m})为一个广义多尺度信息系统,L1 = (l11,

l12, . . . , l
1
m)∈L,L2=(l21, l

2
2, . . . , l

2
m)∈L,定义

L1

∨
L2 = (l11

∨
l21, l

1
2

∨
l22, . . . , l

1
m

∨
l2m), (5)

L1

∧
L2 = (l11

∧
l21, l

1
2

∧
l22, . . . , l

1
m

∧
l2m). (6)

其中

l1j
∨

l2j = max{l1j , l2j},

l1j
∧

l2j = min{l1j , l2j},

j = 1, 2, . . . ,m,

则L1 ≼L2 ⇔L1

∧
L2 =L1 ⇔L1

∨
L2 =L2,且(L,≼,∧

,
∨
)为一个完备格,其最大元为 (I1, I2, . . . , Im),最

小元为(1, 1, . . . , 1).
设S = (U,A) = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m})为一个广义多尺度信息系统,B ⊆ A,L =

(l11, l
1
2, . . . , l

1
m) ∈ L,记LB为尺度组合L在属性子集

B上的限制.若A= {a1, a2, a3, a4},B= {a1, a4},L=

(3, 2, 2, 1),则LB=(3, 1).
称S=(U,C

∪
{d})=(U, {akj |k=1, 2, . . . , Ij , j=

1, 2, . . . ,m}
∪
{d})为一个广义多尺度决策系统.其

中: (U,C)为一个广义多尺度信息系统; d /∈ {akj |k =

1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2, . . . ,m}为一个单尺度标记属
性, d : U−→Vd,Vd为决策属性d的值域.
设BL为广义多尺度决策系统在尺度组合L下

属性集C的子集,记S中最细的尺度组合为L0,显然
有L0 ≼ L对于∀L ∈ L成立.在最细尺度L0 = (1,

1, . . . , 1)下的属性子集记为BL0 .若决策系统

SL0 =

(U,CL0
∪
{d}) = (U, {a1j |j = 1, 2, . . . ,m}

∪
{d})

(7)

是协调的,即RCL0 ⊆ Rd,则称S是协调的;否则,称S

是不协调的.记∂CL(x)={d(y)|y∈ [x]CL}为对象x在

尺度组合L下的广义决策值,即对象x的等价类在尺

度组合L下所有可能的决策值的集合,不难得到以下
推论.
推论1 设SL0 = (U,CL0

∪
{d})为一个决策系

统,则

RCL0 ⊆ Rd ⇔ ∀x ∈ U, |∂CL
0
(x)| = 1.

2 三层思维下的决策系统

Zhang等[41]从三层理论出发,以对象、决策类和
分类3个视角对决策系统的属性约简问题做出探讨,
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本节介绍决策系统中三层思想的相关理论.

2.1 基本定义

定义2 [10] 记πC为决策系统S = (U,C
∪
{d})

中由属性集C导出的等价关系对于论域U的划分,则
S中决策类Dj关于划分πC 的正域、负域和边界域分

别定义如下:

POS (Dj |πC) = {x ∈ U |[x]C ⊆ Dj}; (8)

NEG (Dj |πC) = {x ∈ U |[x]C ⊆ Dc
j}, Dc

j = U −Dj ;

(9)

BND (Dj |πC) =

{x ∈ U |[x]C
∩
Dj ̸= ∅, [x]C

∩
Dc

j ̸= ∅}. (10)

记

POS (πd|πB) =
s∪

j=1

POS(Dj |πB), B ⊆ C. (11)

2.2 属性约简的层次关系

文献 [41]采用了3种属性约简刻画单尺度决策
系统S=(U,C

∪
{d}),具体如下.

1)对象属性约简 (object-specific attribute reduct),
对象x ∈ U的所有对象属性约简RED (x) = {B ⊆
C|[x]B⊆ [x]d,且∀r∈B, [x]B−{r}⊈ [x]d}.

2)决 策 类 属 性 约 简 (class-specific attribute
reduct),决策类Dj ∈ πd的所有决策类属性约简

RED (Dj) = {B ⊆ C|∀x ∈Dj , [x]B ⊆ [x]d,且∀r ∈ B,

[x]B−{r}⊈ [x]d}.
3)分类属性约简 (classification-specific attribute

reduct), 单 尺 度 决 策 系 统 S 的 分 类 属 性 约 简

RED (πd)={B⊆C|∀x∈U, [x]B⊆ [x]d,且∀r∈B, ∃y∈
U,使得[y]B−{r}⊈ [y]d}.
全体对象属性约简、决策类属性约简和分类属性

约简分别构成S中属性约简的对象层、决策类层和分

类层.对象层与决策类层间的关系由定理2和定理3
给出.

定理 2 [41] 设S = (U,C
∪
{d})为一个决策系

统,Dj ∈πd,B ∈RED (Dj),则对于∀x∈POS (Dj |πC),

∃B′∈RED (x),使得B′ ⊆ B.
定理 3 [41] 设S = (U,C

∪
{d})为一个决策系

统,Dj ∈ πd,对于任意的决策类约简B ∈ RED (Dj),
存在一族对象约简 {Byi

|Byi
∈ RED (yi), yi ∈

POS (Dj |πC), i=1, 2, . . . , r},使得B=
r∪

i=1

Byi
.

定理2和定理3表明对象层与决策类层的关系
可概括如下:决策类属性约简可通过其所包含对象
的对象属性约简取“

∪
”运算得到.决策类层与分类

层的关系是相似的,即对象属性约简、决策类属性约
简、分类属性约简3者从左到右可依次计算;反之,从
右到左则一般不成立,这是因为存在不被任何决策类
属性约简所包含的对象属性约简,称为盲点[41](“the
3rd blind spot”),如例1所示.
例1 设S = (U,C

∪
{d})为一个决策系统.其

中:U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7},C = {a1, a2, a3,
a4},Vd={1, 2}. D1={x1, x2, x5, x6}和D2={x3, x4,

x7}为两个决策类.对象属性约简、决策类属性约简
以及分类属性约简分别如表1所示.

表 1 例1中的属性约简

subject RED

x1 {a1, a2}, {a1, a3}

x2 {a3}

x3 {a1}, {a2, a4}

x4 {a4}

x5 {a3}, {a4}

x6 {a4}

x7 {a1, a4}

D1 {a1, a3}, {a3, a4}

D2 {a1, a4}

πd {a1, a3, a4}

表1中对象属性约简、决策类属性约简、分类属
性约简从下到上分别构成了S中属性约简的对象层、

决策类层和分类层,如图1所示.从下往上看,决策类
属性约简可通过对象属性约简取“

∪
”运算得到,分类

属性约简可通过决策类属性约简取“
∪
”运算得到.

{ , , }a a a1 3 4

{ , }, { , }a a a a1 2 1 3 {a3} { }, { }a a3 4 {a4} { }, { , }a a a1 2 4 {a4} { , }a a1 4

x1 x2 x5 x6 x3 x4 x7

D2D1

π
d

{ , }, { , }a a a a1 3 3 4 { , }a a1 4

图 1 例1中属性约简的层次关系
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注意到, {a2, a4} ∈ RED (x3),x3 ∈ D2,而∀B ∈
RED (D2),有 {a2, a4} ⊈ B,即 {a2, a4}无法由
RED (D2)中的元素通过“

∩
”和“

∪
”运算得到,故由

上往下时,对象属性约简一般无法全部由决策类属性
约简通过删减属性得到.

3 不协调广义多尺度信息系统的层次关系

本节将三层思想应用于不协调广义多尺度决策

系统中,讨论不协调广义多尺度决策系统中的最优尺
度组合中的层次关系.
设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2, . . . ,m}∪

{d}) 为一个不协调广义多尺度决策系统.
∂CL0 (x) = {d(y)|y ∈ [x]CL0}为对象x ∈ U在最细尺

度L0下的广义决策,在不至于引起混淆的情况下将
∂CL0简记为∂C .采用广义决策∂C代替原决策属性d

得到一个新的广义多尺度决策系统,记为S∂ = (U,

C
∪
{∂C}) = (U, {akj |k= 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2, . . . ,m}∪

{∂C}),则易见,S∂是协调的.
设S = (U,C

∪
{d})为一个不协调广义多尺度

决策系统,定义由广义决策∂C诱导的不可分辨关系

R∂C
={(x1, x2)|x1, x2∈U, ∂C(x1)=∂C(x2)}.
记V∂C

= {∂CL0 (x)|x ∈ U}为广义决策∂C的值

域.若∂CL0 (x)=ρ,记GDρ={y|∂CL0 (y)=ρ}为对象x

的广义决策类,则论域U被关系R∂C
粒化为两两不相

交的广义决策类U/R∂C
= {GDρ1

,GDρ2
, . . . ,GDρt

},
简记为 π∂C

. U 中对象 x关于关系R∂C
的等价类为

[x]∂C
={y∈U |(x, y)∈R∂C

}.
众所周知,最优尺度组合的选择是从不协调广

义多尺度决策系统中进行知识获取的一个关键步

骤.以下从对象、广义决策类、分类3个层面讨论不
协调广义多尺度决策系统中最优尺度组合的计算问

题.
定义3 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

L ∈ L称为S的一个分类最优尺度组合,若满足:
1) POS (π∂C

|πCL)=POS (π∂C
|πCL0 ); 2)对于∀L1 ∈L,

L1 ≻ L,有POS (π∂C
|πCL1 ) ̸= POS (π∂C

|πCL0 ).其中
POS (π∂C

|πCL0 ) =
∪

ρ∈V∂C

POS (GDρ|πCL0 ).记S所有

分类最优尺度组合的集合为OOS (π∂C
).

定义4 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

ρ ∈ V∂C
,L ∈ L称为广义决策类GDρ的一个最优尺

度 组 合, 若 满 足: 1) POS (GDρ|πCL) =

POS (GDρ|πCL0 ); 2)对于 ∀L1 ∈ L,L1 ≻ L,有
POS (GDρ|πCL1 ) ̸= POS (GDρ|πCL0 ).则记广义决策
类GDρ的最优尺度组合的集合为OOS (GDρ).

定义5 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

x ∈ U ,L ∈ L称为对象x的一个最优尺度组合, 若满
足: 1) [x]CL ⊆ [x]∂C

; 2)对于 ∀L1 ∈ L,L1 ≻ L,有
[x]CL1 ⊈ [x]∂C

.则记对象x的最优尺度组合的集合

为OOS (x).
{OOS (x)|x ∈ U}、{OOS (GDρ)|GDρ ∈ π∂C

}和
OOS (π∂C

)分别构成了不协调广义多尺度决策系统

中最优尺度组合的对象层、广义决策类层和分类层.
广义决策类层与对象层的关系由定理4给出.

定理4 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

GDρ ∈ π∂C
,记GDρ/RC = {[x]C |x ∈ GDρ},记GDρ

中等价类的个数为 p = |GDρ/RC |,定义GDρ的分

解集合SGDρ
= {yi|i = 1, 2, . . . , p,

p∪
i=1

[yi]C = GDρ,

[yi]C
∩
[yj ]C = ∅(i ̸= j)}(即GDρ/RC的代表类),则

∀L∈OOS (GDρ),∃Li∈OOS (yi),其中yi∈SGDρ
,使得

L1

∧
L2

∧
. . .

∧
Lp=L.

䇱明 由于L∈ OOS (GDρ),对于∀yi ∈ SGDρ
(i=

1, 2, . . . , p),有 [yi]CL ⊆ [yi]∂C
,即∃L′

i ∈ OOS (yi),使得

L≼L′
i;令L′=

p∧
i=1

L′
i,则L≼L′,且POS (GDρ|πCL′ )=

POS (GDρ|πCL0 ),则L≽L′,从而L=L′,取Li=L′
i.2

推论2 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

xi ∈ U , GDρ ∈ π∂C
,对于 ∀Li ∈ OOS (xi)和L ∈

OOS (GDρ),若L与Li是可比较的,则Li≽L.
定理4和推论2表明,最优尺度组合的对象层与

广义决策类层间同样存在层次关系,即广义决策类最
优尺度均可由对象最优尺度组合作“

∧
”运算得到;反

之,由于并非每个对象最优尺度组合均存在相应的广
义决策类最优尺度组合与之可比较粗细,一般不能由
广义决策类最优尺度组合计算得到全体对象最优尺

度组合.
下面引入属性约简诱导的最优尺度组合,讨论保

持最细尺度下属性约简不变的最优尺度组合中的层

次关系.
首先给出不协调广义多尺度决策系统中对象属

性约简和广义决策类属性约简的定义.
定义6 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

x ∈ U , GDρ ∈ π∂C
,x的所有对象属性约简记为

RED (x) = {B ⊆ C|[x]B ⊆ [x]∂C
,∀r ∈ B, [x]B−{r} ⊈

[x]∂C
},在不至于引起混淆的情况下, RED (x)中的元

素也称为x的一个属性约简.
广义决策类GDρ ∈ π∂C

的所有广义决策类属性

约简记为RED (GDρ) = {B ⊆ C|∀x ∈ GDρ, [x]B ⊆
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[x]∂C
,且∀r ∈ B, [x]B−{r} ⊈ [x]∂C

}.在不至于引起混
淆的情况下, RED (GDρ)中的元素也称为GDρ的一

个属性约简.
记RED (x|L)为对象x在尺度组合L下属性约简

构成的集合,对象x在最细尺度下L0的属性约简的

集合恒记为RED(x).
定义7 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

x∈U ,B∈RED (x),L∈L,若L满足: 1) [x]BL ⊆ [x]∂C
;

2)对于∀L′∈L,满足L′
B ≻ LB ,有 [x]B′ ⊈ [x]∂C

.则称
L为对象x由属性约简B诱导的一个最优尺度组合,
记x由属性约简B诱导的所有最优尺度组合的集合

为OOS(x|B).
定义8 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

GDρ ∈ π∂C
,B ∈ RED (GDρ),L ∈ L,若L满足: 1)

POS (GDρ|πCL) = POS (GDρ|πCL0 ); 2)对于∀L′ ∈ L,
满 足 L′

B ≻ LB , 有 POS (GDρ|πCL′ ) ̸=
POS (GDρ|πCL0 ).则称L为GDρ由属性约简B诱导

的一个最优尺度组合,记GDρ由属性约简B诱导的

所有最优尺度组合的集合为OOS(GDρ|B).
推论3 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

xi∈U ,B∈RED (xi),L∈OOS (xi|B),有:
1)对于∀L′∈L,若L′

B≼LB ,则 [xi]CL′ ⊆ [xi]∂C
;

2)当L′
B=LB时, [xi]CL′ =[xi]∂C

.
推论3表明,给定任意L ∈ OOS (x|B),任意改变

L中属性约简B外的属性尺度,不会影响x的广义决

策,即对于属性约简诱导的最优尺度组合,可忽略属
性约简外的属性尺度变化带来的影响.

定义9 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

定义Fj : L −→ {lkj |k=1, 2, . . . , Ij}(j =1, 2, . . . ,m)

为尺度组合的取值函数,即若L= (l1, l2, . . . , lm)∈L,
则Fj(L)= lj(j=1, 2, . . . ,m).

由于属性约简外的属性不影响属性约简诱导的

最优尺度组合,为了便于讨论,给出如下定义.
定义10 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1,

2, . . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

x ∈ U ,B ∈ RED (x),对于 ∀L = (l1, l2, . . . , lm) ∈
OOS (x|B),若∃L̄=(l′1, l

′
2, . . . , l

′
m)∈L满足: 1) l′i = Ii,

若ai∈C −B; 2) l′i=Fi(L),若ai∈B.则称L̄为x关于

属性约简B的一个关键尺度组合,x关于属性约简B

的全体关键尺度组合记为KV(x|B),x的全体关键尺

度组合的集合记为

KV(x) =
∪

B∈RED(x)

KV(x|B). (12)

定义11 设S=(U, {akj |k=1, 2, . . . , Ij , j=1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

GDρ ∈ π∂C
,B ∈ RED (GDρ),对于∀L = (l1, l2, . . . ,

lm) ∈ OOS (x|B),若∃L̄ = (l′1, l
′
2, . . . , l

′
m) ∈ L满足:

1) l′i = Ii,若ai ∈ C − B; 2) l′i = Fi(L),若ai ∈ B.
则称 L̄为GDρ关于属性约简B的一个关键尺度组

合, GDρ关于属性约简B的全体关键尺度组合记为

KV(GDρ|B), GDρ的全体关键尺度组合的集合记为

KV(GDρ) =
∪

B∈RED(GDρ)

KV(GDρ|B). (13)

{KV(GDρ)|GDρ ∈ π∂C
}和{KV(x)|x ∈ U}分别

构成了不协调广义多尺度决策系统中关键尺度组合

的广义决策类层和对象层.
由于广义决策类的关键尺度组合是由广义决策

类属性约简导出的,为了简化描述,给出如下定义.
定义 12 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j =

1, 2, . . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系

统, GDρ ∈ π∂C
, GDρ中等价类的个数p = |GDρ/RC |,

SGDρ
为GDρ的分解集合.对于∀B∈RED (GDρ),定义

B的分解集合TB = {(B1, B2, . . . , Bp)|Bi ∈ RED(yi),

yi ∈ SGDρ
,

p∪
i=1

Bi =B}, TB中的元素称为B的一个分

解.对于∀B̄ = (B1, B2, . . . , Bp) ∈ TB ,定义GB̄ =

{(η1, η2, . . . , ηp)|ηi ∈ KV(yi|Bi), yi ∈ SGDρ
, i = 1, 2,

. . . , p}.
下面的定理5给出了不协调广义多尺度决策系

统中关键尺度组合的广义决策类层与对象层的关系.
定理5 设S = (U, {akj |k = 1, 2, . . . , Ij , j = 1, 2,

. . . ,m}
∪
{d})为一个不协调广义多尺度决策系统,

GDρ ∈ π∂C
,B ∈ RED (GDρ), GDρ中等价类的个数

p = |GDρ/RC |,SGDρ
为GDρ的分解集合,对于∀ε ∈

KV(GDρ|B),∃B̄ = (B1, B2, . . . , Bp) ∈ TB ,且存在
(η1, η2, . . . , ηp) ∈ GB̄ ,记η = η1

∧
η2

∧
. . .

∧
ηp,使得

ε与η是可比较的,则ε=η.
䇱明 ∀yi ∈ SGDρ

, B′
i ∈ RED (yi)(B

′
i ⊆ B),由于

ε ∈ KV(GDρ|B),有 [yi]B′
i
ε = [yi]∂C

,即 ∃η′i ∈
KV(yi|B′

i),使得η′i ≽ ε,进而对于∀B̄ = (B1, B2, . . . ,

Bp) ∈ TB ,可得到 (η′1, η
′
2, . . . , η

′
p) ∈ GB̄ ,其中η′i ≽ ε;

令 η = η′1
∧

η′2
∧
. . .

∧
η′p,有 η ≽ ε.又由于 ε ∈

KV(GDρ|B),即η ≼ ε,则ε=η.2
定理5表明,给定不协调广义多尺度决策系统S,

B ∈ RED (GDρ), ε ∈ KV (GDρ|B),∃B̄ ∈ TB ,使得ε可

通过GB̄计算得到,即在不协调广义多尺度决策系统
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中,关键尺度组合的广义决策类层可由对象层中元素
作“

∧
”运算得到;反之,由广义决策类层一般不能计

算得到全部的对象层,反例见后文例2.
基于定理5,算法1和算法2给出了关键尺度组合

的广义决策类层与对象层间互相转化的计算步骤.
算法1 由KV(xi)计算KV(GDρ|B1).
输 入: GDρ, {KV(xi)|xi ∈ GDρ},B1 ∈

RED (GDρ), {RED (xi)|xi∈GDρ};
输出: KV(GDρ|B1).
step 1:初始化KV(GDρ|B1)=∅, p= |GDρ/RC |.
step 2:遍历GDρ中元素xi : Sxi

=∅.
step 3:遍历RED (xi)中元素B:若有B ⊆ B1,则

计算Sxi
=Sxi

∪
KV(xi|B).

step 4: 遍历Sx1
× Sx2

× . . . × Sxp
中元素 η:若

KV(GDρ)中存在比η细的元素α,则用η替换α;否则,
执行KV(GDρ|B1)=KV(GDρ|B1)

∪
η.

step 5:输出KV(GDρ|B1).
算法 1 主要包括两个部分: 1)遍历 RED (xi)

构造 Sxi
,即 step 2和 step 3,这部分时间复杂度为

O
( ∑

xi∈GDρ

|RED (xi)|
)

; 2)遍历Sx1
× Sx2

× . . .× Sxp
,

得 到 KV(GDρ|B1), 即 step 4, 时 间 复 杂 度 为

O
( p∏

i=1

|RED (xi)|
)

.故算法 1 总的时间复杂度为

O
( p∏

i=1

|RED (xi)|
)

.

算法2 由KV(GDρ|B1)计算KV(xj |B2).

输入: B1 ∈ RED (GDρ),B2 ∈ RED (xj)(B2 ⊆
B1), KV(GDρ|B1);
输出: KV(xj |B2).
step 1:初始化KV(xj |B2)=∅.
step 2: 在KV(GDρ|B1)中任意取出一元素β,初

始化α=(I1, I2, . . . , Im).
step 3:赋值Fi(β)=Fi(α),其中i满足ai /∈B2.
step 4: 由粗到细遍历满足β ≼ η ≼ α的关键

尺度组合η:若η满足η ∈ OOS (xj |B2),则将η 加入

KV(xj |B2).
step 5: 若KV(GDρ|B1)中元素已被遍历,则执行

step 6;否则,执行step 2.
step 6:输出KV(xj |B2).
在算法 2中, step 3中的时间复杂度为O(m),其

中m为属性个数,主要的计算量为step 4中在上界为
α和下界为β的格结构中搜索关键尺度组合η,这部
分时间复杂度为O

( ∏
ai∈B2

Ii

)
,故总的时间复杂度为

O
( ∏

ai∈B2

Ii

)
.

下面通过例2表明对象关键尺度与广义决策类
关键尺度间的计算方法.

例2 表2为一个不协调广义多尺度决策系统
S = (U,C

∪
{d}).其中:U = {x1, x2, . . . , x12};C =

{a1, a2, a3, a4},属性 a1和 a4有 3个尺度,属性 a2和

a3有 2个尺度.最后一列为系统在最细尺度L0 =

(1, 1, 1, 1)下的广义决策值.

表 2 不协调广义多尺度决策系统

U
a1 a2 a3 a4

d ∂C

a1
1 a2

1 a3
1 a1

2 a2
2 a1

3 a2
3 a1

4 a2
4 a3

4

x1 2 A g 3 优 1 N 4 M B 1 {1, 2}

x2 2 A g 3 优 1 N 4 M B 2 {1, 2}

x3 1 A g 4 优 2 P 4 M B 1 {1}

x4 0 C b 3 优 3 P 2 M B 1 {1}

x5 0 C b 4 优 3 P 3 M B 3 {3}

x6 3 B g 2 良 1 N 0 L W 2 {2}

x7 2 A g 0 良 1 N 5 H W 2 {2}

x8 2 A g 2 良 1 N 5 H W 3 {3}

x9 4 B g 1 良 1 N 4 M B 1 {1}

x10 3 B g 3 优 2 P 4 M B 3 {3}

x11 1 A g 0 良 0 N 4 M B 2 {2}

x12 0 C b 0 良 0 N 1 L W 2 {2}

以广义决策类GD{3} = {x5, x8, x10}为例,对象
x5、x8、x10在L0尺度下的对象约简如下式所示:

RED (x5) = {{a1, a2}, {a4}, {a2, a3}},

RED (x8) = {{a1, a2}, {a2, a4}},

RED (x10) = {{a1, a2}, {a1, a3}, {a1, a4}, {a2, a3}}.

GD{3} 在 L0 尺度组合下的广义决策类约简

RED (GD{3})={{a1, a2}, {a2, a3, a4}}.
对象x5、x8、x10的关键尺度组合如下式所示:
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KV(x5|{a1, a2}) = {(3, 1, I3, I4)},

KV(x5|{a2, a3}) = {(I1, 1, 1, I4)},

KV(x5|{a4}) = {(I1, I2, I3, 1)},

KV(x8|{a1, a2}) = {(2, 1, I3, I4)},

KV(x8|{a2, a4}) = {(I1, 1, I3, 2)},

KV(x10|{a1, a2}) = {(2, 2, I3, I4)},

KV(x10|{a1, a3}) = {(2, I2, 2, I4)},

KV(x10|{a1, a4}) = {(1, I2, I3, 3)},

KV(x10|{a2, a3}) = {(I1, 1, 1, I4)}.

由KV(x5)、KV(x8)、KV(x10)计算KV(GD{3})的

过程如下.
对于KV(GD{3}|{a2, a3, a4}):
1)考 虑 RED (x5) 中 有: {a4}, {a2, a3} ∈

RED (x5); {a4}, {a2, a3}⊆{a2, a3, a4}.
2) RED (x8)中有{a2, a4} ∈ RED (x8), {a2, a4} ⊆

{a2, a3, a4}.
3) RED (x10)中有 {a2, a4} ⊆ {a2, a3, a4}, {a2,

a3}⊆{a2, a3, a4}.
记

Sx5
= KV(x5|{a1, a2})

∪
KV(x5|{a4}) =

{(3, 1, I3, I4), (I1, I2, I3, 1)},

Sx8
= {KV(x8|{a2, a4})} = {(I1, 1, I3, 2)},

Sx10
= {KV(x10|{a2, a3})} = {(I1, 1, 1, I4)},

则KV(GD{3}|{a2, a3, a4})可能的取值有

(3, 1, I3, I4)
∧
(I1, 1, I3, 2)

∧
(I1, 1, 1, I4) = (3, 1, 1, 2),

(I1, I2, I3, 1)
∧
(I1, 1, I3, 2)

∧
(I1, 1, 1, I4) =

(I1, 1, 1, 2).

由(3, 1, 1, 2)=(I1, 1, 1, 2),有(I1, 1, 1, 2)∈KV(GD{3}|
{a2, a3, a4}).
由KV(GD{3})计算KV(x5)的过程如下.
取RED (GD{3})的约简{a2, a3, a4},在RED (x5)

中有{a2, a3, a4} ⊃ {a2, a3}, {a2, a3, a4}⊃{a4}.遍历
满足(I1, 1, 1, I4)≼ η≼ (I1, I2, I3, I4)的尺度组合η,其
中仅有η = (I1, 1, 1, I4)满足 [x5]{a2,a3}η ⊆ [x5]∂C

,故
KV(x5|{a2, a3})=(I1, 1, 1, I4).

注意到, KV(x5|{a4})中仅有一个元素(I1, I2, I3,

1), RED (GD{3}) 中 仅 有 {a2, a3, a4} 包 含 {a4},
KV(GD{3}|{a2, a3, a4})仅有一个元素 (I1, 1, 1, 2),且

F4(I1, 1, 1, 2) = 2,F4(I1, I2, I3, 1) = 1,故通过遍历
(I1, I2, I3, 2) ≼ η ≼ (I1, I2, I3, I4)的方式无法得到

(I1, I2, I3, 1),即不能通过KV(GD{3}|{a2, a3, a4})计
算得到KV(x5|{a4}),这是由于RED (GD{3})中元素

{a2, a3, a4}中的属性 a4不来自RED (x5)中的 {a4},
而是来自RED (x8)中的{a2, a4}.

4 结 论

本文将文献 [41]的三层思想应用于不协调广义
多尺度决策系统的最优尺度组合选择研究中,通过给
出由对象最优尺度组合、广义决策类最优尺度组合

和分类最优尺度组合组成的3层结构,得到了对象层
与决策类层间的转化关系,即全体广义决策类最优尺
度组合可由对象最优尺度组合作“

∧
”运算得到.进

一步地,本文通过定义关键尺度组合的概念,讨论了
不协调广义多尺度决策系统中属性约简诱导的最优

尺度组合,得到了相应的层次结构和转化关系,即广
义决策类的关键尺度组合可由对象的关键尺度组合

作“
∧
”运算得到.这种转化关系提供了不同层级的

关键尺度组合间的计算方法,为不协调广义多尺度决
策系统的粗糙集数据分析提供了新视角.
在后续的研究中,一方面可以研究在其他局部最

优尺度组合意义下的层次关系,另一方面可在不同类
型的数据集中结合三层关系研究 IF-THEN决策规则
提取等问题.
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