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摘 要: 多智能体系统分布式优化由于其高效性、灵活性和可靠性等特点吸引了大量学者的关注,在多机器人协
同控制、无线传感器网络、能源系统等领域具有广泛的应用前景.分布式优化的基本目标是利用智能体的个体目
标函数梯度、自身及其邻居状态信息设计分布式控制协议,驱动所有智能体的状态或输出到全局目标函数的最优
解,系统动力学是影响智能体状态演化的重要因素.鉴于此,在回顾现有连续时间分布式优化算法的基础上,根据
系统动力学分类,尽可能全面地评述具有复杂动力学的多智能体系统分布式优化问题的最新研究进展,并对未来
发展方向进行展望.
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Abstract: Distributed optimization for multiagent systems has attracted much attention on account of its high-efficiency,
flexibility and reliability with extensive application prospects in cooperative control of multiple robots, wireless sensor
networks, energy systems, etc. The basic goal of distributed optimization is designing a distributed control protocol by
utilizing the individual objective function gradient and the state information of the agent and its neighbors to drive the
states or outputs of all the agents towards the optimal solution of the global objective function. System dynamics is
an important factor to affect the state evolution. Based on reviewing the research results on continuous-time distributed
optimization algorithms, a systematic survey on the recent development of distributed optimization for multiagent systems
with complex dynamics is conducted according to the categories of system dynamics. The future development directions
for the research are also discussed.
Keywords: distributed optimization；multiagent systems；cyber-physical systems；continuous systems；linear systems；
nonlinear systems

0 引 䀰

群体智能研究具有重要的理论意义和实用价

值.群体智能是指由一定规模的个体节点通过相互
协作在整个群体系统宏观层面表现出来的一种去中

心化的自组织行为.通常,单一个体的能力和智能较
为有限,但多个个体通过分工协作,能拥有更高的群
体智能和更强的能力,执行单一个体无法完成的复杂

任务,也为各种复杂问题的求解提供了新的思路.分
布式优化是传统优化问题向群体智能优化的进一步

推广,其主要研究每个智能体节点如何利用局部信息
交互优化整个多智能体系统的全局目标,并在分布式
计算[1]、无线传感器网络源定位[2]、智能电网经济调

度[3]、多机器人编队[4]等实际问题中有着广泛的应

用.与集中式优化相比,分布式优化在如下4个方面
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具有显著的优点[5]: 1)通过智能体之间的相互协作,
分布式优化将本该由控制中心处理的高维复杂问题

简化为由个体节点处理的低维简单问题,降低了系统
的维护成本以及控制中心的计算负担; 2)分布式优
化具有良好的鲁棒性,因为单个计算节点的故障不会
导致整体系统的崩溃; 3)分布式优化易于扩展,可以
通过增加更多的节点来求解更大规模的优化问题,而
不必修改已有的算法; 4)信息仅在小区域范围内传
递或者不外传,从而保护了个体节点的数据安全与隐
私.
根据优化问题的要素,分布式优化问题包括决策

变量[6]、目标函数[7]和约束条件[8] 3个方面的分布式
处理,本文集中关注目标函数方面,即

min
x∈Rn

f̃(x) =

N∑
i=1

fi(x).

其中全局目标函数 f̃被拆分为N个个体目标函数之

和,每个智能体 i利用隐私的个体目标函数信息fi及

局部节点之间的信息交互,协作地求解全局目标函数
f̃的最优解.该问题在分布式机器学习、无线传感器
网络、协同控制等领域具有广泛的应用背景.例如,在
求解二分类问题时需要优化海量训练样本的损失函

数;在源定位问题中需要求解大量传感器测量数据
的最小二乘问题;在多机器人编队控制中需要最小
化整体系统的移动成本.
起初,学者们大多致力于离散时间分布式优化

算法的研究,即每个智能体的状态以迭代的形式更
新.从优化理论的角度,现有的离散时间分布式优化
算法可以分为零阶算法[9-10]、一阶算法[7,11]和二阶

算法[12-13],即分别基于目标函数本身、目标函数的
梯度和目标函数的Hessian矩阵设计的算法.基于梯
度的一阶算法最为常见,其又可分为梯度下降法[7]

与Lagrange乘子法[11].这些结果总体上基于代数图
论[14]、凸优化[15]和矩阵分析[16]等理论研究算法的收

敛性,同时考虑多智能体系统的通信条件,包括有向
通信拓扑[17-18]、随机通信拓扑[19-20]、通信延时[21-22]、

量化通信机制[23-24]、事件触发通信机制[25-26]、网络攻

击[27-28]、数据隐私性保护[29-30]等.更多的离散时间分
布式优化算法可参考文献[5,31].
在一些应用场景中,分布式优化问题的求解需要

由连续时间演化的物理系统完成,例如协同控制中的
无人机、机器人、机械臂和电网经济调度中的发电机

系统.因此,以微分方程形式更新的连续时间分布式
优化算法同样引起了广泛关注.另一方面,大量的连
续系统理论结果,特别是Lyapunov稳定性理论,为分

布式优化算法的设计提供了一个新的视角.值得注
意的是,物理系统的复杂动力学特性是影响智能体状
态演化的重要因素,包括高阶次、高维数和非线性.本
文在回顾连续时间分布式优化算法相关研究结果的

基础上,根据系统动力学分类,尽可能全面地评述具
有复杂动力学的多智能体系统分布式优化问题的最

新研究进展,并对未来发展方向进行展望.

1 连续时间分布式优化算法

连续时间分布式优化算法可分为基于目标函数

的梯度[32]设计和基于目标函数的Hessian矩阵[33]设

计两类. 2010年,文献 [32]从比例积分控制的角度基
于目标函数梯度设计了一种能够在无向的通信拓扑

下渐近收敛到全局最优解的连续时间分布式优化算

法,即

ẋi =

−▽fi(xi)−
N∑
j=1

aij(xi − xj)−
N∑
j=1

aij(vi − vj),

v̇i =

N∑
j=1

aij(xi − xj).

其中:xi ∈ Rn是智能体 i对全局目标函数最优解的

估计, vi ∈ Rn是积分变量. 2012年,文献 [33]基于目
标函数的Hessian矩阵设计了一种称为零梯度和的连
续时间分布式优化算法,即

ẋi = −γ(▽2fi(xi))
−1

N∑
j=1

aij(xi − xj),

其中γ ∈ R > 0是可调参数.注意到,该算法要求每
个智能体的初始估计值为其个体目标函数的最优解,
并在无向通信拓扑和一些关于目标函数的假设下建

立了指数收敛性.之后,学者们开始从通信条件、目
标函数假设、收敛速度等角度对这两种算法进行深

入的研究.
文献 [34]从优化理论的角度基于Lagrange函数

对文献 [32]提出的分布式比例积分优化算法做出进
一步解释,并在不可微目标函数和权重平衡的有向通
信拓扑下建立渐近收敛性.文献 [35]对分布式比例
积分优化算法做出如下改进:

ẋi = −α▽ fi(xi)− β

N∑
j=1

aij(xi − xj)− vi,

v̇i = αβ

N∑
j=1

aij(xi − xj),

其中α, β ∈ R > 0是可调参数.该算法使智能体之
间不必通信积分变量,但是要求所有智能体积分变量
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之和的初始值为零,即
N∑
j=1

vi(t0) = 0.其在权重平衡

的有向通信拓扑下建立了指数收敛性,在无向通信拓
扑和不同的目标函数假设下建立了渐近收敛性和指

数收敛性,并考虑智能体彼此仅在离散时刻通信的现
实情况设计周期通信和事件触发通信方案.注意到,
改进的分布式比例积分优化算法在权重平衡的有向

通信拓扑下参数和无向通信拓扑下事件触发条件的

设计依赖于多智能体系统的全局信息,如描述通信拓
扑的Laplacian矩阵特征值、目标函数的凸性常数及
其梯度的Lipschitz常数,这会限制多智能体系统进行
大规模扩展.文献 [36-38]通过引入自适应通信权重
设计完全分布式的比例积分优化算法,使算法参数和
事件触发条件不依赖任何全局信息.文献 [39]在权
重平衡的有向通信拓扑下设计事件触发通信的零梯

度和算法,并建立了指数收敛性.为解决权重不平衡
有向通信拓扑下的分布式优化问题,文献 [40]在改进
的分布式比例积分优化算法基础上引入增广变量对

不平衡通信拓扑进行补偿.
文献 [41]和 [42]分别研究了通信延时对改进的

分布式比例积分优化算法和零梯度和算法的影响,基
于时滞系统的Lyapunov-Krasovskii方法给出保证收
敛性的算法参数和延时条件.文献 [43]从系统无源
性的角度指出文献 [32]的分布式比例积分优化算法
能够应对任意大的未知常值延时.文献 [44-45]从切
换系统的角度分析了通信网络攻击下分布式比例积

分优化算法的收敛性.
相比于渐近和指数收敛性,有限时间收敛性要求

算法在有限时间内收敛到最优解,这对系统精度要求
较高的应用场景更有意义,并且可以节约计算和通信
资源.文献 [46]首先利用符号函数提出如下可在有
限时间内实现状态一致的分布式优化算法:

ẋi = −α▽fi(xi) + β

N∑
j=1

sgn(xj − xi), (1)

其中α, β ∈ R > 0是需要设计的参数.文献 [46-47]
进一步利用有限时间平均跟踪技术[48]设计可在有

限时间内收敛到全局最优解的分布式有限时间优化

算法,但是智能体之间需要额外通信个体目标函数
的梯度信息.文献 [49-50]利用有限时间控制技术基
于零梯度和算法设计分布式有限时间优化算法,但
仍要求每个智能体的初始估计值为个体目标函数的

最优解.另外,以上算法虽然能在有限时间内收敛到
全局最优解,但收敛时间依赖于算法估计变量的初
始值.文献 [51]利用固定时间控制技术基于有限时

间一致性算法 (1)设计分布式固定时间优化算法,使
收敛时间不依赖于算法估计变量的初始值.文献 [52]
结合零梯度和算法与固定时间控制技术设计分布式

固定时间优化算法,同时通过嵌入个体目标函数固
定时间优化算法移除初始估计值最优这一要求.文
献 [53]为该算法设计了事件触发通信方案.文献 [54]
基于分布式固定时间优化算法[52],利用滑模控制技
术移除初始估计值最优这一要求.虽然固定时间算
法[51-53]的收敛时间不依赖估计变量的初始值,但仍
依赖于多智能体系统的全局信息.文献 [55-56]结合
零梯度和算法与预设时间控制技术设计了收敛时间

不依赖初始估计值和全局信息的分布式预设时间优

化算法,文献 [57]进一步设计了事件触发通信方案.
文献 [58]利用预设时间平均跟踪技术设计了分布式
预设时间优化算法.
表1针对以上连续时间分布式优化算法进行了

简单分类.

表 1 连续时间分布式优化算法分类

基本算法 延伸算法

比例积分算法[32] 文献 [34, 36, 38, 43, 45]
改进比例积分算法[35] 文献 [37, 40-41, 44-45]
零梯度和算法[33] 文献 [39, 42, 52-57]
有限时间一致算法[46] 文献 [47, 51, 58]

2 具有复杂动力学的多智能体系统分布式

优化

2.1 线性多智能体系统

上一节介绍的连续时间分布式优化算法均可解

决一阶积分器多智能体系统的分布式优化问题.文
献 [59]进一步考虑了一阶积分器多智能体系统的输
入饱和特性,基于饱和函数和改进的分布式比例积
分优化算法设计有界的控制律来求解分布式优化问

题.文献 [60]针对受到常值干扰的一阶积分器多智
能体系统,将改进的分布式比例积分优化算法作为参
考模型,提出一种分布式模型参考自适应优化算法,
并在间歇通信情况下给出保证精确优化的控制参数

与通信间隔选择算法.
除了一阶积分器,实际工程中许多系统需要用二

阶积分器描述,例如位移与加速度的关系.文献 [61]
基于改进的分布式比例积分优化算法,通过引入自身
状态反馈设计如下二阶积分器分布式优化算法:

ẋi = vi,

v̇i = −kvi − α▽fi(xi)−

β

N∑
j=1

aij(xi − xj)− ηi,
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η̇i = αβ
N∑
j=1

aij(xi − xj + vi − vj). (2)

其中:xi, vi ∈ Rn是智能体 i的状态,α, β ∈ R > 0是

可调参数, k ∈ R是需要设计的参数,积分变量满足
N∑
j=1

ηi(t0) = 0.该算法可以使每个智能体的状态xi

渐近地收敛到全局最优解.文献 [59]基于饱和函数
和算法(2)设计有界的控制律来求解带有输入饱和特
性的二阶积分器多智能体系统分布式优化问题.文
献 [62]对算法 (2)进行化简,提出如下二阶积分器分
布式优化算法:

ẋi = vi,

v̇i = −kvi − α▽fi(xi)− ηi,

η̇i = β
N∑
j=1

aij(xi − xj). (3)

其中:xi, vi ∈ Rn是智能体 i的状态,β ∈ R > 0是

可调参数,α, k ∈ R是需要设计的参数,积分变量满

足
N∑
j=1

ηi(t0) = 0.该算法可以使每个智能体的状态

xi渐近地收敛到全局最优解,且与算法 (2)相比智能
体之间不必通信状态vi.文献 [63]基于算法 (3)设计
了周期通信和事件触发通信方案下的二阶积分器分

布式优化算法.文献 [64]基于Lyapunov-Krasovskii方
法给出了保证算法 (3)收敛性的参数和通信延时条
件.注意到,算法 (2)和 (3)的参数设计依赖于多智能
体系统的全局信息,文献 [65]通过精心构造Lyapunov
候选函数设计如下不依赖全局信息的完全分布式优

化算法:

ẋi = vi,

v̇i = −kvi − α▽fi(xi)− αβ
N∑
j=1

aij(xi − xj)− θηi,

η̇i = β

N∑
j=1

aij(xi − xj). (4)

其中:xi, vi ∈ Rn是智能体 i的状态, k, α, β ∈ R > 0

是可调参数, 0 < θ < αγ,积分变量满足
N∑
j=1

ηi(t0) =

0.与算法 (2)和 (3)相比,算法 (4)放松了个体目标函
数的假设条件,并建立了指数收敛性.文献 [65-66]为
算法 (4)设计了指数收敛的事件触发通信方案.文献
[67]针对受到常值干扰的二阶积分器多智能体系统,
将算法 (4)作为参考模型,设计分布式模型参考自适
应优化算法,并在间歇通信情况下给出保证精确优化
的控制参数与通信间隔选择算法.文献 [68]基于有

限时间一致性算法(1)为带有非凸输入约束的二阶积
分器多智能体系统设计了渐近收敛的分布式优化算

法.文献 [69]基于有限时间分布式优化算法[46]和状

态反馈设计二阶积分器多智能体系统分布式优化算

法,使每个智能体的输出xi在有限时间内收敛到全

局最优解.文献 [70]进一步设计了基于输出反馈的
有限时间分布式优化算法.
文献 [71]将算法 (2)推广到如下高阶积分器多智

能体系统分布式优化算法:

ẋi,1 = xi,2,

...

ẋi,n−1 = xi,n,

ẋi,n = −kTvi − α▽fi(xi,1)−

β
N∑
j=1

aij(xi,1 − xj,1)− ηi,

η̇i = αβ
N∑
j=1

aij [γn(xi,1 − xj,1) + γT(vi − vj)]. (5)

其中:xi,k ∈ R (k = 1, 2, . . . , n)是智能体 i的状态, vi
= [xTi,2, . . . , x

T
i,n]

T,α, β ∈ R > 0是可调参数, γn ∈ R
是需要设计的参数, k, γ ∈ Rn−1是需要设计的参数

向量,积分变量满足
N∑
j=1

ηi(t0) = 0.该算法可以使每

个智能体的状态xi,1渐近地收敛到全局最优解.文献
[72]设计了事件触发通信方案下的高阶积分器多智
能体系统分布式优化算法,且与算法 (5)相比智能体
之间不必通信状态xi,1的高阶导数.文献 [73]进一步
考虑了高阶积分器多智能体系统的输入饱和特性,基
于饱和函数设计有界的控制律来求解分布式优化问

题.文献 [74]利用一阶积分器有限时间分布式优化
算法提供参考轨迹,设计有限时间收敛的状态反馈控
制器跟踪参考轨迹,从而使每个智能体的状态xi,1在

有限时间内收敛到全局最优解.
一般线性多智能体系统的分布式优化研究可以

追溯到文献 [75],其针对如下同构线性多智能体系
统:

ẋi = Axi +Bui,

yi = Cxi. (6)

其中:xi ∈ Rn和yi ∈ Rp分别是智能体 i的状态和输

出,ui ∈ Rm是待设计的分布式控制协议,A、B、C

是常值矩阵.利用自适应通信权重技术基于有限时
间一致性算法(1)设计两种不依赖全局信息的完全分
布式控制律使所有智能体的状态渐近地收敛到全局
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最优解,但该算法仅适用于具有特定形式的个体目标
函数.文献 [76]考虑了一般目标函数下的异构线性
多智能体系统的分布式输出优化问题.针对如下异
构线性多智能体系统:

ẋi = Aixi +Biui,

yi = Cixi. (7)

其中:xi ∈ Rni和yi ∈ Rp分别是智能体 i的状态和输

出,ui ∈ Rmi是待设计的分布式控制协议,Ai、Bi、Ci

是常值矩阵.当系统矩阵满足如下秩条件时:

rank

[
CiBi 0

−AiBi Bi

]
= ni + p, (8)

文献 [76]基于改进的分布式比例积分优化算法设计
如下状态反馈控制律:

ui = −Kixi + Υi,1η̇i − (Υi,2 −KiΨi)ηi,

η̇i = −▽fi(yi)− α

N∑
j=1

aij(yi − yj)− vi,

v̇i = αβ

N∑
j=1

aij(yi − yj).

其中:α, β ∈ R > 0是可调参数;积分变量满足
N∑
j=1

vi(t0) = 0;Ki是需要设计的增益矩阵;Υi,1、Υi,2、

Ψi是通过求解如下矩阵方程获得的增益矩阵:

BiΥi,1 − Ψi = 0,

BiΥi,2 −AiΨi = 0,

CiΨi − Ip = 0. (9)

该算法可以使每个智能体的输出yi渐近地收敛到全

局最优解,并被推广到输出反馈设计和事件触发通信
方案.文献 [77]针对异构线性多智能体系统 (7),利用
滑模控制技术在秩条件(8)下基于有限时间一致性算
法(1)设计如下状态反馈控制律:

ui = −Ki,1xi + Υi,1η̇i − (Υi,2 −Ki,1Ψi)ηi−

αsgn[Ki,2(xi − Ψiηi)],

η̇i = −▽ fi(yi)− β

N∑
j=1

sgn(yi − yj).

其中:α, β ∈ R > 0是需要设计的参数,Ki,1和Ki,2是

需要设计的增益矩阵,Υi,1、Υi,2、Ψi是通过求解矩阵

方程 (9)获得的增益矩阵.该算法可以使每个智能体
的输出yi在有限时间内收敛到全局最优解.文献 [78]
针对异构线性多智能体系统(7)将秩条件(8)放松为

rank(CiBi) = p,

并在权重不平衡的有向通信拓扑下基于文献 [40]设

计指数收敛的分布式优化算法和事件触发通信方

案.文献[79]针对如下异构线性多智能体系统:

ẏi = Cixi,

ẋi = Aixi +Biui.

其中:xi ∈ Rni和yi ∈ Rp是智能体 i的状态,ui ∈
Rmi是待设计的分布式控制协议,Ai、Bi、Ci是常

值矩阵.在秩条件 (8)下基于改进的分布式比例积分
优化算法设计事件触发通信方案使每个智能体的状

态 yi可以指数收敛到全局最优解.上述算法仅适用
于一阶、二阶线性多智能体系统,针对高阶线性最小
相位多智能体系统 (6),文献 [80]利用如下一阶积分
器分布式优化算法提供参考轨迹:

ẋi = −▽fi(xi)−
N∑
j=1

aij(vi − vj),

v̇i =

N∑
j=1

aij(xi − xj). (10)

其中:xi ∈ Rn是智能体 i对全局目标函数最优解的

估计, vi ∈ Rn是积分变量.分别设计状态反馈和输
出反馈控制器跟踪参考轨迹,从而实现精确的全局优
化,并建立了指数收敛性.文献 [81]针对可控且可观
的高阶异构线性多智能体系统 (7),首先在线性系统
可达性约束下基于文献 [32]的分布式比例积分优化
算法设计分布式优化算法估计每个智能体的最优稳

定状态,再分别利用状态反馈和输出反馈控制器使系
统精确跟踪估计的最优稳定状态,从而使每个智能体
的输出渐近地收敛到全局最优解.

2.2 非线性多智能体系统

非线性特性广泛存在于实际物理系统,因此非
线性多智能体系统的分布式优化问题同样值得关

注.针对如下一阶异构非线性最小相位多智能体系
统:

żi = gi,1(zi, xi),

ẋi = gi,2(zi, xi) + ui + di.

其中: zi, xi ∈ R是智能体 i的状态, gi,1, gi,2 ∈ R是
含有未知参数的非线性函数且gi,1满足最小相位条

件,ui ∈ R是待设计的分布式控制协议, di ∈ R是未
知的外部干扰.文献 [82]基于改进的分布式比例积
分优化算法和内模控制技术设计如下状态反馈控制

律:

ui = −α▽fi(xi)− α

N∑
j=1

aij(xi − xj)− αvi − Ψiηi,

η̇i = Miηi +Giui,
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v̇i = α
N∑
j=1

aij(xi − xj).

其中:α ∈ R是需要设计的参数, ηi ∈ Rpi是智能体

i的内模状态并满足ηi(t0) = 0,Ψi、Mi、Gi是需要

设计的增益矩阵,积分变量满足
N∑
j=1

vi(t0) = 0.该算

法可以使每个智能体的状态xi渐近地收敛到全局最

优解,但其参数设计依赖于多智能体系统的全局信

息.进一步地,文献 [83-84]利用自适应通信权重技术

设计基于内模的完全分布式控制律,并且文献 [84]在

权重平衡的有向通信拓扑下放松了个体目标函数的

假设.针对如下二阶异构非线性最小相位多智能体

系统:

żi = gi,1(zi, yi),

ẏi = xi,

ẋi = gi,2(zi, yi, xi) + ui.

其中: zi, yi, xi ∈ R是智能体 i的状态, yi ∈ R是智
能体 i的输出, gi,1, gi,2 ∈ R是含有未知参数的非线
性函数, gi,1满足最小相位条件, gi,2满足Lipschitz条

件,ui ∈ R是待设计的分布式控制协议.文献 [85]在

权重平衡的有向通信拓扑下基于文献 [32]的分布式

比例积分优化算法设计如下状态反馈控制律:

ui = −kixi − α▽fi(yi)−
N∑
j=1

aij [(yi − yj) + (vi − vj)] + ηi,

v̇i =

N∑
j=1

aij [(xi − xj) + (yi − yj)],

η̇i = −kixi − α▽fi(yi)−
N∑
j=1

aij [(yi − yj) + (vi − vj)],

其中ki, α ∈ R是需要设计的参数.该算法可以使每

个智能体的输出yi渐近地收敛到全局最优解,在无向

通信拓扑下可实现指数收敛,并被推广到输出反馈设

计.针对如下高阶异构非线性最小相位多智能体系

统:

żi = gi,1(zi, xi,1),

ẋi,1 = xi,2,

...

ẋi,n−1 = xi,n,

ẋi,n = gi,2(zi, xi,1, . . . , xi,n) + ui.

其中: zi ∈ Rhi和xi,k ∈ Rm(k = 1, 2, . . . , n)是智能体
i的状态;xi,1 ∈ R是智能体 i的输出; gi,1, gi,2 ∈ Rm

是含有未知参数的非线性函数, gi,1满足最小相位条
件, gi,2满足Lipschitz条件;ui ∈ Rm是待设计的分布

式控制协议.文献 [86]在无向通信拓扑下基于文献
[32]的分布式比例积分优化算法设计如下状态反馈
控制律:

ui =

− α▽ fi(yi)−
N∑
j=1

aij [(yi − yj) + (vi − vj)] + ηi,

v̇i =

N∑
j=1

aij(yi − yj),

η̇i = α▽ fi(yi) +

N∑
j=1

aij [(yi − yj) + (vi − vj)].

其中:α ∈ R是需要设计的参数; yi =

n−1∑
k=1

ρkxi,k +

xi,n, ρ1 = 1, ρk (k = 2, 3, . . . , n − 1)是使多项式
n−1∑
k=1

ρks
k−1 + sn−1为Hurwitz的常数.该算法可以使

每个智能体的输出xi,1渐近地收敛到全局最优解,并
被推广到输出反馈设计.针对如下含有匹配Lipschitz
非线性的二阶异构多智能体系统:

ẋi = vi,

v̇i = gi(xi, vi, t) + ui.

其中:xi, vi ∈ Rn是智能体 i的状态, gi(xi, vi, t) ∈ Rn

是满足Lipschitz条件的非线性函数,ui ∈ Rn是待设

计的分布式控制协议.文献 [87-88]基于改进的分布
式比例积分优化算法分别在事件触发通信方案下和

含有通信延时下设计分布式控制律使每个智能体的

状态xi指数收敛到全局最优解.针对如下可参数化
的高阶积分器型异构非线性多智能体系统:

ẋi,1 = xi,2,

...

ẋi,ni−1 = xi,ni
,

ẋi,ni
= gi(xi, θi, t) + ui.

其中:xi,k ∈ Rm (k = 1, 2, . . . , ni)是智能体 i的状

态, gi(xi, θi, t) ∈ Rm可描述为未知参数向量θi ∈ Rpi

与已知非线性函数向量的乘积,xi = [xTi,1, x
T
i,2, . . . ,

xTi,ni
]T,ui ∈ Rm是待设计的分布式控制协议.文献

[89]利用一阶积分器分布式优化算法 (10)提供参考
轨迹,设计自适应跟踪控制器使每个智能体的状态
xi,1渐近地收敛到全局最优解.针对如下高阶异构非
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线性最小相位多智能体系统:

żi = gi,1(zi, xi,1),

ẋi,1 = xi,2,

...

ẋi,ni−1 = xi,ni
,

ẋi,ni
= gi,2(zi, xi,1, . . . , xi,ni

) + biui.

其中: zi ∈ Rhi和xi,k ∈ Rm (k = 1, 2, . . . , ni)是智能
体 i的状态, gi,1、gi,2 ∈ Rm是含有未知参数的非线性

函数且gi,1满足最小相位条件, bi是未知的正常数,ui

∈ Rm是待设计的分布式控制协议.文献 [90]利用文
献 [32]的分布式比例积分优化算法提供参考轨迹,设
计自适应跟踪控制器使每个智能体的状态xi,1渐近

地收敛到全局最优解.
Euler-Lagrange系统能对许多非线性机械设备进

行建模,如航天器、无人车、机械臂等.针对如下多
Euler-Lagrange系统:

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i + gi(qi) = τi. (11)

其中: qi ∈ Rp为广义坐标向量,Mi(qi)为惯性矩阵,
Ci(qi, q̇i)q̇i ∈ Rp为Coriolis力和向心力向量, gi(qi) ∈
Rp为重力向量, τi ∈ Rp为控制输入.文献 [91-94]利
用不同的二阶积分器分布式优化算法提供参考轨迹,
设计自适应跟踪控制器实现多系统 (11)的分布式优
化.其中,文献 [91]对二阶积分器分布式优化算法 (2)
建立了指数收敛性;文献 [92]利用自适应通信权重技
术基于文献 [32]的分布式比例积分优化算法设计了
二阶积分器多智能体系统的完全分布式优化算法;
文献 [93]基于二阶积分器分布式优化算法 (4)设计
了指数收敛的事件触发通信方案;文献 [94]基于文献
[32]的分布式比例积分优化算法,利用自适应通信权
重技术设计事件触发通信的一阶积分器多智能体系

统完全分布式优化算法来估计全局最优解,再将估计
值送入一个二阶滤波器来获得二阶导数可得的全局

最优解估计值供自适应跟踪控制器使用.
在非线性系统研究中,一类含有不匹配非线性的

高阶严格反馈非线性系统[95]受到了广泛的关注,其
具体形式如下:

ẋi,1 = φi,1(xi,1) + bi,1(xi,1)xi,2,

...

ẋi,n−1 = φi,n−1(xi,n−1) + bi,n−1(xi,n−1)xi,n,

ẋi,n = φi,n(xi) + bi,n(xi)ui. (12)

其中:xi,k = [xi,1, xi,2, . . . , xi,k]
T ∈ Rk(k = 1, 2, . . . ,

n),xi = xi,n是智能体 i的状态,φi,k、bi,k ∈ R是已
知的光滑函数, ui ∈ R是智能体 i的控制输入.反步
法是为该类系统设计控制器的有效方法,即先将复杂
的高阶非线性系统分解成多个低阶子系统,再基于
Lyapunov方法为每个子系统设计中间控制律,最后
反向推导出整个系统的控制律.针对高阶异构严格
反馈非线性多智能体系统 (12),文献 [96]利用高阶积
分器分布式优化算法提供全局最优解的估计值及其

高阶导数信号,再基于这些信号设计反步跟踪控制器
使系统精确跟踪估计值,从而实现全局优化.然而,设
计高阶积分器分布式优化算法需要用到所有智能体

系统动力学的最高阶次这一全局信息来确保完备的

高阶导数.文献 [97]提出一种基于前置滤波器的完
全分布式优化-滤波-控制框架处理高阶严格反馈非
线性多智能体系统 (12)的分布式优化问题,先为每个
智能体嵌入一个一阶积分器分布式优化算法来估计

全局最优解,再将估计值送入前置滤波器来产生高阶
导数可得的全局最优解估计值供反步跟踪控制器使

用,从而实现精确的全局优化.与文献 [96]相比,该方
法不需要任何全局信息,且降低了目标函数假设、计
算负担和通信代价,还可以推广到有向通信拓扑和间
歇通信的分布式优化问题.
表2根据系统动力学分类对以上分布式优化算

法及其设计方法进行了归纳总结.

3 总结与展望

本文首先对现有连续时间分布式优化算法进行

归类总结,再针对具有复杂动力学的多智能体系统分
布式优化问题,根据系统动力学分类对相关研究进展
进行整理与讨论.通过分析现有成果,认为如下问题
值得进一步研究:

1)多智能体系统的执行器数量庞大,因此故障概
率较大.由于机械磨损、环境腐蚀、断电等原因引起
的执行器故障会使系统性能恶化甚至破环稳定性,同
时造成难以挽回的经济损失,为多智能体系统设计容
错控制方案对提高系统可靠性与安全性具有重要意

义.虽然文献 [97-99]提出了一些分布式容错优化算
法,但执行器故障的多智能体系统分布式优化问题仍
缺乏系统的研究.

2)大多数多智能体系统的分布式优化研究仅保
证系统的稳态值收敛到全局最优解,却极少关注暂态
性能,如上升时间、调节时间、振荡频率、超调量.分
布式优化算法的暂态性能受算法种类和参数影响较

大,在保证精确收敛性的同时对系统暂态性能进行评
价与提升是一项非常有意义的工作.
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表 2 具有复杂动力学的多智能体系统分布式优化算法分类

系统动力学 基本分布式优化算法 控制方法

一阶积分器系统 改进比例积分算法[59-60] 状态反馈[59]、模型参考自适应控制[60]

二阶积分器系统 改进比例积分算法[59,61-67]、有限时间一致算法[68-70]
状态反馈[59,61-66,68-69]、输出反馈[70]、

模型参考自适应控制[67]

高阶积分器系统 改进比例积分算法[71-73]、有限时间一致算法[74] 状态反馈[71-74]

一般线性系统
比例积分算法[80-81]、改进比例积分算法[76,78-79]、

有限时间一致性算法[75,77]
状态反馈[75-81]、输出反馈[76,80-81]

一阶非线性最小相位系统 改进比例积分算法[82-84] 内模控制[82-84]

二阶非线性最小相位系统 比例积分算法[85]、改进比例积分算法[87-88] 状态反馈[85,87-88]、输出反馈[85]

高阶非线性最小相位系统 比例积分算法[86,90] 状态反馈[86]、自适应跟踪控制[90]

可参数化高阶积分器型非线性系统 比例积分算法[89] 自适应跟踪控制[89]

Euler-Lagrange系统 比例积分算法[92,94]、改进比例积分算法[91,93-94] 自适应跟踪控制[91-94]

高阶严格反馈非线性系统 有限时间一致算法[96]、改进比例积分算法[97] 反步跟踪控制[96-97]

3)在一些实际情况下,目标函数与决策变量的解
析关系不清晰或难以精确获得,因此无法利用目标函
数的梯度和Hessian矩阵信息进行优化[100],如何设计
无梯度分布式优化算法是一个挑战性问题.

4)目前大多数的分布式优化问题仅考虑系统稳
态值的优化,系统的控制输入也是一个值得考虑的因
素.过大的控制输入意味着较高的能量开销,在目标
函数中考虑控制代价,设计最优的分布式控制协议具
有重要意义.

5)多智能体系统不仅是信息交互的网络,更存在
着物理实体间的相互耦合.文献 [101]为含有动力学
耦合的一阶异构非线性多智能体系统设计了分布式

优化算法,然而对于具有复杂动力学耦合的多智能体
系统分布式优化仍缺乏理论基础.
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