
时变输出约束非线性系统的量化反馈 自适应终端滑模控制

杨启尧,彭冬亮,蔡建平

引用本文:
杨启尧,彭冬亮,蔡建平. 时变输出约束非线性系统的量化反馈 自适应终端滑模控制[J]. 控制与决策, 2024, 39(7): 2186-2194.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2022.2107

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

磁悬浮开关磁阻电机的自适应终端滑模控制

Adaptive terminal sliding mode control of bearingless switched reluctance motor

控制与决策. 2021, 36(6): 1449-1456   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1064

带有输出约束的柔性关节机械臂预设性能自适应控制

Prescribed performance adaptive control of flexible-joint manipulators with output constraints

控制与决策. 2021, 36(2): 387-394   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0974

基于数据驱动的非线性网络系统自适应迭代学习控制

Data driven adaptive learning control of nonlinear network system

控制与决策. 2021, 36(6): 1523-1528   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1182

航天器输入受限的鲁棒自适应姿态跟踪控制

Robust adaptive attitude tracking control of spacecraft with constrained inputs

控制与决策. 2021, 36(9): 2297-2304   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2020.0013

具有未建模动态和输出约束的耦合系统的分散自适应控制

Decentralized adaptive control for interconnected systems with unmodeled dynamics and output constraints

控制与决策. 2018, 33(12): 2113-2121   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2017.0933

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2022.2107
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1064
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0974
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1182
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2020.0013
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2017.0933


第 39卷 第 7期 控 制 与 决 策 Vol.39 No.7
2024年 7月 Control and Decision Jul. 2024

时变输出约束非线性系统的量化反馈

自适应终端滑模控制

杨启尧1,2, 彭冬亮1†, 蔡建平2

(1. 杭州电子科技大学自动化学院，杭州 310018；2. 浙江水利水电学院电气工程学院，杭州 310018)

摘 要: 针对一类复杂非线性系统,提出一种新型自适应快速非奇异终端滑模控制 (IAFNTSMC)方法,用以解决
其在输出时变约束及量化输入情形下的轨迹跟踪问题;利用鲁棒自适应方法处理扰动不确定性,并结合反演策略
和终端滑模策略设计控制器;构造一种新型的时变约束障碍Lyapunov函数,用于实现对系统的输出误差进行随时
间变化的幅值约束;为提高闭环系统的误差收敛速度,提出一种新型的滑模面构造方案.所提控制方法能够保证
闭环系统的输出跟踪误差快速收敛到约束边界内,并确保闭环系统所有信号有界.数值仿真验证了所提方法的有
效性.
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Adaptive terminal sliding mode control for nonlinear systems with
quantized input and time-varying output constraints
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Abstract: This paper addresses an improved adaptive fast nonsingular terminal sliding mode control (IAFNTSMC)
method for a class of nonlinear systems with complicated disturbances and uncertainties under the conditions of
time-varying output constraints and quantized input signal. The robust adaptive method is jointly used to deal with the
disturbances and uncertainties, and the controller is designed by combining the bakcstepping control strategy with the
terminal sliding mode strategy. A novel time-varying barrier Lyapunov function is constructed to time-varyingly
constrain the output error of the system during operation. Also, a novel sliding mode surface construction scheme is
proposed to improve the error convergence rate of the closed-loop system. The proposed method guarantees that all
signals in the closed-loop systems are bounded, and the output tracking error can converge to the given boundary
constraints. Finally, a numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed scheme.
Keywords: adaptive control；terminal sliding mode control；output constraint；quantized input；nonlinear systems；
backstepping control

0 引 言

为了提高控制系统的鲁棒性,人们早就知道采用
饱和函数或投影算法对控制输入进行限幅处理.但
是,在有些控制场合,出于提高设备安全性及工艺方
面的考虑,还需要对控制系统的状态、输出和误差
等予以限制.此时,仅仅对控制输入进行限幅处理是
不够的.过去的 30年里,一些学者围绕这一问题开

展研究,提出了一些受限系统控制方法,包括最大输
出容许集策略[1]、 约束模型预测控制 (constrained
model predictive control)[2]、设定值调节器 (reference
governor)[3]、凸优化方法 (convex optimization)[4]和
障碍Lyapunov函数方法 (barrier Lyaponov function)[5]

等.近年来,障碍Lyapunov函数方法受到人们的关注,
构造出多种类型的障碍Lyapunov函数[6-8].通过选择
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合适的参数,可以利用上述函数设计出合适的约束
算法,对系统信号进行定常幅值约束或时变幅值约
束.上述工作推动了受限系统控制器设计技术的发
展.
滑模控制是一种常用的非线性系统控制技术.

滑模系统运行时,控制器可使系统状态沿着预设的
滑模面运动,以保证系统的动态性能.这种控制技术
具有对外界干扰不灵敏、鲁棒性强和物理实现简单

等优点[9].利用传统滑模控制方法设计的控制系统,
系统状态到达线性滑模面后,渐近收敛于系统的平
衡点.终端滑模控制方法[10]在滑模面设计中引入非

线性函数,实现了系统状态的有限时间收敛,具有较
快的误差收敛速度.利用终端滑模控制方法设计控
制器时,复平面上可能存在奇异区域,在这块区域,算
法的控制量取值为无穷大,阻碍了该类算法在现实中
的应用.为此,学者们致力于提出非奇异终端控制方
法,克服终端滑模的奇异性问题[11-16].鉴于使用非奇
异终端滑模控制方法的优点,这种控制技术逐渐受到
人们的关注,被应用于解决机械臂[12]、四旋翼无人

机[13]、智能车辆[14]和水下航行器[15-16]等设备或系

统的轨迹跟踪问题.目前,已有一些文献讨论状态/输
出受限情形下的非线性系统传统滑模控制算法[17-18],
但涉及系统约束情形下的终端滑模控制设计方法的

结果还较少.同时,文献 [15-16]针对积分终端滑模收
敛速度不够快的问题提出了含有分数阶幂次的自适

应非奇异积分终端滑模控制器,以确保跟踪误差在有
限时间内全局收敛到零,但该非奇异积分终端滑模控
制器如何取得更短的收敛时间仍有改进的空间.

随着控制系统规模的扩大,网络控制系统日趋广
泛.在网络控制系统中,控制信号通过通信网络传送
给被控对象.对于现实的网络控制系统而言,其通信
信道的带宽和数据传输率必然是有限和稀缺的.在
控制信号被传输前,对其进行适当的数值量化有利于
降低传输网络的负担.近年来,非线性系统的量化控
制问题受到人们的关注[19-20].文献 [21]针对非严格
反馈随机非线性系统,采用迟滞量化器对控制输入进
行量化,提出了全状态约束的有限时间自适应跟踪控
制方案;文献 [22]研究了含故障系统的量化反馈自适
应控制算法;文献 [23]考虑具有定常输出约束需求的
一类量化输入非线性互联系统,开展了自适应分散跟
踪控制设计;文献 [24]针对具有量化输入的一类严格
反馈非线性系统,给出了有限时间收敛的模糊自适应
控制算法.总体来看,涉及终端滑模控制的量化反馈
算法还比较少.

上述文献给出的成果推动了非线性系统控制技

术的发展.本文在已有成果的基础上,开展输出受限
及量化反馈情形下非线性系统自适应终端滑模控制

器设计方法研究.针对一类含多种扰动的复杂非线
性系统,利用障碍Lyapunov函数实现系统输出误差
约束,利用不等式和鲁棒自适应方法处理扰动,结合
反演方法和终端滑模策略设计控制器.在反演设计
过程中,采用动态面技术来避免高阶系统反演设计中
可能出现的“微分爆炸”问题.本文的贡献主要如下:

1)考虑输出约束和量化输入情形下的非线性系
统自适应非奇异终端滑模控制问题,将量化反馈策略
引入鲁棒自适应终端滑模控制系统,降低网络场景下
控制信号传输所需的通信负荷.与目前已有的工作
相比,文献 [12-14]考虑的是非量化反馈情形下的非
奇异滑模控制器设计;文献 [19]研究的是量化反馈情
形下的非输出约束自适应控制算法设计问题;本文
开展量化反馈情形下的输出约束滑模控制器设计,有
助于拓宽滑模控制技术的应用范围.

2)给出了一种新型的时变约束障碍Lyapunov函
数构造方案,用于实现对系统的输出误差进行随时间
变化的幅值约束.

3)改进终端滑模面设计方案,提出一种新型的
滑模面构造方案,以期提高闭环系统的误差收敛速
度.为解决文献 [15]所提算法在远离平衡点处的收
敛速度较慢这一问题,文献 [16]提出了一种快速非奇
异终端滑模控制方法.本文拟针对这一问题开展进
一步的研究,在文献 [16]的基础上进一步改进滑模面
的设计,所设计的滑模面与文献 [16]相比,有着更快
的收敛速度.

1 问题描述

考虑如下非线性不确定系统[25]:

ẋ1 = x2 + f1(x1) + θT
1φ1(x1) + d1(t),

ẋ2 = x3 + f2(x̄2) + θT
2φ2(x̄2) + d2(t),

...

ẋn−1 = xn + fn−1(x̄n−1)+

θT
n−1φn−1(x̄n−1) + dn−1(t),

ẋn = νQ(u) + fn(x) + θT
nφn(x) + dn(t),

y = x1.

(1)

其中: x̄i = [x1, x2, . . . , xi]
T ∈ Ri, i = 2, 3, . . . , n;

θi ∈ Rp是未知的常数向量,φi(x̄i) ∈ Rp和fi(x̄i) ∈
R是已知的非线性光滑函数; ν ∈ R是正的未知参数;
di(t)是外界扰动;Q(u) ∈ R和y ∈ R分别是系统的实
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际输入和输出信号. Q(u)为u的量化值,所选取的迟
滞量化函数[26]如下:

Q(u) =

uι,
uι

1 + δ
< u ⩽ uι, Q

− ⩾ uι or

uι < u <
uι

1− δ
, Q− ⩽ uι;

uι(1 + δ),

uι < u ⩽ uι

1− δ
, Q− ⩾ uι(1 + δ) or

uι

1− δ
⩽ u <

uι(1 + δ)

1− δ
, Q− ⩽ uι(1 + δ);

0, 0 ⩽ u ⩽ a

1 + δ
, Q− ⩾ uι(1 + δ) or

a

1 + δ
< |u| < a, Q− = 0;

−Q(−u), u < 0.

(2)

其中:uι = ϵ(1−ι)a, a > 0, 0 < ϵ < 1, ι = 1, 2, . . .; δ =
1− ϵ

1 + ϵ
.参数a的值决定死区Q(u)的大小, ϵ决定量化

密度. Q(u)的取值范围为U = {0,±uι,±uι(1 + δ)}.
根据文献[26],量化输入Q(u)可以描述为

Q(u) = q1(t)u+ q2(t), (3)

且满足条件

q1 ⩾ 2ϵ

1 + ϵ
> 0 (4)

和

q2 ⩽ ā. (5)

此处, ϵ和 ā分别表示ϵ和a的下确界和上确界.
假设1 |di(t)| ⩽ Di, i = 1, 2, . . . , n,Di是一未

知的正常数.
假设2 参考信号yr(t)的n阶导数存在且连续.
本文的控制目标是设计自适应非奇异终端滑模

控制器,实现系统输出 y对参考轨迹 yr的快速跟踪,
并将输出误差约束在预设的界内.为了表达方便,下
文中记φi(x̄i)为φi,记fi(x̄i)为fi.

2 非奇异积分终端滑模面设计

借鉴已有成果[15-16],提出一种改进型自适应
非奇异快速终端滑模面 (improved adaptive fast
nonsingular terminal slidingmode control, IAFNTSMC)
设计方案

s(t) = γeI(t) + β1e
p1
p2 (t) + β2γ(eI(t))

g1
g2 . (6)

其中: eI(t) =
w t

0
e(ϖ)dϖ;β1 > 0, β2 > 0, γ > 1; p1、

p2、g1和g2是正奇数,且满足1 <
p1
p2

< 2和
p1
p2

<
g1
g2
.

当s(t) = 0时,对式(6)求导,可得

d
dt
eI(t) = −

(γeI(t) + β2γe
g1
g2

I (t)

β1

) p2
p1
. (7)

假设 ts是状态轨迹达到滑模面的时间,而状态沿着
滑模面到达平衡点的收敛时间为 tf ,即从eI(ts)到达

eI(ts + tf )的时间.
由式(7)可得

dtf = −
( 1
γ

) p2
p1 β

p2
p1
1

(eI(t) + β2e
g1
g2

I (t))
p2
p1

deI . (8)

对上式两边积分,有

tf =
( 1
γ

) p2
p1

w eI(ts)

0

β
p2
p1
1

(eI(t) + β2e
g1
g2

I (t))
p2
p1

deI(t). (9)

注1 文献[16]中所设计的滑模面为

s(t) =
w t

0
e(ϖ)dϖ + β1e

p1
p2 (t) + β2

( w t

0
e(ϖ)dϖ

) g1
g2
.

(10)

状态沿着滑模面到达平衡点的收敛时间tf0为

tf0 =
w eI(ts)

0

β
p2
p1
1

(eI(t) + β2e
g1
g2

I (t))
p2
p1

deI(t). (11)

对比式(9)和(11),可知

tf =
( 1
γ

) p2
p1
tf0 . (12)

当设定γ > 1,且由于
p2
p1

< 1,有
( 1
γ

) p2
p1

< 1,因此本

文所设计的 tf小于文献 [16]中所设计的 tf0 ,能够取
得更快的收敛速度.

3 控制器设计

定义

z1 = x1 − yr,

zi = xi − wi−1, i = 2, 3, . . . , n, (13)

其中wi−1为第i− 1个子系统的虚拟控制律.
采用动态面技术,设计一阶滤波器

τiẇi + wi = αi, wi(0) = αi(0). (14)

定义
zfi = wi − αi. (15)

其中: zfi是滤波误差,αi是第 i个子系统实际需设计

的虚拟控制律, τi > 0是滤波时间常数, i = 1, 2,

. . . , n − 1.滤波误差在后文的稳定性分析中设计
Lyapunov函数进行处理.

step 1:对z1求导,可得

ż1= ẋ1 − ẏr =

z2 + zf1 + α1 + f1 + θT
1φ1 + d1 − ẏr. (16)

本文拟采用如下障碍 Lyapunov函数设计控制
器,以期实现对系统输出误差的约束:

Vz1 =
k2
b (t)

π
cot

π

2

(
1− z21

k2
b

)
+

1

2
θ̃T
1Γ

−1
1 θ̃1. (17)

其中: kb(t) = (kb0 − kb∞)arc cot(ϑt) +
π

2
kb∞,ϑ > 0;
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θ̃1 = θ̂1 − θ1, θ̂1是θ1的估计.为了实现 |z1| < kb

这一约束输出误差的目的,所选取的设计参数应满足
kb∞ > 0及

kb0 > |z1(0)|. (18)

对式(17)求导,可得

V̇z1 =
2kbk̇b
π

cot
π

2

(
1− z21

k2
b

)
+ ϕz1

(
z2 + zf1 + α1+

f1 + θT
1φ1 + d1 − ẏr − z1

k̇b
kb

)
+ θ̃T

1Γ
−1
1

˙̂
θ1,

(19)

其中ϕ = csc2
[π
2

(
1− z21

k2
b

)]
.

利用杨氏不等式,可知存在正数σ1,满足

|ϕz1d1| ⩽
1

4σ2
1

ϕ2z21 + (σ1d1)
2. (20)

结合式(19)与(20),可以推出

V̇z1 ⩽ 2kbk̇b
π

cot
π

2

(
1− z21

k2
b

)
+

(ϕz1)
2

2
+

z2f1
2

+

1

4σ2
1

ϕ2z21 + (σ1d1)
2 + ϕz1

(
z2 + α1 + f1+

θT
1φ1 − ẏr − z1

k̇b
kb

)
+ θ̃T

1Γ
−1
1

˙̂
θ1. (21)

据此,设计如下虚拟控制律:

α1 =

− c̄1z1 + z1
k̇b
kb

− θ̂T
1φ1 − f1 −

(1
2
+

1

4σ2
1

)
ϕz1+

ẏr −
2kbk̇b
πz1

sin
[π
2

(
1− z21

k2
b

)]
cos

[π
2

(
1− z21

k2
b

)]
,

(22)

其中 c̄1 > 0.将式(22)代入(21),有

V̇z1 ⩽ − c̄1ϕz
2
1 + ϕz1z2 +

z2f1
2

+

(6d1)
2 + θ̃T

1Γ
−1
1 (

˙̂
θ1 − Γ1ϕz1φ1). (23)

设计参数自适应律为

˙̂
θ1 = Γ1(ϕz1φ1 − µ1θ̂1). (24)

其中:Γ1 = Γ T
1 > 0为自适应增益矩阵,µ1 > 0.将式

(24)代入(23),可得

V̇z1 ⩽ −c1V̄z1 + ϕz1z2 +
z2f1
2

+ (σ1d1)
2 − µθ̃T

1 θ̂1.

(25)

其中: c1 = 2c̄1, V̄z1 =
k2
b (t)

π
cot

π

2

(
1− z21

k2
b

)
.采用杨氏

不等式,不难推出

−µ1θ̃
T
1 θ̂1 ⩽ µ1

2
(−∥θ̃1∥2 + ∥θ1∥2). (26)

综合式(25)和(26),得到

V̇z1 ⩽ − c1V̄z1 + ϕz1z2 +
z2f1
2

+ (σ1d1)
2+

µ1

2
(−∥θ̃1∥2 + ∥θ1∥2). (27)

注2 当z1 → 0时,有

lim
z1→0

sin
[π
2

(
1− z21

k2
b

)]
cos

[π
2

(
1− z21

k2
b

)]
z1

→ 0. (28)

可以看出,虚拟控制律中不包含任何负幂次项,因此
α1是非奇异的.

注3 在实际应用时, kb∞的取值不宜过小.
step 2:对z2求导,可得

ż2= ẋ2 − α̇1 =

z3 + zf2 + α2 + f2 + θT
2φ2 + d2 − ẇ1, (29)

其中zf2为滤波误差.选取Lyapunov函数

Vz2 = Vz1 +
1

2
z22 +

1

2
θ̃T
2Γ

−1
2 θ̃2, (30)

对式(30)求导,可得

V̇z2 = V̇z1 + z2ż2 + θ̃T
2Γ

−1
2

˙̂
θ2 ⩽

− c1V̄z1 + ϕz1z2 +
z2f1
2

+ (σ1d1)
2+

µ1

2
(−∥θ̃1∥2 + ∥θ1∥2) + z2(z3 + zf2 + α2+

f2 + φT
2θ2 + d2 − ẇ1) + θ̃T

2Γ
−1
2

˙̂
θ2. (31)

利用杨氏不等式,可知存在正数σ2,满足

|z2d2| ⩽
1

4σ2
2

z22 + (σ2d2)
2. (32)

设计虚拟控制器

α2 = −c2z2 − ϕz1 − θ̂T
2φ2 − f2 −

1

4σ2
2

z2 + ẇ1,

(33)

其中c2 > 0.结合式(31)∼ (33),可以推出

V̇z2 ⩽ − c1V̄z1 − c2z
2
2 +

z2f1
2

+ (σ1d1)
2+

(σ2d2)
2 + z2z3 + z2zf2 +

µ1

2
(−∥θ̃1∥2+

∥θ1∥2) + θ̃T
2Γ

−1
2 (

˙̂
θ2 − Γ2z2φ2). (34)

自适应律设计为

˙̂
θ2 = Γ2(z2φ2 − µ2θ̂2). (35)

其中:Γ2 = Γ T
2 > 0为自适应增益矩阵,µ2 > 0.综合

自适应律 (35)以及不等式−µ2θ̃
T
2 θ̂2 ⩽ µ2

2
(−∥θ̃2∥2 +

∥θ2∥2),可以得到

V̇z2 ⩽ − c1V̄z1 +
z2f1
2

+

2∑
i=1

(σidi)
2+

2∑
i=1

µi

2
(−∥θ̃i∥2 + ∥θi∥2). (36)
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step i (i = 3, 4, . . . , n− 1):对zi求导,可得

żi = ẋi − α̇i−1 =

zi+1 + zfi + αi + fi + θT
i φi + di − ẇi−1, (37)

其中zfi为滤波误差.设计Lyapunov函数为

Vzi = Vzi−1
+

1

2
z2i +

1

2
θ̃T
i Γ

−1
i θ̃i. (38)

对式(38)求导,可得

V̇zi = V̇zi−1
+ ziżi + θ̃T

2Γ
−1
2

˙̂
θ2 ⩽

− c1V̄z1 +
z2f1
2

+

i−1∑
j=1

(σjdj)
2+

i−1∑
j=1

µj

2
(−∥θ̃j∥2 + ∥θj∥2)−

i−1∑
j=2

cjz
2
j+

i−1∑
j=2

zjzfj + zi(zi+1 + zfi + αi+

fi + θT
i φi + di − ẇi−1) + θ̃T

i Γ
−1
i

˙̂
θi. (39)

利用杨氏不等式,可知存在正数σi,满足

|zidi| ⩽
1

4σ2
i

z2i + (σidi)
2. (40)

设计虚拟控制律

αi = −cizi − zi−1 − θ̂T
i φi − fi −

1

4σ2
i

zi + ẇi−1,

(41)

其中ci > 0.综合式(39)∼ (41)可得

V̇zi ⩽ − c1V̄z1 −
i∑

j=2

cjz
2
j +

z2f1
2

+

i∑
j=1

(σjdj)
2+

i∑
j=1

µj

2
(−∥θ̃j∥2 + ∥θj∥2)+

θ̃T
i Γ

−1
i (

˙̂
θi − Γiziφi) +

i∑
j=2

zjzfj . (42)

据此,设计参数自适应律为
˙̂
θi = Γi(ziφi − µiθ̂i). (43)

其中:Γi = Γ T
i > 0为自适应增益矩阵,µi > 0.综合

自适应律 (43)以及不等式−µiθ̃
T
i θ̂i ⩽ µi

2
(−∥θ̃i∥2 +

∥θi∥2),可以得到

V̇zi ⩽ − c1V̄z1 −
i∑

j=2

cjz
2
j +

z2f1
2

+

i∑
j=1

(σjdj)
2+

i∑
j=1

µj

2
(−∥θ̃j∥2 + ∥θj∥2) +

i∑
j=2

zjzfj . (44)

当i = n− 1时,可得

V̇zn−1
⩽ λ1. (45)

其中

λ1 = − c1V̄z1 −
n−1∑
j=2

cjz
2
j +

z2f1
2

+
n−1∑
j=1

(σjdj)
2+

n−1∑
j=1

µj

2
(−∥θ̃j∥2 + ∥θj∥2)+

n−1∑
j=2

zjzfj +
z2n−1

2
+

z2n
2
. (46)

stepn:设计如下滑模面:

sn =

γ
w t

0
zn(ϖ)dϖ + β1z

p1
p2
n (t) + β2γ

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2
.

(47)

对zn求导,可得

żn= ẋn − ẇn−1 =

νQ(u) + fn + θT
nφn + dn − ẇn−1. (48)

由式 (5)可知q2 ⩽ ā,为了表达方便,定义 q̄2 = ā, ν为
正的有界未知参数,因此有如下定义:

ρ = sup
t⩾0

(νq̄2), (49)

显然ρ > 0.同时,由式 (4)可知q1存在下确界,因此定
义

ς = inf
t⩾0

(νq1), ξ =
1

ς
. (50)

其中: ς > 0, ξ > 0.式 (50)中未知参数ξ需要设计自

适应律进行估计.
设计如下控制律:

u =−
β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂

2υ2∣∣∣β1
p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂υ

∣∣∣+ χ
. (51)

其中

υ = fn − ẇn−1 + θ̂T
nφn + β−1

1

p2
p1

(κ1 + κ2z
2
n)sn,

(52)
˙̂
ξ = b

(
β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n snυ − ϱξ̂

)
, (53)

˙̂
θn = Γn

(
snφnβ1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n − µnθ̂n

)
. (54)

其中:β1、p1、p2的含义见式(6);χ > 0,κ1 > 0,κ2 > 0;
ξ见式(50)说明;µn > 0, b > 0, ϱ > 0;Γn为正定对称

矩阵.因为1 <
p1
p2

< 2,可以得出控制律中不包含任

何负幂次项,不会产生非奇异现象.

4 稳定性分析

定理1 对于由式 (1)、(2),控制律 (51)、(52),虚拟
控制律 (22)、(33)、(41),以及自适应律 (24)、(43)、(53)、
(54)所组成的闭环系统,如果系统满足式 (18)、假设1
和假设2,则闭环系统中所有信号全局一致有界,输出
误差在系统运行过程中被约束在(−kb, kb)这一区间

内.
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证明 选取Lyapunov函数

Vsn =
1

2
s2n + Vzn−1

+
1

2
θ̃T
nΓ

−1
n θ̃n +

ς

2b
ξ̃2. (55)

其中: θ̃n = θ̂n − θn, ξ̃ = ξ̂ − ξ.对式(55)求导可得

V̇sn = V̇zn−1
+ snṡn + θ̃T

nΓ
−1
n

˙̂
θn ⩽

λ1 + sn

[
γzn + β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n (νq1u+ νq̄2+

fn + θT
nφn + dn − ẇn−1)+

β2γ
g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1

zn

]
+

θ̃T
nΓ

−1
n

˙̂
θn +

ς

b
ξ̃
˙̂
ξ. (56)

由于

|z
p1
p2

−1
n sndn| ⩽

1

4
(z

p1
p2

−1
n sn)

2 + (dn)
2,

|z
p1
p2

−1
n snνq̄2| ⩽

1

4
(z

p1
p2

−1
n sn)

2 + (νq̄2)
2,

|γsnzn| ⩽
s2n
2

+
(γzn)

2

2
,∣∣∣snβ2γ

g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1

zn

∣∣∣ ⩽
s2n
2

+
1

2

[
β2γ

g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1]2
z2n, (57)

结合式(56)和(57)可以得出

V̇sn ⩽

λ1 + s2n +
1

2

(
β2γ

g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1)2

z2n+

(γzn)
2

2
+ β1

p1
p2

[1
2
(z

p1
p2

−1
n sn)

2 + (νq̄2)
2 + (dn)

2
]
+

snβ1
p1
p2

z
p1
p2

−1
n (νq1u+ fn + θT

nφn−

ẇn−1 + υ − υ) + θ̃T
nΓ

−1
n

˙̂
θn +

ς

b
ξ̃
˙̂
ξ, (58)

其中 υ见式 (52)说明.将控制律 (52)和 (51)代入式
(58)可得

V̇sn ⩽

λ1 − νq1

(
β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂υ

)2

∣∣∣β1
p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂υ

∣∣∣+ χ
+ β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n snυ+

θ̃T
nΓ

−1
n

(
˙̂
θn − Γsnφnβ1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n

)
+ λ2 +

ς

b
ξ̃
˙̂
ξ. (59)

其中

λ2 = −
(
κ1z

p1
p2

−1
n − 1

2
β1

p1
p2

(z
p1
p2

−1
n )2 − 1

)
s2n−[

κ2z
p1
p2

−1
n s2n − γ2

2
−

1

2

(
β2γ

g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1)2]
z2n+

β1
p1
p2

[(νq̄2)
2 + d2n].

又因为

− νq1

(
β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂υ

)2

∣∣∣β1
p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂υ

∣∣∣+ χ
⩽

ς
(
χ− β1

p1
p2

z
p1
p2

−1
n snξ̂υ

)
, (60)

所以将式 (60)代入 (59),应用自适应律 (53)和 (54)可
得

V̇sn ⩽ λ1 + λ2 + ςχ− ςϱξ̃ξ̂ − µnθ̃
T
nθ̂n. (61)

应用杨氏不等式,可以得到

V̇sn ⩽ λ1 + λ2 + λ3. (62)

其中

λ3 = ςχ− ς
ϱ

2
ξ̃2 − µn

2
∥θ̃n∥2 +

ϱ

2
ξ +

µn

2
∥θn∥2.

由于

|zizfi | ⩽
1

2
z2i +

1

2
z2fi , (63)

将式(46)中的λ1代入(62),结合(63)可得

V̇sn ⩽λ2 + λ3 − c1ϕz
2
1 −

n−1∑
j=2

cjz
2
j +

z2f1
2

+

n−1∑
j=1

(σjdj)
2 +

n−1∑
j=1

µj

2
(−∥θ̃j∥2 + ∥θj∥2)+

n−1∑
j=2

z2j
2

+

n−1∑
j=2

z2fj
2

+
z2n−1

2
+

z2n
2
. (64)

选取Lyapunov函数

L = Vsn +

n−1∑
k=1

Vzfk
, (65)

其中Vzfk
=

1

2
z2fk.对滤波误差的函数Vzfk

求导可得

V̇zfk
= zfkżfk ⩽ −

z2fk
τk

. (66)

将λ2、λ3代入式(64),并结合(65)和(66),可以推出

L̇ =

V̇sn +

n−1∑
k=1

V̇zfk
⩽

− c1V̄z1 −
n−2∑
j=2

(
cj −

1

2

)
z2j − (cn−1 − 1)z2n−1−

n−1∑
k=1

( 1

τk
− 1

2

)
z2fk −

[
κ2z

p1
p2

−1
n s2n−

1

2

(
β2γ

g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1)2

− γ2

2
− 1

2

]
z2n−(

κ1z
p1
p2

−1
n − 1

2
β1

p1
p2

(z
p1
p2

−1
n )2 − 1

)
s2n−

ς
ϱ

2
ξ̃2 −

n∑
i=1

µi

2
∥θ̃i∥2 +

n−1∑
k=1

(σkdk)
2 + ςχ+
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ϱ

2
ξ +

n∑
i=1

µi

2
∥θi∥2 + β1

p1
p2

[(νq̄2)
2 + d2n] ⩽

− 2ηL+K∗. (67)

其中

η =

min
{
c1,

(
cj −

1

2

)
, (cn−1 − 1),

( 1

τk
− 1

2

)
,[

κ2z
p1
p2

−1
n s2n − 1

2

(
β2γ

g1
g2

( w t

0
zn(ϖ)dϖ

) g1
g2

−1)2

−

γ2

2
− 1

2

]
,
[
κ1z

p1
p2

−1
n − 1

2
β1

p1
p2

(z
p1
p2

−1
n )2 − 1

]
, ς

ϱ

2
,
µi

2

}
,

i = 1, 2, . . . , n, j = 2, 3, . . . , n− 2,

k = 1, 2, . . . , n− 1.

由假设1可知, |dk| ⩽ Dk,又从式 (49)中可知 |νq̄2| ⩽
ρ,式(67)中

K∗ =
n−1∑
k=1

(σkDk)
2 + ςχ+

ϱ

2
ξ+

n∑
i=1

µi

2
∥θj∥2 + β1

p1
p2

(ρ2 +D2
n). (68)

因此

L̇(t) ⩽ −2ηL+K∗. (69)

由式(69)可得

0 ⩽ L(t) ⩽ K∗

2η
+

[
L(0)− K∗

2η

]
e−2ηt. (70)

从式 (70)可以看出, zi (i = 1, 2, . . . , n)及参数ξ、θi (i

= 1, 2, . . . , n)是有界的.进一步地,可以看出xi(i =

1, 2, . . . , n)、αk(k = 1, 2, . . . , n − 1)以及控制输入u

等信号也是有界的.
同时,由式(70)可以推出Vz1是有界的,这意味着∣∣∣k2

b (t)

π
cot

π

2

(
1− z21

k2
b

)∣∣∣ < +∞, ∀t ⩾ 0. (71)

由式(18)可知

0 < 1− z21(0)

k2
b (0)

⩽ 1. (72)

结合(71)和(72),可知下式成立:

0 <
π

2

(
1− z21

k2
b

)
⩽ π

2
, ∀t ⩾ 0. (73)

即 |z1| < kb在闭环系统运行中成立. 2
注4 由于p1、p2均为大于0的奇数,且

p1
p2

> 1,

有z
p1
p2

−1
n > 0.

5 仿真验证与分析

为了验证本文所提 IAFNTSMC算法的有效性,
将本文所提算法与同类文献的研究成果进行对比.
仿真中所采用的系统模型[25]为


ẋ1 = x2 + sinx1 + θT

1φ1 + d1,

ẋ2 = νQ(u) + cos(x1 + x2) + θT
2φ2 + d2,

y = x1.

(74)

其中: ν = 19; φ1 = [x1, x
2
1]
T, φ2 = [x1 sinx1, x

2
2]
T;

θ1 = [1, 1]T和θ2 = [1, 1.2]T为未知常参数向量,它们
的真实值分别为θ1 = [1, 1]T和θ2 = [1, 1.2]T.仿真中
的未知扰动真实值取d1 = 0.1(x1 − 0.5 sin t) cosx2

1

及d2 = 0.1 sin2(x1 + x2).系统初态为x1(0) = 0.5,

x2(0) = 0.参考信号为yr = 0.5 sin
(π
2
t
)
.

5.1 对比 1

本节开展滑模面性能对比.
方案1:利用算法 (51)∼ (54)进行仿真,滑模面选

用本文设计的改进型积分滑模面(6).
方案2:利用算法 (51)∼ (54)进行仿真,滑模面选

用文献[16]设计的积分滑模面.
方案 1中参数取为 c1 = 45,κ1 = 2,κ2 = 1,

σ1 = 0.5, kb0 = 0.8, kb∞ = 0.02,ϑ = 5,µ1 = µ2 =

0.001, p1 = 5, p2 = 3, g1 = 13, g2 = 3,β1 = 1.2,β2 =

1, γ = 55, τ1 = 0.01,χ = 3, b = 0.000 006, ϱ =

0.1,Γ1 = diag(0.001, 0.001),Γ2 = diag(0.001, 0.001);
量化器参数均取为 a = 0.02, δ = 0.2.方案 2选
用与本文算法仿真中相同的增益或设计参数 (文献
[16]所提算法不含参数γ).仿真结果见图1∼图4.从
图 1和图 2可以看出,方案 1和方案 2均可实现系统
输出对期望轨迹的快速收敛,并将输出误差约束在
(−kb, kb),但方案1的跟踪精度更好,收敛速度更快一
些.图3为系统的控制输入u,图4为控制输入在量化
后的取值Q(u).
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图 1 系统输出信号 (对比1)
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图 3 控制输入u (方案1)
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图 4 量化输入Q(u) (方案1)

5.2 对比 2

将本文所提 IAFNTSMC算法与如下文献 [19]
所提的无输出约束自适应反演量化输入控制算

法 (adaptive control scheme with quantized input,
ACSWQI)进行闭环系统误差约束性能对比:

u =[
−

(
c2 +

1

2

)
z2 − cos(x1 + x2)− θ̂T

2φ2 + α̇1−

(1− δ)a tanh
(z2
ε

)]/[
1 + δ tanh

(z2
ε

)]
− 1

4σ2
2

z2.

(75)

其中

α1 = −
(
c1 +

1

2

)
z1 − sinx1 + ẏr − θ̂T

1φ1 −
1

4σ2
1

z1,

(76)
˙̂
θi = Γi(φizi − ζiθ̂i), i = 1, 2. (77)

仿真中, IAFNTSMC算法的参数取为kb0 = 0.35,
kb∞ = 0.01,ϑ = 25, b = 0.000 004. ACSWQI算法的
参数取为c1 = 1, c2 = 1,σ1 = σ2 = 0.1, ε = 0.1,Γ1 =

Γ2 = diag(1, 1), ζ1 = ζ2 = 0.1. IAFNTSMC算法其他
参数以及量化器参数取值与对比1中相同.从图5可
以看出,两种控制方法都可以取得较好的输出轨迹跟
踪性能.由图6可见, IAFNTSMC算法可以确保输出
误差被约束在 (−kb, kb)内, ACSWQI算法无法实现
将输出误差约束在预设的界内.
由以上两个对比可以看出,本文所设计的滑模面

有助于加快闭环系统收敛速度,本文所设计的控制算
法可以将输出误差约束于预设的界内.
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图 5 系统输出信号 (对比2)
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图 6 输出误差 (对比2)

6 结 论

本文研究非线性系统在量化输入和输出受限情

形下的轨迹跟踪问题,提出了一套自适应非奇异终端
滑模控制方法.本文构造了一种新型的时变约束障
碍Lyapunov函数,用于实现对系统运行期间的输出
误差进行随时间变化的幅值约束.为提高闭环系统
的误差收敛速度,文中给出了一种新型的滑模面构造
方案.仿真对比结果验证了本文所提方法的有效性.
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