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未知初始跟踪条件的非线性系统预设性能

有限时间有界H∞控制

李小华†, 包海强, 刘 辉
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摘 要: 研究一类具有外部扰动的非线性系统在初始跟踪条件未知情况下的预设性能有限时间有界H∞控制问

题.针对预设性能控制设计,提出一个新的误差转换思想,并据此设计新的预设性能函数,解决预设性能控制依赖
于系统被约束量初始条件的问题.基于所提出预设性能函数、有限时间控制理论以及有界H∞的设计方法,获得
系统无需初始跟踪条件的预设性能有限时间有界H∞控制器,同时解决非线性系统在有界稳定情况下难以设计
H∞控制器的问题,保证跟踪误差以预先设定的动态性能在有限时间内收敛至平衡点附近的小邻域内,并对外部
干扰有较强的鲁棒性能.
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Finite-time bounded-H∞ control with prescribed performance for
nonlinear systems with unknown initial tracking conditions
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Abstract: The problem of prescribed performance finite-time bounded-H∞ tracking control is investigated for a class
of nonlinear systems with unknown initial tracking conditions and external disturbances. A new error transformation
idea is proposed aiming at the design of prescribed performance control. On this basis, the new prescribed performance
functions are designed to solve the problem that the prescribed performance control depends on the initial condition of
the constrained variable. By means of the prescribed performance functions, finite-time control theory and bounded-H∞

design method, a prescribed performance finite-time bounded-H∞ tracking controller is obtained, which is independent
of the initial tracking condition. Meanwhile, the problem that it is difficult to design the H∞ controller for a nonlinear
system with bounded stability is solved. The designed controller ensures that the tracking error converges to a small
neighbourhood near the equilibrium point with prespecified dynamic performance within a finite time, and has stronger
robustness to external disturbances.
Keywords: nonlinear systems；unknown initial condition；prescribed performance control；finite-time control；bounded-
H∞ control；adaptive control

0 引 言

由于预设性能控制可同时保证系统的动态性能

和稳态性能,目前已在非线性系统控制领域得到了
广泛研究,并取得了大量研究成果[1-3].这种控制设计
一般是先对被控制量作一个误差转换,再用一个预设

性能函数对转换后的变量进行设计.设计时常采用
障碍Lyapunov函数,根据使用的障碍Lyapunov函数
不同可分为对数型函数[4]、分数型函数[5]、正切型函

数[6]、积分型函数[7]等.这些设计方法虽然十分有效,
但是存在一个缺陷,即其要求被控制量的初始值必须
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是已知的,且必须在预设性能函数初始值的范围内.
这个条件并不是所有的系统均能够满足的,对于一些
未知初始条件的系统,这个控制方法的应用会受到限
制.因此,文献 [8]通过使用一种转换函数将被约束量
未知的初始条件转变为0,从而去掉了对其初始条件
的限制.但是,这种方法的设计过程由于引入了其他
函数而变得较为复杂.

H∞控制对外部扰动具有良好的抑制作用,近年
来已取得了很多研究成果[9-16].但是,这些研究均是
在保证系统为渐近稳定的前提下才能设计H∞控制

器,对于只能达到有界稳定的情况则难以达到H∞控

制设计的基本条件.而对于非线性系统而言,能够达
到渐近稳定的系统是不多的,使得非线性系统的抗外
部干扰能力设计受到限制.为了解决这个问题,文献
[17]提出了非线性系统的有界H∞控制设计方法,文
献 [18]利用该方法解决了一类机械臂系统在输出受
限情况下的有限时间有界H∞跟踪控制问题.但是,
这些方法没有考虑有界H∞控制与系统初始条件无

关的预设性能控制方法相结合的控制设计.
本文在已有文献的基础上,结合与初始条件无关

的预设性能设计方法和有界H∞控制方法,以及有限
时间控制理论,研究在初始跟踪条件未知情况下的预
设性能有限时间有界H∞控制问题,解决预设性能设
计依赖于系统初始条件的问题,所提出误差转换函数
简化了有界H∞控制设计.所设计控制器能够保证
跟踪误差在有限时间内收敛至平衡点附近的邻域内,
同时可有效地抑制外部扰动.

1 系统᧿述与预༷知䇶

1.1 系统描述

考虑如下不确定高阶非线性系统:

ẋi = gi(x̄i)xi+1 + fi(x̄i) + di(t),

i = 1, 2, . . . , n− 1;

ẋn = gn(x̄n)u+ fn(x̄n) + dn(t);

y = x1.

(1)

其中:xi (i=1, 2, . . . , n)为系统状态, x̄i = [x1, x2, . . . ,

xi]
T,u∈R和y ∈R分别为系统的输入和输出, gi(x̄i)、

fi(x̄i)均为未知的非线性函数, di(t) ∈ L2[0,∞)为

外部扰动.考虑系统的跟踪控制问题,但是跟踪初始
条件x1(0)未知.为了便于书写,下文设计中将函数
gi(x̄i)、fi(x̄i)和di(t)分别简写为gi、fi和di.

假设1 被跟踪的参考输入yr及其各阶导数已

知,且连续有界.
假设2 [18] 函数gi(x̄i)(i= 1, 2, . . . , n)有界且函

数符号已知,并存在未知正常数am使得0 < am ⩽

|gi(x̄i)|<∞.不失一般性,假设gi(x̄i)>0.
本文的控制目标:针对非线性系统 (1)设计一个

不依赖于系统初始跟踪条件的自适应神经预设性能

有限时间有界H∞跟踪控制器,使得: 1)系统输出能
够准确地跟踪参考输入; 2)当t⩾T时,系统跟踪误差
e1(t)=y − yr被约束于预设性能范围内,且在有限时
间内收敛至平衡点附近的小邻域内,其中T为跟踪误

差进入预设性能区域的时间; 3)闭环系统是实际有
限时间稳定的,所有信号均有界; 4)系统满足有限时
间有界H∞性能指标.

1.2 预备知识

为了得到本文的结果,下面给出一些引理和定
义.
引理1 [19] 对于ψ、φ∈R,如下不等式恒成立:

ψφ ⩽ ςa

a
|ψ|a + 1

bςb
|φ|b.

引理2 [20] 对于非线性系统 (1),假设存在一个
定义在原点邻域Ω→Rn内的C1函数V (x) : Ω→R

和实数ϑ0> 0、0<ℓ< 1和0<η0<∞,若V (x)在Ω上

是正定的且V (0)=0,如下不等式成立:

V̇ (x) ⩽ −ϑ0V
ℓ(x) + η0,

则系统(1)是实际有限时间稳定的.
定义1 [18] 对于系统 (1),若对于任意的初始状

态,存在一个连续可导函数V (x(t)),有V (x(0)) > 0,
且满足 V̇ (x)⩽−ϑ0V

ℓ(x) + η0,并有w t

0
∥e1(s)∥2ds ⩽ V (x(0)) + γ̄2

w t

0
∥d(s)∥2ds, (2)

则系统(1)具有有限时间有界H∞性能,其中 γ̄为干扰

抑制系数,式(2)为有界H∞性能指标.

2 主要结果

2.1 一个不依赖于系统被约束量初始条件的预设性

能控制新方法

按照本文的控制目标,跟踪误差e1(t)需满足

−p1(t) < e1(t) < p1(t). (3)

其中:预设性能函数为p1(t) = (p0 − p∞)e−λ(t−T ) +

p∞, p0>p∞>0、λ>0、T >0为设计参数.
注1 式 (3)的预设性能函数与经典预设性能函

数p(t) = (p0 − p∞)e−λt + p∞是不同的,加入了一个
T > 0的设计参数,表示跟踪误差进入预设性能区域
的时间,它是可以预先设定的.
由于一般的预设性能控制 e1(t) 必须满足

−p1(0)<e1(0)<p1(0)的初始条件,而本文考虑e1(0)

是未知的,这个条件是无法满足的.为了获得本文的
控制目标,设计新的误差转换函数,即首先使用双曲
正切函数对 e1(t)进行饱和非线性变换,得到映射函
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数

w(e1(t)) = tanh(e1(t)). (4)

这里将对e1(t)的约束转换为对函数w(e1(t))的约束,
考虑这个预设性能约束函数为p2(t),即

−p2(t) < w(e1(t)) < p2(t), t ⩾ 0. (5)

设计p2(t)为

p2(t) =Me−τt
(v1(t)− v2

v0

)
+ tanh(p1(t)). (6)

v1(t) =


(
v0 −

t

T

)
e(1−

T
T−t ) + v2, 0 ⩽ t < T ;

v2, t ⩾ T.

(7)

其中:M⩾1、τ >0、v0⩾1以及v2>0为设计参数.
注2 由M ⩾ 1,有p2(0) > 1,而w(e1(t))函数的

界为(−1, 1),因此无论e1(0)为何值,其初始条件一定
满足 |w(e1(0))|< p2(0),所提出方法可做到与初始跟
踪误差e1(0)无关.所提出的预设性能新方法可通过
式(5)来获得(3)的控制目标.

定理1 若式 (5)成立,则当 t ⩾ T时,−p1(t) <
e1(t) < p1(t)成立.
证明略.

2.2 控制器设计

基于反步法,首先定义如下误差变换:

e1 = x1 − yr; (8)

zi = xi − αi−1, i = 2, 3, . . . , n. (9)

其中αi−1为系统的虚拟控制律.
在推导过程中使用了神经网络逼近未知函数

f̄i(Zi),即

f̄i(Zi) =W ∗T
i Si(Zi) + εi(Zi), ∀Zi ∈ Ω ⊂ Rq. (10)

其中:Zi为输入向量; q为输入向量的维数;W ∗T
i 为理

想权向量;Si(Zi)为高斯基函数向量; εi(Zi)为逼近

误差且满足 |εi(Zi)|⩽ ε̄i, ε̄i为有界正常数.因此,定义
未知参数

θi = ∥W ∗T
i ∥2, i = 1, 2, . . . , n.

式中: θ̂i为θi的估计值, θ̃i=θi − θ̂i为估计误差.
为了利用障碍型Lyapunov函数确保式 (5)成立,

定义变量

h =
p2w

p22 − w2
. (11)

同时,为了便于设计有限时间控制和有界H∞控制,
另取一个新的误差转换,即

σ = e1 + c0h, (12)

其中c0>0为设计常数.由式(12),有

σ̇ = F ė1 −Q. (13)

式中

F = 1 +
c0(p2w

2 + p32)

cosh2(e1)(p22 − w2)
2 > 0,

Q =
c0(ṗ2p

2
2w + ṗ2w

3)

(p22 − w2)
2 .

step 1:由式(13),得到

σ̇ = F
(
g1z2 + g1α1 + f1 + d1 − ẏr −

Q

F

)
. (14)

选择Lyapunov函数为

V1 =
1

2
σ2 +

am
2r1

θ̃21, (15)

其中r1>0为设计常数.由式(14)和(15),得到

V̇1 =

σF
(
g1z2 + g1α1 + f1 + d1 − ẏr −

Q

F

)
− am

r1
θ̃1

˙̂
θ1.

(16)

由引理1,有

g1Fσz2 ⩽ 1

2
g1F

2σ2 +
1

2
g1z

2
2 , (17)

Fσd1 ⩽ 1

2γ2
F 2σ2 +

1

2
γ2d21, (18)

其中γ > 0为设计参数.将式 (17)和 (18)代入 (16),并
通过加减项k1σ

2ℓ、e1σ,得到

V̇1 ⩽

σF (g1α1 + f̄1(X1)) +
1

2
g1z

2
2 − k1σ

2ℓ +
1

2
γ2d21−

e21 − c0e1h− am
r1
θ̃1

˙̂
θ1. (19)

其中:X1 = [x1, yr, ẏr, p1, ṗ1, p2, ṗ2]
T,
1

2
< ℓ < 1, k1为

设计中引入的辅助参数,

f̄1(X1) = f1 − ẏr −
Q

F
+

1

2
g1σF +

1

2γ2
Fσ+

e1 + k1σ
2ℓ−1

F
.

采用RBF神经网络逼近未知函数 f̄1(X1),得到
f̄1(X1) = W ∗T

1 S1(X1) + ε1(X1)(|ε1(X1)| ⩽ ε̄1).由
引理1可知

σF f̄1 ⩽ am
2ρ2

F 2θ1S
T
1S1σ

2 +
1

2am
ρ2+

am
2γ2

F 2σ2 +
1

2am
γ2ε̄21, (20)

其中ρ>0为设计参数.选择虚拟控制律为

α1 = −
(c1σ
F

+
1

2ρ2
F θ̂1S

T
1S1σ +

1

2γ2
Fσ

)
, (21)

式中c1>0为设计参数.由假设2和式(21),得到

g1σFα1 ⩽

− amc1σ
2 − am

2ρ2
F 2θ̂1S

T
1S1σ

2 − am
2γ2

F 2σ2. (22)

将式(20)∼ (22)代入(19),且由式(4)和(11)可知, e1与
h二者同号,所以c0e1h>0,得到
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V̇1 ⩽ −amc1σ2 − k1σ
2ℓ +

1

2
g1z

2
2+

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 +
1

2am
ρ2 +

1

2am
γ2ε̄21+

1

2
γ2d21 − e21 −

am
r1
θ̃1

˙̂
θ1. (23)

step 2:根据z2=x2 − α1,对z2求导,得到

ż2 = g2z3 + g2α2 + f2 + d2 −
∂α1

∂x1
d1 − ξ1, (24)

其中

ξ1 =
∂α1

∂x1
(g1x2 + f1) +

∂α1

∂θ̂1

˙̂
θ1 +

1∑
j=0

∂α1

∂y
(j)
r

y(j+1)
r +

2∑
k=1

1∑
j=0

∂α1

∂p
(j)
k

p
(j+1)
k .

选择Lyapunov函数为

V2 = V1 +
1

2
z22 +

am
2r2

θ̃22, (25)

其中r2 > 0为设计常数.对V2求导,并结合式 (23)和
(24),有

V̇2 ⩽ −amc1σ2 − k1σ
2ℓ +

1

2
g1z

2
2+

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 +
1

2am
ρ2 +

1

2am
γ2ε̄2+

1

2
γ2d21 − e21 −

2∑
j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj + z2

(
g2z3+

g2α2 + f2 + d2 −
∂α1

∂x1
d1 − ξ1

)
. (26)

由引理1,有

g2z2z3 ⩽ 1

2
g2z

2
2 +

1

2
g2z

2
3 , (27)

z2d2 ⩽ 1

2γ2
z22 +

1

2
γ2d22, (28)

− z2
∂α1

∂x1
d1 ⩽ 1

2γ2
z22

(∂α1

∂x1

)2

+
1

2
γ2d21. (29)

将式(27)∼ (29)代入(26),得到

V̇2 ⩽ −c1amσ2 − k1σ
2ℓ +

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 − e21+

1

2am
ρ2 +

1

2am
γ2ε̄21 + γ2d21 +

1

2
γ2d22−

2∑
j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj − k2z

2ℓ
2 +

1

2
g2z

2
3 + z2(g2α2+

f̄2(X2)). (30)

其中:X2 = [x̄2, θ̂1, yr, ẏr, ÿr, p1, ṗ1, p̈1, p2, ṗ2, p̈2]
T; k2

为设计中引入的辅助参数,包括后面的ki (i = 3, 4,

. . . , n)均相同;

f̄2(X2) = f2 +
1

2
g1z2 +

1

2
g2z2 +

1

2γ2
z2

(∂α1

∂x1

)2

+

1

2γ2
z2 + k2z

2ℓ−1
2 − ξ1.

利用神经网络RBF对 f̄2(X2)进行逼近,有

z2f̄2(X2) ⩽
am
2ρ2

z22θ2S
T
2S2 +

ρ2

2am
+
am
2γ2

z22+

1

2am
γ2ε̄22. (31)

设计虚拟控制律为

α2 = −
(
c2z2 +

1

2ρ2
θ̂2S

T
2S2z2 +

1

2γ2
z2

)
, (32)

其中c2>0为设计参数.由假设2和式(32),得到

g2z2α2 ⩽ −amc2z22 −
am
2ρ2

θ̂2S
T
2S2z

2
2 −

am
2γ2

z22 . (33)

将式(31)∼ (33)代入(30),得到

V̇2 ⩽ −amc1σ2 − amc2z
2
2 − k1σ

2ℓ − k2z
2ℓ
2 +

1

2
g2z

2
3+

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 − e21 +
am
2ρ2

z22 θ̃2S
T
2S2+

1

am
ρ2 +

2∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j + γ2d21 +

1

2
γ2d22−

2∑
j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj . (34)

step i (i=3, 4, . . . , n− 1):根据zi=xi − αi−1,对
zi求导,得到

żi = gizi+1 + giαi + fi + di −
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
dj − ξi−1,

(35)

其中

ξi−1 =

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj
(gjxj+1 + fj) +

i−1∑
j=0

∂αi−1

∂y
(j)
r

y(j+1)
r +

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂θ̂j

˙̂
θj +

2∑
k=1

i−1∑
j=0

∂αi−1

∂p
(j)
k

p
(j+1)
k .

选择Lyapunov函数为

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i +

am
2ri

θ̃2i , (36)

其中ri> 0为设计常数.对Vi求导并结合引理1,通过
加减项,得到

V̇i ⩽

− amc1σ
2 − k1σ

2ℓ − am

i−1∑
j=2

cjz
2
j −

i∑
j=2

kjz
2ℓ
j +

1

2
giz

2
i+1 +

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 +

i−1∑
j=2

am
2ρ2

z2j θ̃jS
T
j Sj−

e21 +
i− 1

2am
ρ2 +

i−1∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j+

1

2
γ2

i∑
j=1

(i− j + 1)d2j −
i∑

j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj+

zi(giαi + f̄i(Xi)). (37)
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其中

Xi = [x̄i, θ̂1, . . . , θ̂i−1, yr, ẏr, . . . , y
(i)
r , p1, ṗ1, . . . , p

(i)
1 ,

p2, ṗ2, . . . , p
(i)
2 ]T,

f̄i(Xi) = fi − ξi−1 +
1

2
gi−1zi +

1

2
gizi +

1

2γ2
zi+

1

2γ2
zi

i−1∑
j=1

(∂αi−1

∂xj

)2

+ kiz
2ℓ−1
i .

利用神经网络RBF对 f̄i(Xi)进行估计,有

zif̄i(Xi) ⩽
am
2ρ2

z2i θiS
T
i Si +

ρ2

2am
+
am
2γ2

z2i +
1

2am
γ2ε̄2i . (38)

取虚拟控制律为

αi = −
(
cizi +

1

2ρ2
θ̂iS

T
i Sizi +

1

2γ2
zi

)
, (39)

其中ci>0为设计参数.由假设2和式(39),得到

giziαi ⩽ −amciz2i −
am
2ρ2

θ̂iS
T
i Siz

2
i −

am
2γ2

z2i . (40)

将式(38)∼ (40)代入(37),得到

V̇i ⩽

− amc1σ
2 − k1σ

2ℓ − am

i∑
j=2

cjz
2
j −

i∑
j=2

kjz
2ℓ
j +

giz
2
i+1

2
+
am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 +

i∑
j=2

am
2ρ2

z2j θ̃jS
T
j Sj−

e21 +
i

2am
ρ2 +

i∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j+

1

2
γ2

i∑
j=1

(i− j + 1)d2j −
i∑

j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj . (41)

stepn:选择Lyapunov函数为

Vn = Vn−1 +
1

2
z2n +

am
2rn

θ̃2n, (42)

其中rn>0为设计常数.类似第i步,得到

V̇n ⩽

− amc1σ
2 − k1σ

2ℓ − am

n−1∑
j=2

cjz
2
j −

n∑
j=2

kjz
2ℓ
j +

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 +
n−1∑
j=2

am
2ρ2

z2j θ̃jS
T
j Sj − e21+

n− 1

2am
ρ2 +

n−1∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j +

1

2
γ2

n∑
j=1

(n− j + 1)d2j−

n∑
j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj + zn(gnu+ f̄n(Xn)). (43)

其中

Xn = [x̄n, θ̂1, . . . , θ̂n−1, yr, ẏr, . . . , y
(n)
r , p1, ṗ1, . . . ,

p
(n)
1 , p2, ṗ2, . . . , p

(n)
2 ]T,

f̄n(Xn) = fn − ξn−1 +
gn−1zn

2
+

1

2γ2
zn+

1

2γ2
zn

n−1∑
j=1

(∂αn−1

∂xj

)2

+ knz
2ℓ−1
n ,

ξn−1 =
n−1∑
j=1

∂αn−1

∂xj
(gjxj+1 + fj) +

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂θ̂j

˙̂
θj+

n−1∑
j=0

∂αn−1

∂y
(j)
r

y(j+1)
r +

2∑
k=1

n−1∑
j=0

∂αn−1

∂p
(j)
k

p
(j+1)
k .

利用神经网络RBF对 f̄n(Xn)进行估计,有

znf̄n(Xn) ⩽
am
2ρ2

z2nθnS
T
nSn +

ρ2

2am
+

am
2γ2

z2n +
1

2am
γ2ε̄2n. (44)

设计实际控制律为

u = −
(
cnzn +

1

2ρ2
θ̂nS

T
nSnzn +

1

2γ2
zn

)
, (45)

其中cn>0为设计参数.由假设2和式(45),得到

gnznu ⩽ −amcnz2n − am
2ρ2

θ̂nS
T
nSnz

2
n − am

2γ2
z2n. (46)

将式(44)∼ (46)代入(43),得到

V̇n ⩽ −amc1σ2 − k1σ
2ℓ − am

n∑
j=2

cjz
2
j −

n∑
j=2

kjz
2ℓ
j +

am
2ρ2

F 2θ̃1S
T
1S1σ

2 +
n∑

j=2

am
2ρ2

z2j θ̃jS
T
j Sj−

e21 +
n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j+

1

2
γ2

n∑
j=1

(n− j + 1)d2j −
n∑

j=1

am
rj
θ̃j

˙̂
θj . (47)

取自适应律

˙̂
θ1 =

r1
2ρ2

F 2ST
1S1σ

2 − q1θ̂1; (48)

˙̂
θi =

ri
2ρ2

ST
i Siz

2
i − qiθ̂i, i = 2, 3, . . . , n. (49)

其中 q1, q2, . . . , qn均为正的设计参数.将式 (48)和
(49)代入(47),有

V̇n⩽−amc1σ2 − k1σ
2ℓ − am

n∑
j=2

cjz
2
j −

n∑
j=2

kjz
2ℓ
j −

e21 +
n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j+

1

2
γ2

n∑
j=1

(n− j + 1)d2j +

n∑
j=1

amqj
rj

θ̃j θ̂j . (50)

由上述推导,可将主要结果总结为如下定理.
定理2 对于满足假设1和假设2的非线性系统

(1),若按照式 (21)、(32)、(39)、(45)、(48)和 (49)选取



2220 控 制 与 决 策 第39卷

系统的虚拟控制律、实际控制律和自适应律,则: 1)
闭环系统是实际有限时间稳定的,所有信号均有界;
2)当 t⩾ T时,系统跟踪误差e1(t)被约束在−p1(t)<
e1(t) < p1(t)范围内,且在有限时间内收敛至平衡点
附近的小邻域内; 3)系统满足有限时间有界H∞性能

指标.
证明 1)实际有限时间收敛性证明.
由式(50),得到

V̇n ⩽

− amc1σ
2 − k1σ

2ℓ − am

n∑
j=2

cjz
2
j −

n∑
j=2

kjz
2ℓ
j −

e21 +
n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j +

n∑
j=1

amqj
rj

θ̃j θ̂j+

1

2
γ2

n∑
j=1

(n− j + 1)d2j −
( n∑

i=1

amqi
2ri

θ̃2i

)ℓ

+

( n∑
i=1

amqi
2ri

θ̃2i

)ℓ

. (51)

由引理1,可知
n∑

i=1

amqi
ri

θ̃iθ̂i ⩽ −
n∑

i=1

amqi
2ri

θ̃2i +

n∑
i=1

amqi
2ri

θ2i . (52)

为了处理式 (51)的最后一项,可根据引理 1,选
取 a = 1/(1 − ℓ), b = 1/ℓ, ς = ℓℓ,ψ = 1,φ =( n∑

i=1

amqi
2ri

θ̃2i

)ℓ

,得到

( n∑
i=1

amqi
2ri

θ̃2i

)ℓ

⩽ (1− ℓ)ℓ
ℓ

1−ℓ +

n∑
i=1

amqi
2ri

θ̃2i . (53)

令qmin= min
1⩽i⩽n

{qi},将式(52)和(53)代入(51),得到

V̇n ⩽ −ϑ1Vn
ℓ + η1. (54)

其中

ϑ1 = min
1⩽j⩽n

{2ℓkj , qℓmin},

η1 =

n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j +

1

2
γ2

n∑
j=1

(n− j + 1)d2j+

n∑
i=1

amqi
2ri

θ2i + (1− ℓ)ℓ
ℓ

1−ℓ .

外部扰动di(t) ∈ L2[0,∞)是有界的,故由引理2
可知,系统 (1)是实际有限时间稳定的.由式 (4)和 (11)
可知, e1与h同号,由于σ有界,由式 (12)可知, e1和h

是有界的.因此,σ和所有的偏差信号 e1, z2, . . . , zn,

θ̃1, . . . , θ̃n在有限时间内均有界.由于e1(t)和yr(t)有

界,由式 (8)可知,x1(t)有界,从而 ẋ1(t)有界.由式 (1)
可知, f1(x1)、d1(t)、g1(x1)有界,因此x2(t)和α1有界.

同理可知,x3, x4, . . . , xn有界,α2, α3, . . . , αn−1, u有

界;由于 θ̃i和 θi有界,由 θ̃i = θi − θ̂i可知, θ̂i (i = 1,

2, . . . , n)有界.
2)满足预设性能的证明.
由式 (11)和h的有界性以及 |w(e1(0))| < p2(0)

可知,当 t⩾ 0时,有−p2(t)<w(e1(t))<p2(t).由定理
1可知,当 t ⩾ T时,−p1(t) < e1(t) < p1(t),即e1(t)被

约束在预设性能范围内.因为e1(t)在闭区间t∈ [0, T ]

上连续,所以在此区间上e1(t)一定是有界的,所以它
会随着时间t变化满足预设性能的要求.

3)有限时间有界H∞性能的证明.
选择Lyapunov辅助函数

V (Z) = Vn(Z) + k0.

其中:Z=[σ, z2, . . . , zn, θ̃1, . . . , θ̃n]
T, k0>0.这里加入

辅助常数k0是为了保证V (Z) > 0,但是它不影响上
面设计的结果.为了验证定义1的有界H∞性能指标,
需要保证在V (Z)下满足有限时间的判据.由式 (54)
并加减项kℓ0,有

V̇ ⩽ ϑ2V
ℓ + η2.

其中

ϑ2 = min
1⩽i⩽n

{2ℓki, qℓmin, 1},

η2 =

n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j +

1

2
γ2

n∑
j=1

(n− j + 1)d2j+

n∑
i=1

amqi
2ri

θ2i + (1− ℓ)ℓ
ℓ

1−ℓ + kℓ0.

因此,定义 1的判据条件满足.结合式 (50)和 (52),得
到

V̇ (Z) ⩽

− e21 +
n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j +

n∑
i=1

amqi
2ri

θ2i+

1

2
nγ2∥d∥2, (55)

其中d=[d1, d2, . . . , dn]
T.定义辅助函数

G = V̇ (Z) + e21 −
1

2
nγ2∥d∥2. (56)

将式(55)代入(56),得到

G ⩽ δ, (57)

式中

δ =
n

2am
ρ2 +

n∑
j=1

1

2am
γ2ε̄2j +

n∑
i=1

amqi
2ri

θ2i . (58)

V (Z) > 0,且 δ为有界正常数,因此,一定存在常数
µ>0使得δ⩽µV (Z)成立,进而得到
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G ⩽ µV (Z), (59)

将式(56)代入(59),两边积分,得到

V (Z(t)) +
w t

0

(
∥e1(s)∥2 −

1

2
nγ2∥d(s)∥2

)
ds−

V (Z(0)) ⩽
w t

0
µV (Z(s))ds,

即

0 < V (Z(t)) < ϕ(t) +
w t

0
Υ (s)V (Z(s))ds. (60)

其中

Υ (s) = µ,

ϕ(t) =
w t

0

(1
2
nγ2∥d(s)∥2 − ∥e1(s)∥2

)
ds+ V (Z(0)).

由文献[21]中的Gronwall不等式和式(60),有

V (Z(t)) < ϕ(t) +
w t

0
µϕ(s)eµ(t−s)ds.

下面用反证法验证ϕ(t)>0.假设ϕ(t)⩽0,有w t

0
µϕ(s)eµ(t−s)ds ⩽ 0,

则V (Z(t))⩽0,这与V (Z(t))>0相矛盾,假设不成立,
因此,ϕ(t)>0,即w t

0
∥e1(s)∥2ds <

1

2
nγ2

w t

0
∥d(s)∥2ds+ V (Z(0)),

进而得到w t

0
∥e1(s)∥2ds < γ̄2

w t

0
∥d(s)∥2ds+ V (Z(0)),

其中 γ̄ =

√
n

2
γ.因此,系统满足定义1中的有限时间

有界H∞性能指标. 2
2.3 仿真研究

为了验证所提出方法的有效性,将所设计的控制
器应用于文献 [22]中的刚性机械臂系统,且在系统中
加入外部干扰,其动态模型如下式所示:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = g2u+ f2 + d2,

y = x1.

其中: J0 = 4mrl
2
r/3为惯性系数, g2 = 1/J0, f2 =

−mrgvlr cos(x1)/J0,x1、x2、mr、gv、lr和u分别为

机械臂的角位置、角速度、负载质量、重力加速度、长

度和输入力矩,mr=5 kg, gv=9.8m/s2, lr=0.25m.
仿真的初始条件和设计参数如下: [x1(0), x2(0)]T

= [−0.8, 2]T, [θ̂1(0), θ̂2(0)]T = [0, 0]T; c0 = 2, c1 = 5,
c2 = 2; ρ = 5, γ = 0.25, q1 = q2 = 1, r1 = r2 = 1; p0 =
0.3, p∞ = 0.001,λ= 0.3, τ = 0.1, v0 = 10, v2 = 3,M =

30,T = 3.考虑外部干扰为d2(t) = 2 sin(πt).参考信
号yr = 0.5 sin(t).神经网络W T

1 S1(Z1)有77个节点,
宽度为 2,中心平均分配在区间 [−3, 3] × [−3, 3] ×
[−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]上;神经网

络W T
2 S2(Z2)有 712个节点,宽度为 2,中心平均分配

在区间 [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]×
[−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]× [−3, 3]×[−3, 3]×
[−3, 3]上.根据这些设计参数按照定理2设计系统的
控制器,其仿真结果如图1∼图4所示.为了表明所提
出方法对外部扰动具有良好的抑制能性,图1∼图4
同时给出了系统受到和未受到外部干扰的控制效果.
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图 1 机械臂角位置x1和期望轨迹yr
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图 2 跟踪误差e1
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图 3 机械臂角位置x2
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图 4 控制输入u

图 1和图 2分别为机械臂系统输出跟踪曲线
和跟踪误差曲线.由图 1和图 2可见,即使 e1(0) /∈
(−p1(0), p1(0)),系统的输出角位置也能在有限时间
内很好地跟踪参考信号,当系统受到外部扰动时,跟
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踪效果几乎不受影响,表明所提出方法具有较高的干
扰抑制能力.图3为机械臂角速度x2的曲线.由图3
可见,无论系统是否受到外部扰动,状态x2均是有界

的.图4为控制输入u的曲线.由图4可见,系统的控
制信号是符合实际要求的,当系统受到干扰时,控制
输入仅有少许调整,整体保持基本稳定.由图 1∼图
4可见:所提出方法设计的控制器能够保证系统的输
出在有限时间内很好地跟踪期望输出.当系统受到
外部扰动影响时,系统控制效果基本没有影响,充分
验证了所提出控制方法对外部扰动具有良好的抑制

性能.
为了验证所提出方法的优越性,与文献 [23]中的

方法进行比较.文献[23]中的控制器为

α1 = −k1z1 −
z1θ̂1S

T
1 (Z1)S1(Z1)

4τ1
;

u = −k2z2 −
z2θ̂2S

T
2 (Z2)S2(Z2)

4τ2
;

˙̂
θi =

µiz
2
i S

T
i (Zi)Si(Zi)

4τi
− ζiθ̂i, i = 1, 2.

在此仿真研究中,按照文献 [23]中的设计参数选
取为k1=k2=10,µ1=µ2=1, ς1= ς2=0.05, τ1= τ2=
1, υ0 = 1, υTf

= 0.01,Tf = 1;本文的设计参数选取为
c0 = 0.001, c1 = c2 = 10= k1 = k2, ρ= 1, γ = 0.1, q1 =
q2 = 1, r1 = r2 = 1;为了得到与文献 [23]相同范围的
预设性能函数,选取p0 = 0.09, p∞ = 0.01,λ = 5, τ =

0.1, v0 = 1, v2 = 0.001,M = 15,T = 0.5;取同样的外
部干扰为d2(t) = 2 randn(1, 1),并取同样的初始条件
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图 5 跟踪效果对比
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图 6 跟踪误差对比

[x1(0), x2(0)]
T = [0.5, 0]T, [θ̂1(0), θ̂2(0)]T = [0, 0]T.在

上述条件下分别计算所提出控制器和文献 [23]的控
制器,得到的仿真结果如图5和图6所示.图5和图6
分别给出了两种控制方法的输出跟踪效果和跟踪误

差的响应曲线.
由图5和图6可知,当存在随机外部扰动时,所提

出控制方法仍然能够使得被控系统具有较好的动态

性能,收敛速度更快,而文献 [23]方法的控制效果则
相对较差,表明了所提出方法的优越性.

3 结 论

本文研究了非线性系统的预设有限时间有界

H∞控制问题,结合预设性能控制、有限时间控制和
H∞控制,设计了系统的与初始跟踪条件无关的预
设性能有限时间有界H∞跟踪控制器.为了达到控
制设计目标,设计了新的跟踪误差转换函数,简化了
同时设计有限时间控制和有界H∞控制的设计过

程.所提出控制设计方法能够保证系统跟踪误差在
有限时间内收敛至预设定的平衡点附件的邻域内,且
其他信号是实际有限时间稳定的,同时,对外部扰动
具有良好的扰动抑制能力.所提出方法对于一些未
知初始条件的非线性系统的预设性能控制设计具有

极大的方便性,便于实际应用.
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