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摘 要: 针对有色噪声干扰下的随机系统,利用数据滤波技术,对输入输出数据进行滤波,将具有滑动平均噪声的
原始系统转换为白噪声干扰下的系统,提出有限脉冲响应滑动平均系统的滤波增广随机梯度算法,并对该算法进
行收敛性分析.此外,为了提高参数估计的精度和加快算法的收敛速度,使用多新息辨识理论提出滤波多新息增
广随机梯度算法,并分析其收敛性.与增广随机梯度算法相比,所提出的滤波增广随机梯度算法和滤波多新息增
广随机梯度算法可以得到更高精度的参数估计.最后,通过仿真实例表明了所提出算法的有效性.
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Filtering-based stochastic gradient identification methods
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Abstract: This paper studies the parameter identification of stochastic systems with colored noises. Using the data
filtering technology to filter the input and output data, which converts the original system with moving average noise to
the system with white noise, we propose the filtering-based extended stochastic gradient algorithm and analyze its
convergence. In addition, in order to improve the parameter estimation accuracy and accelerate the convergence rate, a
filtering-based multi-innovation extended stochastic gradient algorithm is proposed by using the multi-innovation
identification theory and its convergence is analyzed. Compared with the extended stochastic gradient algorithm, the
proposed filtering-based extended stochastic gradient algorithm and the filtering-based multi-innovation extended
stochastic gradient algorithm can obtain higher precision parameter estimates. Finally, the simulation results indicate
that the proposed algorithms are effective.
Keywords: parameter estimation；multi-innovation identification；data filtering；stochastic systems；stochastic
gradient；convergence analysis

0 引 言

系统辨识广泛应用于许多科学和工程领域,如
航空航天、生物医学、自适应控制[1]和故障诊断[2-3]

等都需要用到辨识技术,根据观测数据来确定数学模
型.数学模型是控制器设计[4]和系统分析[5]的基础,
对于有限脉冲响应 (FIR)系统,目前已经提出了许多
参数估计方法.例如,Wang等[6]针对FIR系统研究了
自适应控制以及辨识问题. Münker等[7]研究了 FIR
模型的非线性系统辨识.
最小二乘算法和随机梯度算法是辨识领域中两

种常用的方法.最小二乘算法具有较快的收敛速度,
但是该算法需要计算协方差矩阵,计算量较大.而随

机梯度算法的计算量较小[8],但其收敛速度相对较
低.为改进随机梯度辨识方法的收敛速度,可通过扩
展新息维度推导出多新息随机梯度算法[9]. Fan等[10]

便是在随机梯度算法的基础上提出多新息随机梯

度算法估计分段线性输入非线性FIR-MA系统的参
数. Ma等[11]提出了基于数据滤波的多新息最小二乘

算法,在减小计算量的同时提升了收敛速度.
滤波方法是一类新的参数估计方法.辨识领域

的滤波技术不同于通信和信号处理领域的滤波器,后
者的作用是去除噪声信号中的干扰,前者是在系统方
程两边同乘以滤波器将受有色噪声干扰的系统转换

为受白噪声影响的系统,以提高参数识别精度[12].近
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年来出现了许多基于滤波技术的辨识方法,文献 [13]
针对ARX模型的参数估计提出了卡尔曼滤波辨识方
法.文献 [14]通过使用数据滤波技术推导了双线性
状态空间系统的增广梯度迭代算法,提高了参数估计
的精度.
本文研究有限脉冲响应滑动平均 (FIR-MA)系

统的参数辨识问题,推导增广随机梯度 (ESG)算法,
通过使用数据滤波技术提出滤波增广随机梯度 (F-
ESG)算法,并分析该算法的收敛性.为了加快参数的
收敛速度和得到更精确的参数估计,引入新息长度,
将新息标量扩展为新息向量,提出基于滤波的多新息
增广随机梯度 (F-MI-ESG)算法,并给出算法的收敛
性证明.最后通过两个仿真例子表明了所提出算法
的有效性,给出一些结论.

1 辨识模型

考虑如下有限脉冲响应滑动平均(FIR-MA)模型
描述的随机控制系统:

y(t) = B(z)u(t) +D(z)v(t). (1)

其中: {u(t)}和{y(t)}分别为系统的输入和输出序列,
{v(t)}为零均值不可测白噪声序列,B(z)和D(z)为

后移算子z−1的多项式(z−1y(t) = y(t−1)或zy(t) =

y(t+ 1)),定义为

B(z) := b1z
−1 + b2z

−2 + . . .+ bnb
z−nb ,

D(z) := 1 + d1z
−1 + d2z

−2 + . . .+ dnd
z−nd .

定义干扰噪声w(t) := D(z)v(t),是一个MA噪声,且
是有色噪声.对辨识而言,这里要求噪声模型D(z)

(即滤波器)是稳定的,这样滤波后的变量才不至于发
散.假设阶次nb和nd已知,记n := nb + nd.定义如下
参数向量和信息向量:

b := [b1, b2, . . . , bnb
]T ∈ Rnb ,

d := [d1, d2, . . . , dnd
]T ∈ Rnd ,

ϑ := [bT,dT]T ∈ Rn,

φ(t) := [u(t− 1), u(t− 2), . . . , u(t− nb),

v(t− 1), v(t− 2), . . . , v(t− nd)]
T ∈ Rn.

由式(1)可得

y(t) = φT(t)ϑ+ v(t). (2)

式(2)是FIR-MA系统(1)的辨识模型.
取滤波器 1/D(z),定义系统的滤波输入变量

uf (t)和系统的滤波输出变量yf (t)分别为

uf (t) :=
1

D(z)
u(t), (3)

yf (t) :=
1

D(z)
y(t). (4)

定义滤波信息向量

φf (t) := [uf (t− 1), uf (t− 2), . . . , uf (t− nb),

yf (t− 1), . . . , yf (t− nd)]
T ∈ Rn. (5)

式(1)两边同除以D(z),可得

yf (t) = B(z)uf (t) + v(t). (6)

由式(3)和(4)得

u(t) = D(z)uf (t), y(t) = D(z)yf (t).

进一步可得

uf (t) = [1−D(z)]uf (t) + u(t) =

u(t)− d1uf (t− 1)− d2uf (t− 2)−

. . .− dnd
uf (t− nd), (7)

yf (t) = [1−D(z)]yf (t) + y(t) =

y(t)− d1yf (t− 1)− d2yf (t− 2)−

. . .− dnd
yf (t− nd). (8)

将式(8)代入(6),得到

[1−D(z)]yf (t) + y(t) = B(z)uf (t) + v(t),

即

y(t) = [D(z)− 1]yf (t) +B(z)uf (t) + v(t) =

[uf (t− 1), uf (t− 2), . . . , uf (t− nb)]b+

[yf (t− 1), yf (t− 2), . . . , yf (t− nd)]d+ v(t) =

φT
f (t)ϑ+ v(t). (9)

式 (9)是FIR-MA系统 (1)的滤波辨识模型.参数向量
ϑ包含了所有参数bi和di,滤波信息向量由滤波输入
uf (t− i)和滤波输出yf (t− i)组成.本文的目的是使
用数据滤波技术、梯度搜索法和多新息理论推导估

计参数向量的新算法.

2 增广随机梯度算法

对于辨识模型(2),定义梯度准则函数

J1(ϑ) := [y(t)−φT(t)ϑ]2.

令ϑ̂(t) := [b̂T(t), d̂T(t)]T为参数向量ϑ = [bT,dT]T在

时刻t的估计, 1/r(t)为收敛因子.使用负梯度搜索极
小化准则函数J1(ϑ),得到如下梯度递推关系:

ϑ̂(t) = ϑ̂(t− 1)− 1

r(t)
grad[J1(ϑ̂(t− 1))] =

ϑ̂(t− 1) +
φ(t)

r(t)
[y(t)−φT(t)ϑ̂(t− 1)];

r(t) = r(t− 1) + ∥φ(t)∥2, r(0) = 1.
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ϑ̂(t)的初值通常选择为 ϑ̂(0) = 1n/p0.由于信息向
量φ(t)中包含了不可测噪声v(t− i),不可测噪声v(t)

用其估计 v̂(t) := y(t) − φ̂T(t)ϑ̂(t)代替,即可得到增
广随机梯度(ESG)算法

ϑ̂(t) = ϑ̂(t− 1) +
φ̂(t)

r(t)
[y(t)− φ̂T(t)ϑ̂(t− 1)];

(10)
r(t) = r(t− 1) + ∥φ̂(t)∥2, r(0) = 1; (11)

φ̂(t) = [u(t− 1), u(t− 2), . . . , u(t− nb),

v̂(t− 1), v̂(t− 2), . . . , v̂(t− nd)]
T; (12)

v̂(t) = y(t)− φ̂T(t)ϑ̂(t); (13)

b̂(t) = [b̂1(t), b̂2(t), . . . , b̂nb
(t)]T; (14)

d̂(t) = [d̂1(t), d̂2(t), . . . , d̂nd
(t)]T; (15)

ϑ̂(t) = [b̂T(t), d̂T(t)]T. (16)

3 基于滤波的增广随机梯度算法

对于FIR-MA系统的滤波辨识模型 (9),定义梯度
准则函数

J2(ϑ) := [y(t)−φT
f (t)ϑ]

2.

使用负梯度搜索极小化准则函数J2(ϑ),可得到如下
梯度递推关系:

ϑ̂(t) = ϑ̂(t− 1)− 1

r(t)
grad[J2(ϑ̂(t− 1))] =

ϑ̂(t− 1) +
φf (t)

r(t)
[y(t)−φT

f (t)ϑ̂(t− 1)];

(17)

r(t) = r(t− 1) + ∥φf (t)∥2, r(0) = 1. (18)

信息向量φf (t)中包含了未知变量yf (t− i)和uf (t−
i),解决方法是根据式 (5)中φf (t)的结构, 将其中的
未知滤波变量yf (t − i)和uf (t − i)用其对应的估计

ŷf (t−i)和 ûf (t−i)来代替,滤波中使用的未知多项式
D(z)也用其在时刻 t的估计 D̂(t, z)代替.定义φf (t)

的估计为

φ̂f (t) := [ŷf (t− 1), ŷf (t− 2), · · · , ŷf (t− nd),

ûf (t− 1), . . . , ûf (t− nb)]
T ∈ Rn. (19)

用参数向量d的估计 d̂(t) := [d̂1(t), d̂2(t), . . . , d̂nd
(t)]T

∈ Rnd构造多项式D(z)的估计,有

D̂(t, z) = 1 + d̂1(t)z
−1 + d̂2(t)z

−2 + · · ·+ d̂nd
(t)z−nd .

由式(7)和(8)可知uf (t)和yf (t)的估计分别为

ûf (t) = [1− D̂(t, z)]ûf (t) + u(t) =

u(t)− d̂1(t)ûf (t− 1)− d̂2(t)ûf (t− 2)−

. . .− d̂nd
(t)ûf (t− nd), (20)

ŷf (t) = [1− D̂(t, z)]ŷf (t) + y(t) =

y(t)− d̂1(t)ŷf (t− 1)− d̂2(t)ŷf (t− 2)−

. . .− d̂nd
(t)ŷf (t− nd). (21)

将式 (17)和 (18)中φf (t)用其估计φ̂f (t)代替,联立式
(19)∼ (21),可以得到估计FIR-MA系统参数向量ϑ基

于滤波的增广随机梯度(F-ESG)算法如下:

ϑ̂(t) = ϑ̂(t− 1) +
φ̂f (t)

r(t)
[y(t)− φ̂T

f (t)ϑ̂(t− 1)] =

ϑ̂(t− 1) +
φ̂f (t)

r(t)
e(t); (22)

e(t) = y(t)− φ̂T
f (t)ϑ̂(t− 1); (23)

r(t) = r(t− 1) + ∥φ̂f (t)∥2, r(0) = 1; (24)

φ̂f (t) = [ûf (t− 1), ûf (t− 2), . . . , ûf (t− nb),

ŷf (t− 1), . . . , ŷf (t− nd)]
T; (25)

ŷf (t) = y(t)− [ŷf (t− 1), ŷf (t− 2), . . . ,

ŷf (t− nd)]d̂(t); (26)

ûf (t) = u(t)− [ûf (t− 1), ûf (t− 2), . . . ,

ûf (t− nd)]d̂(t); (27)

b̂(t) = [b̂1(t), b̂2(t), . . . , b̂nb
(t)]T; (28)

d̂(t) = [d̂1(t), d̂2(t), . . . , d̂nd
(t)]T; (29)

ϑ̂(t) = [b̂T(t), d̂T(t)]T. (30)

F-ESG算法 (22)∼ (30)计算参数估计向量 ϑ̂(t)

的步骤如下.
step 1:令 t = 1,置初值 ϑ̂(0) = 1n/p0, r(0) = 1,

ŷf (t − i) = 1/p0, ûf (t − i) = 1/p0, i = 1, 2, . . . ,

max[nb, nd], p0 = 106.给定数据长度Le.
step 2:采集输入和输出数据u(t)和y(t).
step 3: 按照式 (25)构造滤波信息向量 φ̂f (t),利

用式(23)计算新息e(t),利用式(24)计算r(t).
step 4:利用式(22)更新参数估计向量ϑ̂(t).
step 5:根据式(30)从ϑ̂(t)中读取 b̂(t)和 d̂(t).
step 6: 利用式 (26)计算滤波输出 ŷf (t),利用式

(27)计算滤波输入 ûf (t).
step 7:如果t < Le,则t增加1,转至step 2;否则输

出参数估计ϑ̂(t),终止递推计算过程.
对于时不变参数估计算法,要求算法的增益趋于

零(即收敛因子),才能保证参数估计收敛性能. r(t)定
义为信息向量范数的平方和,它是随观测数据不断增
加而趋于无穷,从而可保证参数估计误差收敛于零.
在F-ESG辨识算法 (22)∼ (30)中, e(t) = y(t) −

φ̂T
f (t)ϑ̂(t− 1) ∈ R为辨识新息.定义辨识残差

v̂(t) := y(t)− φ̂T
f (t)ϑ̂(t) ∈ R. (31)
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引理 1 对于F-ESG辨识算法 (22)∼ (30),新息
与残差满足

v̂(t) =
r(t− 1)

r(t)
e(t).

证明 将式(22)代入(31),有

v̂(t) = y(t)− φ̂T
f (t)

[
ϑ̂(t− 1) +

φ̂f (t)

r(t)
e(t)

]
=

y(t)− φ̂T
f (t)ϑ̂(t− 1)− ∥φ̂f (t)∥2

r(t)
e(t) =

e(t)− ∥φ̂f (t)∥2

r(t)
e(t) =

[
1− ∥φ̂f (t)∥2

r(t)

]
e(t) =

r(t− 1)

r(t)
e(t). 2

引理2 设非负序列{x(t)}、{αt}和{βt}满足如
下关系[15]:

x(t) ⩽ (1− αt)x(t− 1) + βt, t ⩾ 0,

且αt ∈ [0, 1),
∞∑
t=1

αt = ∞,x(0) < ∞,则有

lim sup
t→+∞

x(t) ⩽ lim sup
t→+∞

βt

αt
,

其中假设有关极限存在.
引理 3 对于F-ESG辨识算法 (22)∼ (30),假设

存在常数0 < α ⩽ β < ∞和整数N ⩾ n,有下列
强持续激励条件(SPE)成立[15]:

αIn ⩽ 1

N

N−1∑
i=0

φ̂f (t+ i)φ̂T
f (t+ i) ⩽ βIn, a.s.,

t > 0.

则式(24)中r(t)满足

(t−N + 1)nα ⩽ r(t) ⩽ (t+N)nβ + 1, a.s.,

t ⩾ N.

引理 4 对于F-ESG算法 (22)∼ (30),定义转移
矩阵

Ξ(t+ 1, i) :=
[
I −

φ̂f (t)φ̂
T
f (t)

r(t)

]
Ξ(t, i),

Ξ(i, i) = In.

引理3中SPE条件成立,则有

ρt :=

λmax[Ξ
T(t+N, t)Ξ(t+N, t)] ⩽

1− α2

nβ{[n(t+ 2N)β + 1]
1/2

+N
√
nNβ}2

, a.s.

其中: t > 0,λmax[X]为对称方阵X的最大特征值.
定理 1 对于 F-ESG算法 (22)∼ (30),假设 SPE

条件成立,系统输入u(t)和系统输出y(t)有上界,即

|u(t)| ⩽
√
β, |y(t)| ⩽

√
β,那么参数估计 ϑ̂(t)是有界

收敛的.
在此辨识方法的收敛性分析中,通常不显示强调

系统稳定,而是通过持续激励条件对观测输入输出数
据有界来加以约束.

4 基于滤波的多新息增广随机梯度算法

随机梯度算法的收敛性较慢,因此借助于多新
息辨识理论,新息是能改进参数估计精度的有用信
息.多新息策略将标量新息扩展为新息向量,引入多
新息不仅可以加快算法的收敛速度,而且能够提高算
法的参数估计精度.通过扩展新息维数,推导出基于
滤波的多新息增广随机梯度 (F-MI-ESG)算法.设正
整数p为新息长度,基于F-ESG算法 (22)∼ (30),将系
统滤波信息向量 φ̂f (t)和输出 y(t)扩展为堆积滤波

信息矩阵Φ̂f (p, t) ∈ Rn×p和堆积输出向量Y (p, t) ∈
Rp,有

Φ̂f (p, t) := [φ̂f (t), . . . , φ̂f (t− p+ 1)], (32)

Y (p, t) := [y(t), y(t− 1), . . . , y(t− p+ 1)]T. (33)

将标量新息e(t) = y(t) − φ̂T
f (t)ϑ̂(t − 1) ∈ R扩展为

新息向量

E(p, t) =


y(t)− φ̂T

f (t)ϑ̂(t− 1)

y(t− 1)− φ̂T
f (t− 1)ϑ̂(t− 1)
...

y(t− p+ 1)− φ̂T
f (t− p+ 1)ϑ̂(t− 1)

 =

Y (p, t)− Φ̂T
f (p, t)ϑ̂(t− 1) ∈ Rp. (34)

用堆积滤波信息矩阵Φ̂f (p, t)代替式 (22)和 (24)中的
φ̂f (t),得到式 (35)和 (37).联立式 (32)∼ (34)和 (25)∼
(30)可以得到估计FIR-MA系统参数向量ϑ基于滤波

的多新息增广随机梯度(F-MI-ESG)算法

ϑ̂(t) = ϑ̂(t− 1) +
Φ̂f (p, t)

r(t)
E(p, t); (35)

E(p, t) = Y (p, t)− Φ̂T
f (p, t)ϑ̂(t− 1); (36)

r(t) = r(t− 1) + ∥Φ̂f (p, t)∥2, r(0) = 1; (37)

Y (p, t) = [y(t), y(t− 1), . . . , y(t− p+ 1)]T; (38)

Φ̂f (p, t) = [φ̂f (t), · · · , φ̂f (t− p+ 1)]; (39)

φ̂f (t) = [ûf (t− 1), ûf (t− 2), . . . , ûf (t− nb),

ŷf (t− 1), . . . , ŷf (t− nd)]
T; (40)

ŷf (t) = y(t)− [ŷf (t− 1), ŷf (t− 2), . . . ,

ŷf (t− nd)]d̂(t); (41)

ûf (t) = u(t)− [ûf (t− 1), ûf (t− 2), . . . ,

ûf (t− nd)]d̂(t); (42)
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b̂(t) = [b̂1(t), b̂2(t), . . . , b̂nb
(t)]T; (43)

d̂(t) = [d̂1(t), d̂2(t), . . . , d̂nd
(t)]T; (44)

ϑ̂(t) = [b̂T(t), d̂T(t)]T. (45)

当新息长度p = 1时, F-MI-ESG算法退化为F-
ESG算法 (22)∼ (30). F-MI-ESG算法 (35)∼ (45)计算
参数估计向量ϑ̂(t)的步骤如下.

step 1: 令 t = 1,给定新息长度p.置初值 ϑ̂(0) =

1n/p0, r(0) = 1, ŷf (t−i) = 1/p0, ûf (t−i) = 1/p0, i =
1, 2, . . . ,max[nb, nd], p0 = 106.给定数据长度Le.

step 2: 采集输入输出数据 u(t)和 y(t),按照式
(38)组成构造堆积输出向量Y (p, t).

step 3: 利用式 (40)构造滤波信息向量 φ̂f (t),由
式(39)构造滤波信息矩阵Φ̂f (p, t).

step 4: 根据式 (36)计算新息向量E(p, t),根据式
(37)计算r(t).

step 5:利用式(35)更新参数估计向量ϑ̂(t).
step 6:根据式(45)从ϑ̂(t)中读取 b̂(t)和 d̂(t).
step 7: 利用式 (41)计算滤波输出 ŷf (t),利用式

(42)计算滤波输入 ûf (t).
step 8:如果t < Le,则t增加1,转至step 2;否则输

出参数估计ϑ̂(t),终止递推计算过程.
引理5 对于F-MI-ESG算法 (35)∼ (45),新息向

量与残差为

V̂ (p, t) := Y (p, t)− Φ̂T
f (p, t)ϑ̂(t),

满足

V̂ (p, t) =
[
Ip −

Φ̂T
f (p, t)Φ̂f (p, t)

r(t)

]
E(p, t).

证明 利用式(35),有

V̂ (p, t) = Y (p, t)− Φ̂T
f (p, t)×[

ϑ̂(t− 1) +
Φ̂f (p, t)

r(t)
E(p, t)

]
=

Y (p, t)− Φ̂T
f (p, t)ϑ̂(t− 1)−

Φ̂T
f (p, t)Φ̂f (p, t)

r(t)
E(p, t) =

E(p, t)−
Φ̂T

f (p, t)Φ̂f (p, t)

r(t)
E(p, t) =

[
Ip −

Φ̂T
f (p, t)Φ̂f (p, t)

r(t)

]
E(p, t). 2

引理6 对于基于滤波的多新息增广随机梯度

算法 (35)∼ (45), 假设SPE条件成立,定理1的条件成
立,那么下列不等式成立[15]:

1) In −
Φ̂f (p, t)Φ̂

T
f (p, t)

r(t)
⩽

[
1− pα

nβ(t+N) + 1

]
In, a.s.

2) ∥Φ̂f (p, t)Y (p, t)∥ ⩽
[Y T(p, t)Φ̂T

f (p, t)Φ̂f (p, t)Y (p, t)]1/2 ⩽
√
pβ∥Y (p, t)∥ ⩽ pβ, a.s.

定理2 对于基于滤波的多新息增广随机梯度

算法 (35)∼ (45),假设SPE条件成立,定理1的条件成
立,那么参数估计ϑ̂(t)是有界收敛的.

对于F-MI-ESG算法的收敛性证明,滤波为稳定
是前提条件,否则数据会发散.在参数收敛的情况下,
使用估计的参数作为数字滤波器是可以保证稳定的,
每一时刻滤波器的参数也会进行更新,因此只需要保
证该算法收敛即可保证数字滤波器也是稳定的.滤
波器稳定,持续激励条件映射数据有界,参数估计收
敛定理成立.

5 仿真分析

例1 ESG算法和F-ESG算法.
考虑仿真对象(FIR-MA模型)

y(t) = B(z)u(t) +D(z)v(t),

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 =

− 0.96z−1 − 0.37z−2,

D(z) = 1 + d1z
−1 + d2z

−2 =

1− 0.20z−1 + 0.15z−2,

ϑ = [b1, b2, d1, d2]
T =

[−0.96,−0.37,−0.20, 0.15]T.

仿真时,输入u(t)采用零均值单位方差不相关的

可测随机信号序列, v(t)采用零均值方差为σ2的白

噪声序列.考虑3种不同噪声水平,噪声方差分别为
σ2 = 0.502,σ2 = 1.502 和σ2 = 2.002.利用输入
输出数据u(t)和y(t),应用增广随机梯度 (ESG)算法
(10)∼ (16)和基于滤波的增广随机梯度 (F-ESG)算法
(22)∼ (30)估计系统的参数,不同噪声方差下参数估
计及其误差如表1和表2所示.参数估计误差δ(t) :=

∥ϑ̂(t)− ϑ∥/∥ϑ∥随t的变化曲线如图1和图2所示.
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2 2
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图 1 ESG算法参数估计误差δ(t)随t变化曲线
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表 1 ESG算法参数估计及其误差 (σ2 = 0.502,σ2 = 1.502,σ2 = 2.002)

σ2 t b1 b2 d1 d2 δ/%

0.502

100 −1.010 66 −0.245 24 −0.077 54 0.218 75 18.376 71
200 −0.991 30 −0.265 44 −0.078 64 0.214 11 16.562 69
500 −0.967 43 −0.300 21 −0.079 71 0.206 35 14.189 37
1 000 −0.970 20 −0.316 29 −0.087 51 0.208 56 13.043 49
2 000 −0.965 08 −0.336 57 −0.093 11 0.201 74 11.662 15
3 000 −0.962 88 −0.341 03 −0.096 89 0.198 74 11.117 26

1.502

100 −1.308 71 0.042 49 −0.431 55 0.408 81 60.649 69
200 −1.266 81 0.027 67 −0.347 29 0.342 70 52.680 57
500 −1.215 54 −0.011 54 −0.288 93 0.295 06 44.575 58
1 000 −1.197 84 −0.038 55 −0.272 26 0.288 08 41.246 15
2 000 −1.169 63 −0.073 15 −0.259 09 0.250 60 36.048 90
3 000 −1.155 86 −0.086 57 −0.253 34 0.237 00 33.936 74

2.002

100 −1.436 47 0.217 57 −0.470 53 0.447 73 80.922 69
200 −1.401 53 0.204 00 −0.369 10 0.363 68 73.079 42
500 −1.356 82 0.169 44 −0.301 27 0.304 84 65.619 54
1 000 −1.338 74 0.144 12 −0.281 14 0.294 39 62.307 53
2 000 −1.310 68 0.111 47 −0.266 00 0.249 09 57.370 92
3 000 −1.296 40 0.097 73 −0.259 67 0.233 22 55.268 46

真值 −0.960 00 −0.370 00 −0.200 00 0.150 00

表 2 F-ESG算法参数估计及其误差 (σ2 = 0.502,σ2 = 1.502,σ2 = 2.002)

σ2 t b1 b2 d1 d2 δ/%

0.502

100 −0.545 13 −0.441 59 −0.057 29 −0.000 78 44.335 36
200 −0.583 46 −0.459 41 −0.038 03 −0.003 57 42.195 79
500 −0.648 13 −0.475 42 −0.021 96 −0.023 93 38.979 57
1 000 −0.687 75 −0.482 67 −0.015 47 −0.027 28 36.858 77
2 000 −0.723 43 −0.490 20 −0.007 70 −0.036 60 35.617 76
3 000 −0.741 80 −0.497 53 0.000 05 −0.040 42 35.359 08

1.502

100 −0.943 19 −0.320 19 −0.517 40 0.229 50 31.300 15
200 −0.945 80 −0.324 16 −0.428 63 0.217 61 22.969 84
500 −0.947 41 −0.356 08 −0.307 17 0.208 04 11.646 29
1 000 −0.947 55 −0.359 57 −0.267 76 0.192 13 7.690 55
2 000 −0.953 39 −0.377 02 −0.221 54 0.157 90 2.350 24
3 000 −0.954 01 −0.385 84 −0.195 96 0.147 21 1.665 49

2.002

100 −0.916 32 −0.345 42 −0.546 75 0.322 11 36.867 42
200 −0.918 78 −0.346 10 −0.440 22 0.286 60 26.485 61
500 −0.920 44 −0.372 58 −0.306 57 0.260 17 14.953 73
1 000 −0.920 82 −0.372 50 −0.263 02 0.234 30 10.610 01
2 000 −0.926 88 −0.385 79 −0.214 06 0.187 51 5.130 85
3 000 −0.927 60 −0.392 40 −0.187 25 0.170 96 4.383 36

真值 −0.960 00 −0.370 00 −0.200 00 0.150 00
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图 2 F-ESG算法参数估计误差δ(t)随t变化曲线

由表1、表2和图1、图2可知:
1) 随着 t的增加, ESG算法和F-ESG算法给出的

参数估计误差总体趋势是减小的.

2) 在相同条件下, F-ESG算法比ESG算法有更
小的参数估计误差.即与ESG算法相比, F-ESG算法
具有更高的精度.

例2 F-ESG算法和F-MI-ESG算法.
考虑仿真对象

y(t) = B(z)u(t) +D(z)v(t),

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 = 0.67z−1 − 0.42z−2,

D(z) = 1 + d1z
−1 + d2z

−2 =

1− 0.21z−1 + 0.15z−2,

ϑ = [b1, b2, d1, d2]
T =

[0.67,−0.42,−0.21, 0.15]T.

仿真时,输入u(t) 采用零均值单位方差不相关
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可测随机信号序列, v(t)采用零均值方差为 σ2 =

0.502白噪声序列,应用基于滤波的增广随机梯度算
法 (22)∼ (30) (即在F-MI-ESG算法中p = 1)和基于
滤波的多新息增广随机梯度算法 (35)∼ (45)估计系
统的参数, F-ESG参数估计和不同新息长度下的 F-

MI-ESG参数估计及误差如表3所示,参数估计误差
δ(t) := ∥ϑ̂(t) − ϑ∥/∥ϑ∥随 t的变化曲线如图3所示
(σ2 = 0.502). F-MI-ESG算法在方差σ2 = 0.502、新

息长度p = 6时的参数估计值随 t变化曲线如图4所
示(σ2 = 0.502, p = 6).

表 3 F-MI-ESG算法参数估计及其误差 (σ2 = 0.502)

p t b1 b2 d1 d2 δ/%

1

100 0.401 91 −0.194 81 −0.380 48 0.062 23 47.990 26
200 0.438 25 −0.206 08 −0.366 16 0.067 58 43.454 09
500 0.488 37 −0.252 04 −0.368 59 0.063 03 36.842 47
1 000 0.516 10 −0.262 59 −0.363 86 0.071 01 33.656 34
2 000 0.534 98 −0.285 56 −0.368 68 0.073 25 31.205 38
3 000 0.545 82 −0.297 05 −0.368 51 0.075 00 29.761 94

2

100 0.548 73 −0.249 38 −0.381 11 0.112 64 32.811 47
200 0.575 08 −0.268 88 −0.357 57 0.118 05 28.102 94
500 0.611 12 −0.340 10 −0.355 31 0.100 57 21.973 77
1 000 0.628 89 −0.343 22 −0.341 27 0.116 33 19.367 45
2 000 0.634 90 −0.369 17 −0.345 41 0.121 30 18.222 23
3 000 0.640 87 −0.380 29 −0.342 03 0.124 48 17.216 56

3

100 0.602 27 −0.271 00 −0.361 08 0.140 16 26.804 22
200 0.619 06 −0.295 40 −0.331 85 0.143 52 21.842 24
500 0.646 94 −0.381 84 −0.324 65 0.113 26 15.434 27
1 000 0.658 25 −0.372 59 −0.303 38 0.135 74 12.784 80
2 000 0.658 15 −0.397 81 −0.308 91 0.142 57 12.302 27
3 000 0.662 81 −0.407 00 −0.304 21 0.146 29 11.474 58

4

100 0.645 16 −0.296 58 −0.289 99 0.164 22 18.013 81
200 0.645 82 −0.321 01 −0.252 19 0.161 63 13.332 33
500 0.675 15 −0.429 72 −0.233 81 0.096 78 7.132 94
1 000 0.669 28 −0.387 00 −0.207 24 0.138 62 4.210 72
2 000 0.668 32 −0.417 46 −0.230 80 0.150 08 2.526 79
3 000 0.674 84 −0.424 67 −0.229 50 0.154 92 2.549 50

真值 0.670 00 −0.420 00 −0.210 00 0.150 00
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图 3 F-MI-ESG算法参数估计误差δ(t)随t变化曲线
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图 4 F-MI-ESG算法参数估计值随t变化曲线

从表3、图3和图4可以看出: F-MI-ESG算法的
参数估计误差随 t的增加而减小,且F-MI-ESG估计
比F-ESG估计具有更高的精度.在相同噪声方差下,

随着新息长度 p增加, F-MI-ESG算法的参数估计误
差越来越小.此外,当新息长度p = 6时,估计值非常
接近真实值.因此,适当的新息长度p使得F-MI-ESG
算法具有良好的估计精度.
对于模型验证,选择p = 6, t = 3000时,表3中倒

数第2行的参数估计作为最终的估计模型,即

ŷ(t) = y(t)− ŷf (t) + B̂(z)ûf (t) =

y(t)− ŷf (t) + 0.674 84ûf (t− 1)− 0.424 67ûf (t− 2),

ŷf (t) = y(t)− [ŷf (t− 1) + ŷf (t− 2)]d̂(t) =

y(t)− 0.229 50ŷf (t− 1) + 0.154 92ŷf (t− 2),

ûf (t) = u(t)− [ûf (t− 1) + ûf (t− 2)]d̂(t) =

u(t)− 0.229 50ûf (t− 1) + 0.154 92ûf (t− 2).

将t = Le + 1 = 3 001到t = Le + Lr = 4000的1 000
组输入输出数据u(t)和y(t)代入上式,可以递推计算
出估计模型的输出 ŷ(t),进而计算估计模型输出误差
均方根为

Error(Lr) =
[ 1

Lr

Le+Lr∑
t=Le+1

[ŷ(t)− y(t)]2
] 1

2

= 0.542 94.
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系统输出y(t)和模型输出 ŷ(t)及其误差 ŷ(t)− y(t)随

t的变化情况如图5所示(σ2 = 0.502, p = 6).
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图 5 F-MI-ESG算法获得的预测模型输出 ŷ(t)

与系统输出y(t)及其误差随t变化曲线

从图 5可以看出:模型输出很接近系统输出,模
型输出误差很小,接近噪声的标准差σ,表明估计模
型能很好地捕捉系统动态.

6 结 论

本文使用数据滤波技术提出了基于滤波的随机

梯度 (F-ESG)算法,并在此基础上推导了基于滤波的
多新息随机梯度算法 (F-MI-ESG算法).仿真结果表
明, F-ESG算法比随机梯度 (ESG)算法有更高的参数
估计精度,而F-MI-ESG算法可以加快收敛速度,提高
参数估计的精度.所提出方法的基本思想可以扩展
到研究其他线性和非线性系统,并应用于其他领域.
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